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КОНФОРМНЫЕ ИНВАРИАНТЫ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Ф.Г. АВХАДИЕВ, Р.Г. НАСИБУЛЛИН, И.К. ШАФИГУЛЛИН

Аннотация. Рассматриваются плоские области гиперболического типа и конформно
инвариантные функционалы, определяемые как наилучшие константы в неравенствах
типа Харди. Исследуется взаимосвязь между этими функционалами и оптимальными
константами в гиперболических изопериметрических неравенствах. Изучаемые нера-
венства типа Харди содержат весовые функции, зависящие от гиперболического ради-
уса области, и являются конформно инвариантными. Доказано, что положительность
констант в неравенствах типа Харди связана с существованием гиперболических изопе-
риметрических неравенств специального вида. Доказана теорема сравнения констант
Харди с различными числовыми параметрами. Изучена связь между линейным ги-
перболическим изопериметрическим неравенством в некоторой области и евклидовым
максимальным модулем этой области. Существенную роль в доказательствах играют
характеристики областей, имеющих равномерно совершенные границы. Кроме того,
мы обобщаем некоторые результаты из следующих двух статей:
1) J.L. Fernández, J.M. Rodŕiguez, The exponent of convergence of Riemann surfaces,

bass Riemann surfaces // Ann. Acad. Sci. Fenn. Series A. I. Mathematica. V. 15. 1990.
P. 165-183.
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1. Введение

Пусть Ω — область гиперболического типа, т.е. область, содержащая не менее трех гра-
ничных точек на расширенной комплексной плоскости C. Через 𝐶1

0(Ω) обозначим семей-
ство непрерывно дифференцируемых функций 𝑢 : Ω → R с компактными носителями в
Ω. Если ∞ ∈ Ω, то гладкость 𝑢(𝑧) в бесконечно удаленной точке 𝑧 = ∞ понимается как
гладкость 𝑢(1/𝑧) в точке 𝑧 = 0.
В каждой точке 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ Ω определим гиперболический радиус формулой

𝑅(𝑧,Ω) = 1/𝜆Ω(𝑧),

где 𝜆Ω — коэффициент метрики Пуанкаре области Ω с гауссовой кривизной 𝑘 = −4
(см., например, [1], [2]).
Следуя Х. Поммеренке [3], будем говорить, что область гиперболического типа Ω ⊂ C

имеет равномерно совершенную границу, если 𝑀(Ω) < ∞, где 𝑀(Ω) — точная верхняя
граница модулей двусвязных областей, лежащих в области Ω и разделяющих ее границу.
Напомним, что модуль двусвязной области Ω′ определяется следующим образом. Берется
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конформно эквивалентное области Ω′ круговое кольцо 𝐴, определяемое неравенствами
𝑟(𝐴) < |𝑧| < 𝑅(𝐴). По определению, число

𝑀(Ω′) =
1

2𝜋
log

𝑅(𝐴)

𝑟(𝐴)

называется модулем двусвязной области Ω′. Мы говорим, что двусвязная область Ω′ раз-
деляет границу области Ω, если Ω′ ⊂ Ω и в каждой компоненте множества C ∖Ω′ имеются
точки 𝜕Ω.
Кроме максимального модуля 𝑀(Ω) нам потребуется следующая числовая характери-

стика области Ω гиперболического типа:

ℎ(Ω) = sup
𝐺

∫︁∫︁
𝐺

1

𝑅2(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦

(︂∫︁
𝜕𝐺

1

𝑅(𝑧,Ω)
|𝑑𝑧|
)︂−1

,

где точная верхняя граница берется по всем областям 𝐺, ограниченным кусочно глад-
кими кривыми, и таким, что 𝐺 ⊂ Ω. Попутно отметим, что гиперболическая площадь∫︀∫︀

𝐺
𝑅−2(𝑧,Ω)𝑑𝑥𝑑𝑦 и гиперболическая длина

∫︀
𝜕𝐺

𝑅−1(𝑧,Ω)|𝑑𝑧| являются безразмерными ве-
личинами. Очевидно, условие ℎ(Ω) < ∞ означает, что в области Ω ⊂ C имеет место
линейное гиперболическое изопериметрическое неравенство.
Настоящая работа посвящена исследованию новых конформно инвариантных величин

(функционалов), определяемых как точные константы в вариационных неравенствах спе-
циального вида для функций 𝑢 ∈ 𝐶1

0(Ω) в плоских областях гиперболического типа.
Основной конформно инвариантный функционал области 𝑐𝑝,𝑞(Ω), который мы рассмот-

рим, определяется как максимальная из возможных постоянных в следующем вариаци-
онном неравенстве типа Харди(︂∫︁∫︁

Ω

|∇𝑢|𝑝𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2−𝑝(𝑧,Ω)

)︂1/𝑝

≥ 𝑐𝑝,𝑞(Ω)

(︂∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑞𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2(𝑧,Ω)

)︂1/𝑞

, ∀𝑢 ∈ 𝐶1
0(Ω), (1)

где 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞, 𝑧 = 𝑥+𝑖𝑦,∇𝑢 – градиент функции 𝑢. Таким образом, рассматриваемый
нами функционал 𝑐𝑝,𝑞(Ω) определяется формулой

𝑐𝑝,𝑞(Ω) = inf
𝑢∈𝐶1

0 (Ω),𝑢̸≡0

(︂∫︁∫︁
Ω

|∇𝑢|𝑝𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2−𝑝(𝑧,Ω)

)︂1/𝑝(︂∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑞𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2(𝑧,Ω)

)︂−1/𝑞

. (2)

Конформная инвариантность функционала, определяемого формулой (2), легко про-
веряется. Действительно, пусть 𝐹 : Ω → Ω𝜁 — однолистное конформное отображение
области Ω на некоторую другую область Ω𝜁 ⊂ C. Обозначим

𝜁 = 𝐹 (𝑧) = 𝜉 + 𝑖𝜂 ∈ Ω𝜁 , 𝑈 := 𝑢 ∘ 𝐹−1,

где 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ Ω и функция 𝑢 ∈ 𝐶1
0(Ω). Тогда 𝑈 := 𝑢 ∘ 𝐹−1 ∈ 𝐶1

0(Ω𝜁) и имеют место
формулы

𝜆Ω(𝑧)|𝑑𝑧| ≡ 𝜆Ω𝜁
(𝑧)|𝑑𝜁|, 𝜆2

Ω(𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜆2
Ω𝜁

(𝑧)𝑑𝜉𝑑𝜂,

|𝐹 ′(𝑧)|2𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑑𝜉𝑑𝜂, ∇𝑈 = 2
𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜁
= 2

𝜕𝑢(𝑧)

𝜕𝑧
𝐹 ′(𝑧) = (∇𝑢)𝐹 ′(𝑧).

Определяя 𝑐𝑝,𝑞(Ω𝜁) формулой (2) с заменой области Ω на область Ω𝜁 и функции 𝑢 на
функцию 𝑈 , соответственно, получаем, что

𝑐𝑝,𝑞(Ω) = 𝑐𝑝,𝑞(Ω𝜁).

Базовыми для нас являются хорошо известные результаты Д. Салливана [4], Х.Л. Фер-
нандеса [5], Х.Л. Фернандеса и Х.М. Родригеса [6] из спектральной теории оператора
Лапласа-Бельтрами на римановых многообразиях постоянной отрицательной кривизны.
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В этих статьях рассматривается частный случай неравенства (1), соответствующий слу-
чаю 𝑝 = 𝑞 = 2, а именно, неравенство∫︁∫︁

Ω

|∇𝑢|2𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ 𝑐2(Ω)

∫︁∫︁
Ω

|𝑢|2

𝑅2(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦, ∀𝑢 ∈ 𝐶1

0(Ω), (3)

где

𝑐2(Ω) = inf
𝑢∈𝐶1

0 (Ω),𝑢̸≡0

∫︁∫︁
Ω

|∇𝑢|2𝑑𝑥𝑑𝑦
(︂∫︁∫︁

Ω

|𝑢|2

𝑅2(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂−1

. (4)

Очевидно, 𝑐2(Ω) = 𝑐22,2(Ω). Известно (см. [4] и [5]), что 𝑐2(Ω) = 1 для любой односвязной
или двусвязной области гиперболического типа, а также 𝑐2(Ω) ∈ [0, 1] для любой области
гиперболического типа. Существуют области, для которых 𝑐2(Ω) = 0, т.е. при 𝑝 = 𝑞 = 2 су-
ществуют области, для которых неравенство (1) не является содержательным. Эти утвер-
ждения являются следствиями известных фактов гиперболической геометрии и формулы
Элстродта-Паттерсона-Сулливана ([4], с. 333):

𝑐2(Ω) = {1 для 0 6 𝛽 6 1/2; 4𝛽 (1 − 𝛽) для 1/2 6 𝛽 6 1} ,

где 𝛽 = 𝛽(Ω) — критический показатель сходимости рядов Пуанкаре-Дирихле для фунда-
ментальной группы преобразований Ω.
В [5] Фернандес доказал, что условие 𝑀(Ω) < ∞ влечет положительность величины

𝑐2(Ω). Ключевым результатом статьи [6] Фернандеса и Родригеса являются оценки

1/ (2ℎ(Ω))2 6 𝑐2(Ω) 6 3/ℎ(Ω).

Ф.Г. Авхадиев [7]–[9] исследовал следующее обобщение (3):∫︁∫︁
Ω

|∇𝑢|𝑝

𝑅2−𝑝(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ 𝑐𝑝(Ω)

∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑝

𝑅2(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦, ∀𝑢 ∈ 𝐶1

0(Ω), (5)

где 𝑝 ∈ [1,∞) — фиксированное число и

𝑐𝑝(Ω) = inf
𝑢∈𝐶1

0 (Ω),𝑢̸≡0

∫︁∫︁
Ω

|∇𝑢|𝑝

𝑅2−𝑝(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦

∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑝

𝑅2(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦. (6)

В [7]–[9] доказано, что условие 𝑀(Ω) < ∞ влечет положительность величины 𝑐𝑝(Ω) при
любом значении 𝑝 ∈ [1,∞) и установлено равенство 𝑐𝑝(Ω) = 2𝑝/𝑝𝑝 для любой односвязной
или двусвязной области гиперболического типа при любом 𝑝 ∈ [1,∞). Кроме того, в [9]
доказаны оценки для константы 𝑐𝑝(Ω), зависящие от евклидова максимального модуля
𝑀0(Ω) и показателя 𝑝 ∈ [1,∞). Отметим, что

𝑀0(Ω) 6 𝑀(Ω) 6 𝑀0(Ω) + 1/2

для областей Ω ⊂ C (см. подробнее [2]) и

𝑀0(Ω) 6 𝑀(Ω) 6 2𝑀0(Ω) + 1

для областей Ω ⊂ C, ∞ ∈ Ω (см. [9]), где 𝑀(Ω) — максимальный модуль, определенный
выше.
В настоящей статье мы получаем несколько новых оценок для константы 𝑐𝑝(Ω) и их

обобщения для 𝑐𝑝,𝑞(Ω) при 1 6 𝑝 6 𝑞 < ∞. В частности, мы докажем, что для 𝑝 ∈ [1, 2)
константа 𝑐𝑝(Ω) > 0 тогда и только тогда, когда является конечным коэффициент ℎ(Ω)
линейного изопериметрического неравенства для гиперболической метрики. Кроме того,
мы докажем, что конечность величины

ℎ𝑝,𝑞(Ω) = sup
𝐺

(︂∫︁∫︁
𝐺

1

𝑅2(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂1/𝑞−1/𝑝+1(︂∫︁
𝜕𝐺

1

𝑅(𝑧,Ω)
|𝑑𝑧|
)︂−1
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при условии 1/𝑝− 1/2 6 1/𝑞 6 1/𝑝 6 1 влечет положительность константы 𝑐𝑝,𝑞(Ω). Отме-
тим, что некоторые результаты, касающиеся 𝑐𝑝(Ω) и приведенные здесь с полными дока-
зательствами, были анонсированы нами ранее в кратком сообщении [10].
В случае когда ∞ /∈ Ω, известны несколько критериев равномерной совершенности

границ в терминах гиперболического радиуса 𝑅(𝑧,Ω), его градиента ∇𝑅(𝑧,Ω) и функции
расстояния 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑧, 𝜕Ω) до границы области Ω (см. [3], [9]). Мы получим оценки ℎ(Ω) через
эти характеристики областей. Например, докажем, что

√
3 sup

𝑧∈Ω
|∇𝑅(𝑧,Ω)| > 2

√︀
ℎ(Ω).

Обратим внимание на следующее обстоятельство. Весовые функции, рассматриваемые в
данной статье, содержат гиперболический радиус 𝑅(𝑧,Ω). Имеется множество близких ра-
бот, посвященных неравенствам типа Харди, когда весовая функция содержит дистанцию
𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑧, 𝜕Ω) до границы области (см. [11]–[20]). Следует также отметить, что одномерные
неравенства Харди не связаны с геометрией. Они воспринимаются как некоторый инстру-
мент из теории функций, используемый в доказательствах теорем вложения функцио-
нальных пространств (см. монографии С.Л. Соболева [21] и В.Г. Мазьи [22]). В отличие
от одномерного случая, неравенства типа Харди в областях на плоскости являются частью
геометрического анализа, так как они существенно связаны с различными геометрически-
ми характеристиками.
Для удобства читателя в следующем пункте приведем известные результаты, которые

существенно используются нами в доказательствах.

2. Вспомогательные утверждения и определения

Существенную роль в доказательствах играет подход В.М. Миклюкова и М. Вуоринена
[23], связанный с изопериметрическим профилем области.
Пусть Ω — область гиперболического типа на расширенной плоскости, и пусть 𝛼, 𝛽 :

Ω → (0,∞) — некоторые непрерывные функции. Рассмотрим фиксированные параметры
𝑝 и 𝑞, удовлетворяющие условию 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞. На множестве областей 𝐺 ⊂ Ω, таких, что
граница 𝜕𝐺 состоит из кусочно-гладких кривых и 𝐺 ⊂ Ω, определим взвешенную площадь

𝑉 (𝐺) =

∫︁∫︁
𝐺

𝛼(𝑧)𝑞𝑑𝑥𝑑𝑦

и взвешенную длину

𝐴(𝐺) =

∫︁
𝜕𝐺

𝛽(𝑧)𝛼(𝑧)(𝑝−1)𝑞/𝑝|𝑑𝑧|.

Изопериметрический профиль плоской области Ω является наилучшей (максимальной)
функцией

𝜃 : [0, 𝑉 (Ω)) → [0,∞), 𝜃(0) = 0,

удовлетворяющей следующему соотношению

𝜃(𝑉 (𝐺)) 6 𝐴(𝐺)

для любой допустимой области 𝐺, т.е. для любой области с кусочно-гладкой границей и
такой, что 𝐺 ⊂ Ω.
Приведем формулировку основного утверждения из статьи В.М. Миклюкова и М. Вуо-

ринена [23] (с. 2746) в той общности, которая необходима для нас. Необходимо отметить,
что в статье [23] указаны более специальные условия на функции 𝛼 и 𝛽, которые не исполь-
зуются в доказательстве этой теоремы, но упрощают описание различных приложений.
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Теорема А. Пусть 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞, и пусть Ω — область гиперболического ти-
па на расширенной плоскости C. Если для области Ω существует изопериметрический
профиль, удовлетворяющий соотношению

𝐵 := sup
𝑟∈(0,𝑉 (Ω))

𝑟1/𝑞

(︃∫︁ 𝑉 (Ω)

𝑟

𝜃(𝑡)−𝑝/(𝑝−1)𝑑𝑡

)︃(𝑝−1)/𝑝

< ∞,

то для любой функции 𝑢 ∈ 𝐶1
0(Ω) имеет место следующее неравенство⎛⎝∫︁∫︁

Ω

|𝛼(𝑧)𝑢(𝑧)|𝑞𝑑𝑥𝑑𝑦

⎞⎠1/𝑞

6 𝜆

⎛⎝∫︁∫︁
Ω

(𝛽(𝑧)|∇𝑢(𝑧)|)𝑝𝑑𝑥𝑑𝑦

⎞⎠1/𝑝

,

где 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 𝜆 — положительная постоянная, для которой справедливы оценки:

𝐵 6 𝜆 6 𝐵𝑞1/𝑞 (𝑞/(𝑞 − 1))(𝑝−1)/𝑝 .

Нам необходимы также три следующих теоремы Фернандеса и Родригеса.
Теорема B. (J.L. Fernández, J.M. Rodŕiguez [6], с. 166) Пусть Ω — область гипербо-

лического типа. Константа ℎ(Ω) < ∞ тогда и только тогда, когда 𝑐2(Ω) > 0, более
того,

1/ (2ℎ(Ω))2 6 𝑐2(Ω) 6 3/ℎ(Ω).

В следующей теореме речь идет об областях с равномерно совершенными границами.
Теорема C. (J.L. Fernández, J.M. Rodŕiguez [6], с. 167) Пусть Ω ⊂ C — область гипер-

болического типа такая, что 𝑀(Ω) < ∞. Пусть 𝐴 ⊂ Ω — множество, состоящее из
конечного или счетного множества точек таких, что

inf
𝑧∈𝐴,𝑤∈𝐴∖{𝑧}

𝑑Ω(𝑧, 𝑤) > 0,

где 𝑑Ω(𝑧, 𝑤) — гиперболическое расстояние между точками 𝑧, 𝑤 ∈ Ω. Тогда

𝑐2(Ω ∖ 𝐴) > 0.

Как указано в статье [24], в этой теореме в качестве множества 𝐴 можно взять произволь-
ное множество 𝐴 ⊂ Ω, состоящее их конечного числа точек.
Теорема D. (J.L. Fernández, J.M. Rodŕiguez [6], с. 167)Пусть Ω плоская область,∞ ∈ Ω

такая, что 𝑐2(Ω) > 0 и 𝐼 — множество изолированных точек 𝜕Ω. Тогда точки 𝐼 равно-
мерно отдалены друг от друга.
В [24], Альварес, Пестана и Родригес получили утверждения, обобщающие соответству-

ющие результаты Фернандеса и Родригеса из [6]. Отметим, что они распространили ре-
зультаты из [6] на случай гиперболических римановых поверхностей, причем некоторые
из этих результатов являются новыми для областей на плоскости. Приведем одно из таких
утверждений.

Теорема E. (V. Alvarez, D. Pestana, J.M. Rodŕiguez, [24], стр. 362). Пусть Ω — область
гиперболического типа, 𝐼 – замкнутое и счетное подмножество Ω и 𝑅 = Ω∖ 𝐼. Неравен-
ство ℎ(𝑅) < ∞ имеет место тогда и только тогда, когда ℎ(Ω) < ∞ и для некоторого
фиксированного числа 𝑟0 > 0 в любой точке 𝑡 ∈ 𝐼 существуют односвязные и попарно
непересекающиеся гиперболические круги 𝐵Ω(𝑡, 𝑟0) с центром в 𝑡 и радиусом 𝑟0. Более
того, имеют место оценка

ℎ(𝑅) 6
ℎ(Ω)

tanh2
(︀
𝑟0
4

)︀ +
2𝜋

𝑟0 log tanh 𝑟0
tanh( 𝑟0

4 )

.
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Прежде чем сформулировать следующий результат Ф.Г. Авхадиева, из [9], введем неко-
торые обозначения. Евклидов максимальный модуль определяется равенством

𝑀0(Ω) := sup
1

2𝜋
log

𝑅(𝐴)

𝑟(𝐴)
,

где супремум берется по всем кольцам 𝐴 таким, что 𝐴 разделяет границу Ω,

𝐴 = {𝑧 ∈ C : 𝑟(𝐴) < |𝑧 − 𝑧0| < 𝑅(𝐴)} ⊂ Ω и 𝑧0 ∈ 𝜕Ω.

Мы полагаем 𝑀0(Ω) = 0, если множество таких колец является пустым множеством.
Справедливо следующее утверждение.
Теорема F. (Ф.Г. Авхадиев [9], с. 16) Пусть 1 6 𝑝 < ∞. Если Ω ⊂ C — область,

граница которой имеет не менее трех компонент и является равномерно совершенной,
то для любой вещественнозначной функции 𝑢 ∈ 𝐶1

0(Ω) справедливо неравенство∫︁∫︁
Ω

|∇𝑢|𝑝𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2−𝑝(𝑥 + 𝑖𝑦,Ω)

≥ 1

𝑝𝑝𝜇𝑝(Ω)

∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑝𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2(𝑥 + 𝑖𝑦,Ω)

,

где

𝜇(Ω) =

{︃
𝜋𝑀0(Ω) + Γ4(1/4)/(4𝜋2), если ∞ /∈ Ω,

2𝜋𝑀0(Ω) + 𝜋 + Γ4(1/4)/(4𝜋2), если ∞ ∈ Ω.

Здесь Γ — гамма-функция Эйлера.

3. Основные результаты

Докажем сначала теорему сравнения для констант 𝑐𝑟(Ω) для различных 𝑟. Близкие
результаты, относящиеся к неравенствам Харди другого типа, имеются в наших статьях
[8] и [17].

Теорема 1. Пусть 1 6 𝑝 6 𝑟 < ∞, и пусть Ω ⊂ C — область гиперболического типа.
Тогда

𝑐𝑟(Ω) ≥ 𝑝𝑟 [𝑐𝑝(Ω)]𝑟/𝑝/𝑟𝑟. (7)

Доказательства теоремы 1. При 𝑝 = 𝑟 соотношение (7) является тождеством. Поэтому
рассмотрим лишь случай, когда 𝑝 < 𝑟.
Пусть 𝑢 ∈ 𝐶1

0(Ω), 𝑢 ̸≡ 0, и пусть 1 6 𝑝 < 𝑟 < ∞. Определим новую функцию 𝜙 : Ω → R
равенством 𝜙(𝑧) ≡ |𝑢(𝑧)|𝑟/𝑝, 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ Ω. Очевидно, 𝜙 ∈ 𝐶0(Ω).
Имеем

∇𝜙(𝑧) = (𝑟/𝑝)|𝑢(𝑧)|𝑟/𝑝−1(sign𝑢(𝑧))∇𝑢(𝑥).

Так как 𝑟/𝑝− 1 > 0 и функция 𝑢 ∈ 𝐶1
0(Ω), то функция 𝜙 является непрерывно дифферен-

цируемой в тех точках 𝑧 ∈ Ω, где 𝑢(𝑧) ̸= 0. Если же 𝑢(𝑧0) = 0 в некоторой точке 𝑧0 ∈ Ω, то
ясно, что ∇𝜙(𝑧0) = 0 и lim𝑧→𝑧0 ∇𝜙(𝑧) = 0 с учетом соотношений 𝑟/𝑝 − 1 > 0 и 𝑢 ∈ 𝐶1

0(Ω).
Поэтому имеем: 𝜙 = |𝑢|𝑟/𝑝 ∈ 𝐶1

0(Ω).
Применяя к функции 𝜙 неравенство (5), получаем

𝑟𝑝

𝑝𝑝

∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑟−𝑝|∇𝑢|𝑝

𝑅2−𝑝(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ 𝑐𝑝(Ω)

∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑟

𝑅2(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑢 ∈ 𝐶1

0(Ω).

Оценим сверху интеграл из левой части этого неравенства, полагая

𝑝1 =
𝑟

𝑟 − 𝑝
, 𝑝2 =

𝑟

𝑝
, 𝑓1 =

|𝑢|𝑟−𝑝

𝑅2−2𝑝/𝑟
, 𝑓2 =

|∇𝑢|𝑝

𝑅2𝑝/𝑟−𝑝
,

и применяя неравенство Гельдера∫︁∫︁
Ω

𝑓1𝑓2𝑑𝑥𝑑𝑦 6

(︂∫︁∫︁
Ω

𝑓𝑝1
1 𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂1/𝑝1 (︂∫︁∫︁
Ω

𝑓𝑝2
2 𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂1/𝑝2

.
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В результате будем иметь неравенство

𝑟𝑝

𝑝𝑝

(︂∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑟𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2(𝑧,Ω)

)︂1−𝑝/𝑟 (︂∫︁∫︁
Ω

|∇𝑢|𝑟𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2−𝑟(𝑧,Ω)

)︂𝑝/𝑟

≥ 𝑐𝑝(Ω)

∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑟𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2(𝑧,Ω)

.

Так как 𝑢 ∈ 𝐶1
0(Ω) и 𝑢 ̸≡ 0, то это неравенство равносильно следующему∫︁∫︁

Ω

|∇𝑢|𝑟𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2−𝑟(𝑧,Ω)

≥ 𝑝𝑟[𝑐𝑝(Ω)]𝑟/𝑝

𝑟𝑟

∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑟𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2(𝑧,Ω)

, ∀𝑢 ∈ 𝐶1
0(Ω), 𝑢 ̸≡ 0.

Отсюда и следует неравенство (7), так как с учетом определения (6) при 𝑟 = 𝑝 постоянная
𝑐𝑟(Ω) является максимально возможной постоянной в неравенстве∫︁∫︁

Ω

|∇𝑢|𝑟𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2−𝑟(𝑧,Ω)

≥ 𝑐𝑟(Ω)

∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑟𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2(𝑧,Ω)

, ∀𝑢 ∈ 𝐶1
0(Ω).

Этим и завершается доказательство теоремы 1.

Следующие два утверждение являются обобщениями теоремы 𝐵 Фернандеса и Родриге-
са. Мы получаем оценки конформно инвариантных величин 𝑐𝑝(Ω) и 𝑐𝑝,𝑞(Ω) при некоторых
ограничениях на параметры 𝑝 и 𝑞. Напомним, что величины 𝑐𝑝(Ω) и 𝑐𝑝,𝑞(Ω) сравнимы с
константой 𝑐2(Ω) при условии 𝑝 = 𝑞 = 2. В частности, при 𝑝 = 2 следующая теорема 2
совпадает с теоремой 𝐵 Фернандеса и Родригеса.

Теорема 2. Пусть Ω ⊂ C — область гиперболического типа с коэффициентом линей-
ного изопериметрического неравенства, определенным равенством

ℎ(Ω) = sup
𝐺

∫︁∫︁
𝐺

𝑅−2(𝑧,Ω)𝑑𝑥𝑑𝑦

(︂∫︁
𝜕𝐺

𝑅−1(𝑧,Ω)|𝑑𝑧|
)︂−1

,

где точная верхняя граница берется по всем областям 𝐺, компактно вложенным в об-
ласть Ω и ограниченным кусочно-гладкими кривыми.
Справедливы следующие утверждения.
1) Если ℎ(Ω) < ∞, то постоянная 𝑐𝑝(Ω) является положительным числом для любого

𝑝 ∈ [1,∞) и имеет место оценка 𝑐𝑝(Ω) ≥ 1/ (𝑝ℎ(Ω))𝑝.
2) При любом 𝑝 ∈ [1, 2] постоянная 𝑐𝑝(Ω) является положительным числом тогда и

только тогда, когда ℎ(Ω) < ∞. Кроме того, справедливы оценки

1

ℎ𝑝(Ω)
6 𝑝𝑝𝑐𝑝(Ω) 6

12𝑝/2

ℎ𝑝/2(Ω)
.

Доказательства теоремы 2. Докажем сначала первое утверждение теоремы. Предполо-
жим, что 𝑝 ∈ (1,∞) и ℎ(Ω) < ∞. В силу определения конформно инвариантной константы
ℎ(Ω) для любой области 𝐺, компактно вложенной в Ω и ограниченной кусочно гладкими
кривыми, будем иметь

𝑉 (𝐺) :=

∫︁∫︁
𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑅2(𝑧,Ω)
6 ℎ(Ω)

∫︁
𝜕𝐺

𝑑𝑠

𝑅(𝑧,Ω)
. (8)

Далее мы применяем теорему В.М. Миклюкова и М. Вуоринена в приведенной выше фор-
ме (см. теорему 𝐴), полагая 𝑞 = 𝑝 ∈ (1,∞),

𝛼(𝑧) = 𝑅−2/𝑝(𝑧,Ω), 𝛽(𝑧) = 𝑅−2/𝑝+1(𝑧,Ω).

Из определения изопериметрического профиля области Ω следует, что профиль удовле-
творяет неравенству

𝜃(𝑡) ≥ 𝑡/ℎ(Ω)
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для любого 𝑡 ∈ (0, 𝐼𝑝), где 𝐼𝑝 = sup𝐺 𝑉 (𝐺). Поэтому

𝐵 := sup
𝑟∈(0,𝐼𝑝)

𝑟1/𝑝
(︂∫︁ 𝐼𝑝

𝑟

𝜃(𝑡)−𝑝/(𝑝−1)𝑑𝑡

)︂(𝑝−1)/𝑝

6

6 ℎ(Ω) sup
𝑟∈(0,∞)

𝑟1/𝑝
(︂∫︁ ∞

𝑟

𝑡−𝑝/(𝑝−1)𝑑𝑡

)︂(𝑝−1)/𝑝

= ℎ(Ω) (𝑝− 1)1−1/𝑝.

Последнее равенство получено с помощью непосредственных вычислений.
В силу теоремы 𝐴, применяемой для параметров 𝑞 = 𝑝 ∈ (1,∞), имеем неравенство∫︁∫︁

Ω

|∇𝑢|𝑝

𝑅2−𝑝(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ 𝜆−𝑝

∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑝

𝑅2(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦, ∀𝑢 ∈ 𝐶1

0(Ω), (9)

где постоянная 𝜆 удовлетворяет неравенству

𝜆 6 𝐵 𝑝1/𝑝 (𝑝/(𝑝− 1))(𝑝−1)/𝑝 6 𝑝ℎ(Ω). (10)

Заметим теперь, что постоянная 𝑐𝑝(Ω) определена как максимальная постоянная в нера-
венстве вида (9). Следовательно,

𝑐𝑝(Ω) ≥ 𝜆−𝑝.

Эта оценка вместе с оценкой (10) приводит к неравенствам

𝑐𝑝(Ω) ≥ 1/ (𝑝ℎ(Ω))𝑝 > 0.

Тем самым первое утверждение теоремы доказано для любого 𝑝 ∈ (1,∞).
Остается рассмотреть случай, когда 𝑝 = 1. Пусть 𝑢 ∈ 𝐶1

0(Ω) — фиксированная функция.
Для этой функции при любом 𝑝 ∈ (1,∞) будет справедливо неравенство (9) с постоянной
𝜆, удовлетворяющей оценке (10). Поскольку интегралы в неравенствах (9) непрерывно
зависят от параметра 𝑝 ∈ (1,∞) для фиксированной функции 𝑢 ∈ 𝐶1

0(Ω), то мы можем
перейти к пределу при 𝑝 → 1. Очевидно, предельный переход в (9) и (10) при 𝑝 → 1
приводит к оценке

𝑐1(Ω) ≥ 1/ℎ(Ω) > 0

с учетом определения 𝑐1(Ω) как максимальной постоянной в соответствующем неравен-
стве.
Докажем теперь второе утверждение теоремы. Предположим, что 𝑝 ∈ [1, 2].

Если ℎ(Ω) < ∞, то положительность 𝑐𝑝(Ω) и нижняя оценка для этой величины выте-
кают из первого утверждения теоремы.
Предположим теперь, что 𝑐𝑝(Ω) > 0 для фиксированного 𝑝 ∈ [1, 2]. Если 𝑝 = 2, то

неравенство ℎ(Ω) < ∞ и верхняя оценка

𝑐2(Ω) 6 3/ℎ(Ω)

доказаны Фернандесом и Родригесом (см. выше теорему 𝐵). Пусть теперь 𝑝 ∈ [1, 2) и
𝑐𝑝(Ω) > 0. Применяя оценку (7) теоремы 1 при 𝑟 = 2, имеем:

𝑐2(Ω) ≥ 𝑝2 [𝑐𝑝(Ω)]2/𝑝/4 > 0.

Применяя эту оценку и теорему 𝐵, получаем, что ℎ(Ω) < ∞ и

𝑐𝑝(Ω) 6
(︀
4𝑐2(Ω)/𝑝2

)︀𝑝/2
6
(︀
12/(ℎ(Ω)𝑝2)

)︀𝑝/2
.

Таким образом, теорема 2 доказана полностью.
Приведем несколько утверждений, получаемых как следствия теоремы 2 и указанных

выше теорем Фернандеса, Родригеса и Ф.Г. Авхадиева.
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Следствие 1. Пусть Ω ⊂ C — область, граница которой является равномерно совер-
шенной. Тогда справедлива следующая оценка√︀

ℎ(Ω) < 2
√

3𝜇(Ω),

где

𝜇(Ω) =

{︃
𝜋𝑀0(Ω) + Γ4(1/4)

4𝜋2 , если ∞ /∈ Ω,

2𝜋𝑀0(Ω) + 𝜋 + Γ4(1/4)
4𝜋2 , если ∞ ∈ Ω,

Γ — гамма-функция Эйлера.

Доказательство. По теореме Ф.Г. Авхадиева (теореме 𝐹 ) для гиперболической области
с равномерно совершенной границей получаем, что

𝑐𝑝(Ω) ≥ 1

𝑝𝑝𝜇(Ω)
.

По теореме 2 при 𝑝 ∈ [1, 2) имеем(︂
12

𝑝2ℎ(Ω)

)︂𝑝/2

> 𝑐𝑝(Ω) ≥ 1

𝑝𝑝𝜇𝑝(Ω)
.

Следовательно, √︀
ℎ(Ω) <

√
12𝜇(Ω),

что и требовалось доказать.
В следующем утверждении величина 𝑑Ω(𝑧, 𝑤) обозначает гиперболическое расстояние

между точками 𝑧, 𝑤 ∈ Ω.

Следствие 2. Пусть Ω ⊂ C — область гиперболического типа, такая, что
𝑀(Ω) < ∞, т.е. граница области Ω является равномерно совершенным множеством.
Пусть 𝐴 ⊂ Ω — множество, состоящее из конечного или счетного множества точек
и 𝑅 = Ω ∖ 𝐴. Если 𝐴 является счетным множеством, то предполагаем, что

inf
𝑧∈𝐴,𝑤∈𝐴∖{𝑧}

𝑑Ω(𝑧, 𝑤) > 0.

Тогда 𝑐𝑝(𝑅) > 0 при 1 6 𝑝 < ∞.

Доказательство. Из теоремы Фернандеса и Родригеса (см. [6]) следует, что константа
𝑐2(𝑅) > 0. Поэтому изопериметрическая постоянная ℎ(𝑅) < ∞ по теореме 𝐵.
Применяя теперь теорему 2, имеем

𝑐𝑝(𝑅) ≥ 1

ℎ(𝑅)𝑝𝑝𝑝
> 0,

для любого 1 6 𝑝 < ∞, что и требовалось показать.

Следствие 3. Пусть 𝑝 ∈ [1, 2), и пусть Ω ⊂ C — область гиперболического типа,
∞ ∈ Ω, и через 𝐼 обозначим множество изолированных точек границы 𝜕Ω. Предполо-
жим, что 𝑐𝑝(Ω) > 0. Тогда точки множества 𝐼 равномерно отдалены в гиперболической
метрике области 𝐺 = Ω ∪ 𝐼.

Доказательство. По условию 𝑐𝑝(Ω) > 0 при 𝑝 ∈ [1, 2). Применяя неравенство (7), полу-
чим, что также 𝑐2(Ω) > 0. Утверждение следствия следует из теоремы 𝐷 Фернандеса и
Родригеса.

Приведем утверждение, получаемое как следствия теоремы 2 и сформулированной выше
теоремы Альвареса, Пестаны и Родригеса из [24].
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Следствие 4. Пусть 𝑝 ∈ [1, 2), и пусть Ω ⊂ C — область гиперболического типа,
∞ ∈ Ω, 𝐼 замкнутое счетное подмножество Ω и 𝑅 = Ω∖𝐼. Тогда справедливы следующие
утверждения

1. если 𝑐𝑝(𝑅) > 0, то ℎ(Ω) < ∞, 𝑐𝑝(Ω) > 0, и для некоторого фиксированного числа
𝑟0 > 0 в любой точке 𝑡 ∈ 𝐼 существуют односвязные и попарно непересекающиеся
гиперболические круги 𝐵Ω(𝑡, 𝑟0) с центром в 𝑡 и радиусом 𝑟0;

2. если 𝑐𝑝(Ω) > 0 и для некоторого фиксированного числа 𝑟0 > 0 в любой точке 𝑡 ∈ 𝐼 су-
ществуют односвязные и попарно непересекающиеся гиперболические круги 𝐵Ω(𝑡, 𝑟0)
с центром в 𝑡 и радиусом 𝑟0, то ℎ(𝑅) < ∞ и 𝑐𝑝(𝑅) > 0. Более того, имеют место
оценка

𝑐𝑝(𝑅) ≥

⎡⎣ 𝑝
√︀
𝑐𝑝(Ω)

tanh2
(︀
𝑟0
4

)︀ +
2𝑝𝜋

𝑟0 log tanh 𝑟0
tanh( 𝑟0

4 )

⎤⎦−𝑝

.

Доказательство. Пусть 𝑐𝑝(𝑅) > 0. Применяя теорему 2 при 𝑝 ∈ [1, 2), имеем ℎ(𝑅) < ∞.
Далее, используя теорему Альвареса, Пестаны и Родригеса (т.е. теорему 𝐸), получим, что
ℎ(Ω) < ∞, и что в любой точке 𝑡 ∈ 𝐼 существуют односвязные и попарно непересекающие-
ся гиперболические круги 𝐵Ω(𝑡, 𝑟0) с центром в 𝑡 и фиксированным радиусом 𝑟0. Остается
еще раз применить теорему 2, чтобы получить неравенство 𝑐𝑝(Ω) > 0.
Пусть теперь 𝑐𝑝(Ω) > 0. Следовательно, по теореме 2 имеем неравенство ℎ(Ω) < ∞ и

оценку

𝑝ℎ(Ω) ≥ [𝑐𝑝(Ω)]1/𝑝. (11)

Так как в любой точке 𝑡 ∈ 𝐼 существуют односвязные и попарно непересекающиеся гипер-
болические круги 𝐵Ω(𝑡, 𝑟0) с центром в 𝑡 и фиксированным радиусом 𝑟0 > 0, то по теореме
𝐸 получаем, что ℎ(𝑅) < ∞ и, кроме того, справедливы соотношения

ℎ(𝑅) 6
ℎ(Ω)

tanh2
(︀
𝑟0
4

)︀ +
2𝜋

𝑟0 log tanh 𝑟0
tanh( 𝑟0

4 )

, (12)

𝑐𝑝(𝑅) ≥ 1

ℎ(𝑅)𝑝𝑝𝑝
> 0. (13)

Комбинируя неравенства (11), (12) и (13), получаем требуемое утверждение.
Замечание. Согласно теореме 2, если 𝑝 ∈ [1, 2] и 𝑐𝑝(Ω) > 0, то коэффициент ℎ(Ω)

является конечной величиной. Остается открытым вопрос: гарантирует ли конечность ко-
эффициента ℎ(Ω) условие, что константа 𝑐𝑝(Ω) является положительным числом для неко-
торого 𝑝 ∈ (2,∞). По-другому, эту проблему можно сформулировать следующим образом:
существует ли такая область Ω ⊂ C гиперболического типа, что константа 𝑐2(Ω) = 0, но
константа 𝑐𝑝(Ω) является положительным числом для некоторого 𝑝 ∈ (2,∞).
Следующая теорема обобщает первое утверждение теоремы 2.

Теорема 3. Предположим, что Ω ⊂ C — область гиперболического типа, числа
𝑝 ∈ [1,∞) и 𝑞 ∈ [1,∞) фиксированы и удовлетворяют неравенствам 1/𝑝−1/2 6 1/𝑞 6 1/𝑝,
величина ℎ𝑝,𝑞(Ω) определена равенством:

ℎ𝑝,𝑞(Ω) = sup
𝐺

(︂∫︁∫︁
𝐺

𝑅−2(𝑧,Ω)𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂1/𝑞−1/𝑝+1(︂∫︁
𝜕𝐺

𝑅−1(𝑧,Ω)|𝑑𝑧|
)︂−1

,

где точная верхняя граница берется по всем областям 𝐺, компактно вложенным в об-
ласть Ω и ограниченным кусочно-гладкими кривыми.
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Если ℎ𝑝,𝑞(Ω) < ∞, то константа 𝑐𝑝,𝑞(Ω) является положительным числом. Кроме
того, имеют место оценки:

𝑐𝑝,𝑞(Ω) ≥ 𝑞1/𝑝−1/𝑞−1

ℎ𝑝,𝑞(Ω)

(︂
𝑝(𝑞 − 1)

𝑞(𝑝− 1)

)︂(𝑝−1)/𝑝

для случая 𝑝 > 1,

𝑐1,𝑞(Ω) ≥ 1

𝑞1/𝑞ℎ1,𝑞(Ω)
для случая 𝑝 = 1.

Доказательства теоремы 3. Мы применяем тот же метод, который был использован
при доказательстве первого утверждения предыдущей теоремы.
Определим непрерывные функции 𝛼 : Ω → (0,∞) и 𝛽 : Ω → (0,∞) равенствами

𝛼(𝑧) = 𝑅−2/𝑞(𝑧,Ω) и 𝛽(𝑧) = 𝑅−2/𝑝+1(𝑧,Ω), где 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ Ω.
Пусть 𝐺 — область, ограниченная кусочно-гладкой кривой и удовлетворяющая условию

𝐺 ⊂ Ω. Пользуясь определениями В.М. Миклюкова и М. Вуоринена для выбранных нами
функций 𝛼 и 𝛽, получаем следующие формулы для взвешенной площади области

𝑉 (𝐺) =

∫︁∫︁
𝐺

𝛼(𝑧)𝑞𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑅2(𝑧,Ω)

и взвешенной длины границы

𝐴(𝐺) =

∫︁
𝜕𝐺

𝛽(𝑧)𝛼(𝑧)(𝑝−1)𝑞/𝑝|𝑑𝑧| =

∫︁
𝜕𝐺

|𝑑𝑧|
𝑅(𝑧,Ω)

.

В силу условий теоремы для любой допустимой области имеем неравенство

𝑉 𝛽(𝐺) 6 ℎ𝑝,𝑞(Ω)𝐴(𝐺),

где величина ℎ𝑝,𝑞(Ω) < ∞, а число 𝛽 := 1/𝑞 − 1/𝑝 + 1 ∈ [1/2, 1]. С другой стороны,
изопериметрический профиль

𝜃 : [0, 𝑉 (Ω)) → [0,∞), 𝜃(0) = 0,

области Ω является максимальной функцией, удовлетворяющей неравенству

𝜃(𝑉 (𝐺)) 6 𝐴(𝐺)

на множестве всех допустимых областей 𝐺. Следовательно,

𝜃(𝑡) ≥ 𝑡𝛽/ℎ𝑝,𝑞(Ω).

Предположим, что
𝑝 ∈ (1,∞), 𝐼𝑝 = sup

𝐺
𝑉 (𝐺),

и применим теорему Миклюкова-Вуоринена. Так как

𝛽𝑝/(𝑝− 1) = 1 + 𝑝/(𝑞(𝑝− 1)),

то для любого положительного числа 𝑟(︂∫︁ ∞

𝑟

𝑡−𝛽𝑝/(𝑝−1)𝑑𝑡

)︂(𝑝−1)/𝑝

= (𝑞(1 − 1/𝑝))(𝑝−1)/𝑝 1

𝑟1/𝑞
.

Характеристика Миклюкова-Вуоринена 𝐵 допускает оценку

𝐵 6 sup
𝑟∈(0,𝐼𝑝)

𝑟1/𝑞
(︂∫︁ 𝐼𝑝

𝑟

𝜃(𝑡)−𝑝/(𝑝−1)𝑑𝑡

)︂(𝑝−1)/𝑝

6

6 ℎ𝑝,𝑞(Ω) sup
𝑟∈(0,∞)

𝑟1/𝑞
(︂∫︁ ∞

𝑟

𝑡−𝛽𝑝/(𝑝−1)𝑑𝑡

)︂(𝑝−1)/𝑝

= ℎ𝑝,𝑞(Ω)

(︂
𝑞(𝑝− 1)

𝑝

)︂(𝑝−1)/𝑝

.
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Следовательно, по теореме 𝐴 имеет место следующее неравенство(︂∫︁∫︁
Ω

|∇𝑢|𝑝

𝑅2−𝑝(𝑧,Ω)

)︂1/𝑝

𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ 1

𝜆

(︂∫︁∫︁
Ω

|𝑢|𝑝

𝑅2(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂1/𝑞

, ∀𝑢 ∈ 𝐶1
0(Ω). (14)

Константа в последнем неравенстве удовлетворяет соотношению

𝜆 6 𝐵𝑞1/𝑞
(︂

𝑞

𝑞 − 1

)︂(𝑝−1)/𝑝

6 ℎ𝑝,𝑞(Ω)𝑞1/𝑞−1/𝑝+1

(︂
𝑞(𝑝− 1)

𝑝(𝑞 − 1)

)︂(𝑝−1)/𝑝

. (15)

Поскольку постоянная 𝑐𝑝,𝑞(Ω) определена как максимальная в неравенстве вида (14), то
имеет место оценка 𝑐𝑝,𝑞(Ω) ≥ 𝜆−1. Привлекая оценку (15), получаем доказываемое нера-
венство для 𝑐𝑝,𝑞(Ω) в случае 𝑝 > 1.
Случай 𝑝 = 1 получается предельным переходом так же, как и при доказательстве

первого утверждения предыдущей теоремы, так как в неравенствах (14) и (15) можно
перейти к пределу при 𝑝 → 1 для фиксированной функции 𝑢 ∈ 𝐶1

0(Ω). Таким образом,
теорема 3 доказана полностью.
Приведем одно следствие теоремы 3, соответствующее случаю 𝑝 = 1.

Следствие 5. Предположим, что Ω ⊂ C — область гиперболического типа. Если
1 6 𝑞 6 2 и ℎ1,𝑞(Ω) < ∞, то

ℎ1,𝑞(Ω)𝑞1/𝑞
∫︁∫︁

Ω

|∇𝑢|
𝑅(𝑧,Ω)

𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥
(︂∫︁∫︁

Ω

|𝑢|𝑞

𝑅2(𝑧,Ω)
𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂1/𝑞

, ∀𝑢 ∈ 𝐶1
0(Ω).

Кроме коэффициента ℎ(Ω) и евклидова максимального модуля 𝑀0(Ω) в дальнейшем
нам потребуются некоторые другие числовые характеристики области гиперболического
типа, а именно, величины 𝛼(Ω), 𝛾(Ω) и 𝐶(Ω), определения которых приведем ниже.
Эти характеристики взаимосвязаны между собой . Известно (см., например, [2], [3], [7]–

[9]), что область Ω ⊂ C гиперболического типа имеет равномерно совершенную границу
тогда и только тогда, когда

𝑀0(Ω) < ∞ ⇐⇒ 𝛼(Ω) > 0 ⇐⇒ 𝛾(Ω) < ∞ ⇐⇒ 𝐶(Ω) > 0,

где

𝛼(Ω) := inf
𝑧∈Ω

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑧, 𝜕Ω)

𝑅(𝑧,Ω)
, 𝛾(Ω) := sup

𝑧∈Ω
|∇𝑅(𝑧,Ω)|,

𝐶(Ω) := inf

{︂
𝑐𝑎𝑝({|𝑧 − 𝑧0| 6 𝑟}) ∩ (C ∖ Ω)

𝑟
: 𝑧0 ∈ 𝜕Ω, 0 < 𝑟 < ∞

}︂
.

Через 𝑐𝑎𝑝 𝐸 обозначена логарифмическую емкость множества 𝐸 (см., например, [3]).

Теорема 4. Пусть Ω ⊂ C — область, граница которой является равномерно совер-
шенной. Тогда √︀

ℎ(Ω) 6
√

3

(︂
log

1

𝐶(Ω)
+

Γ4(1/4)

2𝜋2

)︂
,

√︀
ℎ(Ω) 6

√
3𝛾(Ω)

2
и
√︀
ℎ(Ω) <

√
3

𝛼(Ω)
.

Здесь Γ — гамма-функция Эйлера.

Доказательство теоремы 4. В наших обозначениях для 𝐶(Ω) справедливо неравен-
ство

𝑀0(Ω) 6
1

2𝜋
log

1

𝐶(Ω)
6 2𝑀0(Ω) +

4 log 2

𝜋
.

(см. подробнее [3], [7]).
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Используя последнее соотношение и следствие 1, получаем, что√︀
ℎ(Ω) 6 2

√
3

(︂
1

2
log

1

𝐶(Ω)
+

Γ4(1/4)

4𝜋2

)︂
.

Если Ω ⊂ C — область, граница которой является равномерно совершенной, то

𝛾(Ω) := sup
𝑧∈Ω

|∇𝑅(𝑧,Ω)| < ∞

и для любой вещественнозначной функции 𝑓 ∈ 𝐶1
0(Ω) справедливо неравенство (см. [9],

Следствие 4.1.) ∫︁∫︁
Ω

|∇𝑓 |𝑝𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2−𝑝(𝑥 + 𝑖𝑦,Ω)

≥ 4𝑝

𝑝𝑝𝛾𝑝(Ω)

∫︁∫︁
Ω

|𝑓 |𝑝𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅2(𝑥 + 𝑖𝑦,Ω)

.

Следовательно, используя теорему 2 и определение константы 𝑐𝑝(Ω) как максимальной
постоянной в соответствующем неравенстве, получим(︂

12

𝑝2ℎ(Ω)

)︂𝑝/2

≥ 𝑐𝑝(Ω) ≥ 4𝑝

𝑝𝑝𝛾𝑝(Ω)
.

Таким образом, √
3𝛾(Ω)/2 ≥

√︀
ℎ(Ω).

Комбинируя это неравенство с неравенством Осгуда (см., [2], гл. 3 и [9])

𝛾(Ω) 6 2/𝛼(Ω),

получаем последнее из требуемых неравенств
√

3/𝛼(Ω) ≥
√︀

ℎ(Ω).

Этим и завершается доказательство теоремы.

4. Некоторые примеры

В теореме 3 предполагается, что параметры 𝑝 ∈ [1,∞) и 𝑞 ∈ [1,∞) фиксированы и
удовлетворяют неравенствам

1/𝑝− 1/2 6 1/𝑞 6 1/𝑝.

Как следствие, получаем, что

𝛽 := 1/𝑞 − 1/𝑝 + 1 ∈ [1/2, 1].

Такой выбор ограничений на параметры 𝑝 и 𝑞 обусловлен тем, что для заданной области
неравенство ℎ𝑝,𝑞(Ω) < ∞ может выполняться не для всех значений параметров, удовле-
творяющих условию 1 6 𝑝 6 𝑞 < ∞.
Покажем, что ℎ𝑝,𝑞(Ω) = ∞ для любой односвязной области Ω гиперболического типа при

условии 𝛽 ̸∈ [1/2, 1]. В силу конформной инвариантности ℎ𝑝,𝑞(Ω) достаточно рассмотреть
случай, когда Ω — некоторый круг.

Пример 1. Пусть Ω = D = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1}. Рассмотрим круги

D𝑟 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 𝑟}
радиуса 𝑟 ∈ (0, 1). Поскольку

𝑅(𝑧,𝐷) = 1 − |𝑧|2,
то гиперболическая площадь 𝑉 (D𝑟) круга D𝑟 и гиперболическая длина 𝐴(D𝑟) окружности
|𝑧| = 𝑟 вычисляются явно. Имеем:

𝑉 (D𝑟) = 4𝜋𝑟2(1 − 𝑟2)−1
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и
𝐴(D𝑟) = 4𝜋𝑟(1 − 𝑟2)−1.

Следовательно,
𝑉 𝛽(D𝑟)

𝐴(D𝑟)
= (4𝜋)𝛽−1𝑟2𝛽−1(1 − 𝑟2)1−𝛽.

Если 𝛽 ̸∈ [1/2, 1], то изучаемое отношение

𝑉 𝛽(D𝑟)/𝐴(D𝑟) (0 < 𝑟 < 1)

не ограничено сверху либо в окрестности точки 𝑟 = 0, либо в окрестности точки 𝑟 = 1.
Таким образом,

𝑠𝑢𝑝𝑟∈(0,1)𝑉
𝛽(D𝑟)/𝐴(D𝑟) = ∞

при условии 𝛽 ̸∈ [1/2, 1].

Если Ω ⊂ C — область, граница которой является равномерно совершенной, то 𝑐𝑝(Ω) > 0
для любого 𝑝 ∈ [1,∞). Как было указано выше, при 𝑝 = 2 этот факт впервые доказан
Фернандесом [5], а в общем случае Ф.Г. Авхадиевым (см. [7]–[9]). Если граница области не
является равномерно совершенной, то вопрос о положительности константы 𝑐𝑝(Ω) оказы-
вается сложным. А именно, существуют области Ω0 и Ω1, границы которых не являются
равномерно совершенными и обладающими свойствами: 𝑐𝑝(Ω0) > 0 и 𝑐𝑝(Ω1) = 0. Подхо-
дящие для нас примеры областей Ω0 и Ω1 имеются в [6]. Для полноты картины опишем
кратко эти примеры.

Пример 2. Пусть
Ω0 = D ∖ {1 − 1/2𝑛}∞𝑛=1,

где D = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} (см. [6]). Известно, что в единичном круге гиперболическое
расстояние 𝑑D(𝑧𝑚, 𝑧𝑛) между точками 𝑧𝑚, 𝑧𝑛 ∈ D определяется формулой

𝑑D(𝑧𝑚, 𝑧𝑛) =
1

2
log

1 + 𝑡

1 − 𝑡
, 𝑡 =

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑛 − 𝑧𝑚
1 − 𝑧𝑛𝑧𝑚

⃒⃒⃒⃒
.

Поэтому расстояние 𝑑D(𝑧𝑚, 𝑧𝑛) между точками 𝑧𝑚 = 1−1/2𝑚 и 𝑧𝑛 = 1−1/2𝑛 при 𝑛 ≥ 𝑚+1
дается формулой

𝑑D(𝑧𝑚, 𝑧𝑛) =
1

2
log

1 − 𝑧𝑛𝑧𝑚 + 𝑧𝑛 − 𝑧𝑚
1 − 𝑧𝑛𝑧𝑚 − 𝑧𝑛 + 𝑧𝑚

=

=
1

2
log

1 − (1 − 1/2𝑚)(1 − 1/2𝑛) − 1/2𝑛 + 1/2𝑚

1 − (1 − 1/2𝑚)(1 − 1/2𝑛) + 1/2𝑛 − 1/2𝑚
=

1

2
log

2𝑛+1 − 1

2𝑚+1 − 1
.

Следовательно, имеем

inf
𝑛∈N,𝑚∈N,𝑛 ̸=𝑚

𝑑D(𝑧𝑚, 𝑧𝑛) ≥ 1

2
log 2 > 0.

На основании следствия 2 мы можем утверждать, что при любом 𝑝 ∈ [1,∞) константа
𝑐𝑝(Ω0) является положительным числом.
Этот пример интересен в сравнении со следующим примером, рассмотренным также в

статье [6].

Пример 3. Пусть
Ω1 = D ∖ {0} ∖ {1/2𝑛}∞𝑛=1,

где D = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1}.
Гиперболическое расстояние 𝑑D(𝑧𝑚, 𝑧𝑛) между точками 𝑧𝑚 = 1/2𝑚 и 𝑧𝑛 = 1/2𝑛 при

𝑚 ≥ 𝑛 + 1 вычисляется явно по формуле

𝑑D(𝑧𝑚, 𝑧𝑛) =
1

2
log

1 − 𝑧𝑛𝑧𝑚 + 𝑧𝑛 − 𝑧𝑚
1 − 𝑧𝑛𝑧𝑚 − 𝑧𝑛 + 𝑧𝑚

=
1

2
log

2𝑚+𝑚 + 2𝑚 − 2𝑛 + 1

2𝑚+𝑛 − 2𝑚 + 2𝑛 + 1
, 𝑛 < 𝑚.
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Как и в предыдущем случае, имеем

inf
𝑛∈N,𝑚∈N,𝑛 ̸=𝑚

𝑑D(𝑧𝑚, 𝑧𝑛) ≥ 1

2
log 2 > 0.

Имеется и отличие от предыдущего случая, связанное с особой точкой 0 ∈ 𝐴. Поскольку
расстояние между точками 0 и 𝑧𝑛 дано формулой

𝑑D(0, 𝑧𝑛) =
1

2
log

1 + 𝑧𝑛
1 − 𝑧𝑛

,

то, очевидно, будем иметь: 𝑑D(0, 𝑧𝑛) → 0 при 𝑛 → ∞, т.е. точка 0 ∈ D является точкой
сгущения последовательности. Следовательно,

inf
𝑧∈𝐴,𝑤∈𝐴∖{𝑧}

𝑑Ω(𝑧, 𝑤) = 0, 𝐴 = {0} ∪ {1/2𝑛}∞𝑛=1.

В отличие от предыдущего случая, мы не можем применить следствие 2 и получить
неравенство 𝑐𝑝(Ω1) > 0. Напротив, как показано в статье [6], имеет место равенство
𝑐2(Ω1) = 0. Используя теорему 1, получаем, что 𝑐𝑝(Ω1) = 0 и при любом 𝑝 ∈ [1, 2).
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