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ОБ ОДНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ЗАДАЧЕ

В КЛАССЕ ФУНКЦИЙ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА

В ПОЛУПЛОСКОСТИ

Б.В. ВИННИЦКИЙ, В.Л. ШАРАН, И.Б. ШЕПАРОВИЧ

Аннотация. Хорошо известны условия разрешимости интерполяционной зада-
чи 𝑓(𝑛) = 𝑑𝑛, 𝑛 ∈ N в классе целых функций, удовлетворяющих условию

|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑒𝜋|𝐼𝑚𝑧|+𝑜(|𝑧|), 𝑧 → ∞. В представленной статье исследуется интерполяционная
задача 𝑓(𝜆𝑛) = 𝑑𝑛 в классе функций экспоненциального типа в полуплоскости. Найде-
ны достаточные условия разрешимости расматриваемой задачи. В частности, обобщена
достаточная часть интерполяционной теоремы Карлесона и найден аналог классиче-
ского интерполяционного условия в виде

∞∑︁
𝑗=𝑘

Re

(︂
−𝜉𝑗

𝜆2
𝑘 − 1

𝜆𝑘 + 𝜆𝑗

)︂
≤ 𝑐3, 𝜉𝑗 :=

Re𝜆𝑗

1 + |𝜆𝑗 |2
.

Обсуждается также вопрос о необходимости достаточных условий. Результаты при-
менены к исследованию одной задачи о расщеплении и поиску аналога равенства
2 cos 𝑧 = exp(−𝑖𝑧) + exp(𝑖𝑧) для каждой функции экспоненциального типа в полуплос-
кости. Доказано, что каждая голоморфная в правовой полуплоскости функция 𝑓 , для
которой в этой полуплоскости выполняется оценка |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑂(exp(𝜎|𝐼𝑚𝑧|)), представи-
ма в виде 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2, и при этом гололомофные в этой же полуплоскости функции 𝑓1
и 𝑓2 удовлетворяют условиям |𝑓1(𝑧)| ≤ 𝑂(exp(|𝑧|ℎ−(𝜙))) и |𝑓2(𝑧)| ≤ 𝑂(exp(|𝑧|ℎ+(𝜙))),
где 𝜎 ∈ [0; +∞), 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙,

ℎ+(𝜙) =

{︃
𝜎|sin𝜙|, 𝜙 ∈ [0;𝜋/2],

0, 𝜙 ∈ [−𝜋/2; 0],
, ℎ−(𝜙) =

{︃
0, 𝜙 ∈ [0;𝜋/2],

𝜎|sin𝜙|, 𝜙 ∈ [−𝜋/2; 0].

В работе используются методы из работ Карлесона, Джонса П., Казаряна К., Малю-
тина К. и других математиков.

Ключевые слова: голоморфные функции экспоненциального типа в полуплоскости,
интерполяция, расщепление голоморфных функций.
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1. Введение

Известно, что для каждой последовательности 𝑑 = (𝑑𝑛) ∈ 𝑙∞ существует такая целая
функция 𝑓 , что (см. [1], с.155)

𝑓(𝑛) = 𝑑𝑛, 𝑛 ∈ N, (1.1)

|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑒𝜋|𝐼𝑚𝑧|+𝑜(|𝑧|), 𝑧 → ∞. (1.2)

При этом в (1.2) "𝑜(|𝑧|)"опустить нельзя (см. [1], с.157, а также [2]). Нашей целью яв-
ляется доказательство следующего утверждения.
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Теорема 1. Для каждой последовательности (𝑑𝑛) ∈ 𝑙∞ существует такая голоморф-
ная в полуплоскости C+ = {𝑧 : Re𝑧 > 0} функция 𝑓 , что выполняется (1.1) и (здесь и
далее через 𝑐𝑗 обозначаем положительные постоянные)

|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑐1𝑒
𝜋|𝐼𝑚𝑧|, 𝑧 ∈ C+. (1.3)

Пусть ℎ ∈ 𝐶[−𝜋/2;𝜋/2], 𝜎 ∈ [0; +∞), ℎ0(𝜙) = 𝜎|sin𝜙|,

ℎ+(𝜙) =

{︂
𝜎|sin𝜙|, 𝜙 ∈ [0;𝜋/2],
0, 𝜙 ∈ [−𝜋/2; 0],

, ℎ−(𝜙) =

{︂
0, 𝜙 ∈ [0; 𝜋/2],
𝜎|sin𝜙|, 𝜙 ∈ [−𝜋/2; 0].

и 𝐻∞(C+;ℎ) – пространство функций 𝑓 , голоморфных в C+, для которых
‖𝑓‖ := sup

{︀
|𝑓(𝑧)|𝑒−𝑟ℎ(𝜙) : 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ C+

}︀
< +∞. Теорему 1 и ее модификации мы

применяем для доказательства следующего утверждения.

Теорема 2. Пусть 𝜎 ∈ [0; +∞). Тогда каждая функция 𝑓 ∈ 𝐻∞(C+;ℎ0) представима
в виде

𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2, 𝑓1 ∈ 𝐻∞(C+;ℎ−), 𝑓2 ∈ 𝐻∞(C+;ℎ+). (1.4)

Задача о расщеплении (1.4), которая является аналогом равенства cos𝜎𝑧 = 1
2
𝑒𝑖𝜎𝑧+ 1

2
𝑒−𝑖𝜎𝑧,

возникает при поисках аналогов теоремы Пэли-Винера для некоторых весовых про-
странств и исследовании некоторых уравнений типа свертки (см. [3, 4]). Она исследовалась
в работах В.М. Дильного [5, 6]. Однако положительные решения известны, в основном, для
пространств, определяемых 𝐿2-метрикой. Для пространства 𝐻∞(C+;ℎ0) вопрос оставался
открытым. Теорема 2 является его положительным решением. Более сложный и важный
аналогичный вопрос для пространства функций экспоненциального типа в полуплоскости,
определяемого 𝐿1-метрикой, продолжает оставаться открытым.
Пусть 𝜆 = (𝜆𝑛) = (|𝜆𝑛|𝑒𝑖𝜙𝑛) – произвольная последовательность различ-

ных комплексных чисел из полуплоскости C+, 𝑙∞(ℎ;𝜆) – пространство последо-
вательностей 𝑑, для которых ‖𝑑‖ := sup

{︀
|𝑑𝑛|𝑒−|𝜆𝑛|ℎ(𝜙𝑛) : 𝑛 ∈ N

}︀
< +∞. Пусть

𝑆(𝑟) :=
∑︀

1<|𝜆𝑘|≤𝑟

(︁
1

|𝜆𝑘|2
− 1

𝑟2

)︁
Re𝜆𝑘. Различные интерполяционные задачи в классах функций,

голоморфных в полуплоскости, рассматривались во многих работах (см. [7 – 9] и указан-
ную там литературу). Однако критерий разрешимости интерполяционной задачи

𝑓(𝜆𝑛) = 𝑑𝑛, 𝑛 ∈ N. (1.5)

в классе 𝐻∞(C+;ℎ0) не известен.
Мы воспользуемся некоторыми соображениями из [7 – 9] и получим сформулированные

выше теоремы на основании следующего утверждения, которое, фактически, содержит до-
статочную часть интерполяционной теоремы Карлесона (ее элементарное доказательство
для полуплоскости содержится, например, в [9]).

Теорема 3. Пусть (𝜆𝑘) – последовательность различных комплексных чисел из полу-
плоскости C+ = {𝑧 : Re𝑧 > 0} таких, что∑︁

|𝜆𝑘|≤1

Re𝜆𝑘 < +∞, (1.6)

sup
{︁
𝑆(𝑟) − 𝜎

𝜋
ln 𝑟 : 𝑟 ∈ [1; +∞)

}︁
< +∞, (1.7)

∞∑︁
𝑗=𝑘

Re

(︂
−𝜉𝑗

𝜆2
𝑘 − 1

𝜆𝑘 + 𝜆𝑗

)︂
≤ 𝑐3, 𝜉𝑗 :=

Re𝜆𝑗

1 + |𝜆𝑗|2
. (1.8)

Пусть, кроме того, последовательность (𝜆𝑘) является подпоследовательностью ну-
лей такой голоморфной в C+ функции Ω, что
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⃒⃒⃒⃒
⃒ Ω(𝑧)

(︀
𝑧 + 𝜆𝑘

)︀
(𝑧 − 𝜆𝑘)Re𝜆𝑘Ω′(𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑐0𝑒

𝑟ℎ0(𝜙)𝑒−|𝜆𝑘|ℎ0(𝜙𝑛),

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ C+, 𝑘 ∈ N.

(1.9)

Тогда для каждой последовательности 𝑑 ∈ 𝑙∞(ℎ0;𝜆) существует функция 𝑓 ∈ 𝐻∞(C+;ℎ0),
удовлетворяющая условию (1.5).

Замечание 1. Если 𝜎 = 0, то условия (1.6) и (1.7) равносильны условию
∞∑︁
𝑗=1

Re𝜆𝑗

1 + |𝜆𝑗|2
< +∞,

и если Ω(𝑧) = 𝐵(𝑧) – произведение Бляшке для C+, то условие (1.9) равносильно условию

Карлесона inf

{︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ∞∏︀
𝑘=1,𝑘 ̸=𝑛

𝜆𝑛−𝜆𝑘

𝜆𝑛+𝜆𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ : 𝑛 ∈ N

}︃
≥ 𝛿 > 0, а из последнего условия уже вытекает

(1.8) (см., например, [9]). Вопрос о необходимости условий (1.8) и (1.9) для нас остается
открытым. Некоторые замечания по этому поводу приведены в конце статьи.

2. Доказательство теоремы 3.

Пусть 𝑠0(𝑡) =
∑︀

1<|𝜆𝑘|≤𝑡

Re𝜆𝑘. Поскольку
1
𝑡2
6 4

3

(︀
1
𝑡2
− 1

4𝑠2

)︀
, если |𝑡| 6 |𝑠|, то

𝑠0(𝑟) ≤ 𝑟2
∑︁

1<|𝜆𝑘|≤𝑟

Re𝜆𝑘

|𝜆𝑘|2
≤ 𝑟2

4

3

∑︁
1<|𝜆𝑘|≤𝑟

(︂
1

|𝜆𝑘|2
− 1

(2𝑟)2

)︂
Re𝜆𝑘 ≤

≤ 𝑟2
4

3

∑︁
1<|𝜆𝑘|≤2𝑟

(︂
1

|𝜆𝑘|2
− 1

(2𝑟)2

)︂
Re𝜆𝑘 =

4

3
𝑟2𝑆(2𝑟).

Поэтому из условий (1.6) и (1.7) вытекает сходимость рядов
∞∑︀
𝑗=1

(︁
Re𝜆𝑗

1+|𝜆𝑗 |2

)︁2
и

∞∑︀
𝑗=1

Re𝜆𝑗

(︀
1 + |𝜆𝑗|2

)︀−3/2
.

Следовательно, 𝜉𝑗 → 0. Поэтому, при доказательстве теоремы 3 можем, как и в

[7 – 9], считать, что последовательность (𝜉𝑗) невозрастающая. Пусть Ψ𝑗(𝑧) = −𝜉𝑗
𝑧2−1
𝑧+𝜆𝑗

и

𝐹𝑘(𝑧) = exp

(︃
−

∞∑︀
𝑗=𝑘

Ψ𝑗(𝑧)

)︃
. Последний ряд сходится равномерно на компактах из C+. По-

кажем, что искомой является функция

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘
Ω(𝑧)

(︀
𝑧 + 𝜆𝑘

)︀
(𝑧 − 𝜆𝑘)Ω′(𝜆𝑘)2Re𝜆𝑘

(︂
1 + 𝑧

1 + 𝜆𝑘

)︂2(︂
2Re𝜆𝑘

𝑧 + �̄�𝑘

)︂2
𝑒𝜉𝑘𝜆𝑘

𝑒𝜉𝑘𝑧
𝐹𝑘(𝑧)

𝐹𝑘(𝜆𝑘)
.

Действительно, 𝑧2−1
𝑧+𝜆𝑗

= 𝑧 − 1+𝑧𝜆𝑗

𝑧+𝜆𝑗
, Re

1+𝑧𝜆𝑗

𝑧+𝜆𝑗
=

(1+|𝑧|2)Re𝜆𝑗+(1+|𝜆𝑗 |2)Re𝑧

|𝑧+𝜆𝑗|2
и

ReΨ𝑗(𝑧) =

(︀
1 + |𝑧|2

)︀
Re2𝜆𝑗(︀

1 + |𝜆𝑗|2
)︀ ⃒⃒
𝑧 + 𝜆𝑗

⃒⃒2 +
Re𝜆𝑗Re𝑧⃒⃒
𝑧 + 𝜆𝑗

⃒⃒2 − 𝜉𝑗Re𝑧.

Поэтому,

|𝐹𝑘(𝑧)| ≤ exp

(︃
∞∑︁
𝑗=𝑘

(︃
−

(︀
1 + |𝑧|2

)︀
Re2𝜆𝑗(︀

1 + |𝜆𝑗|2
)︀ ⃒⃒
𝑧 + 𝜆𝑗

⃒⃒2 + 𝜉𝑗Re𝑧

)︃)︃
≤

≤ exp (𝜉𝑘Re𝑧) exp

(︃
∞∑︁
𝑗=𝑘

(︃
−

(︀
1 + |𝑧|2

)︀
Re2𝜆𝑗(︀

1 + |𝜆𝑗|2
)︀ ⃒⃒
𝑧 + 𝜆𝑗

⃒⃒2
)︃)︃

.
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Кроме того (см. [9]),⃒⃒⃒⃒
2Re𝜆𝑗

1 + 𝜆𝑗

𝑧 + 1

𝑧 + 𝜆𝑗

⃒⃒⃒⃒2
≤4

Re𝜆𝑗(︀
1 + |𝜆𝑗|2

)︀ ⃒⃒
𝑧 + 𝜆𝑗

⃒⃒2 (︀(︀|𝑧|2 + 1
)︀
Re𝜆𝑗 +

(︀
1 + |𝜆𝑗|2

)︀
Re𝑧

)︀
=

=4Re
Re𝜆𝑗

1 + |𝜆𝑗|2
1 + 𝑧𝜆𝑗

𝑧 + 𝜆𝑗

.

К тому же, согласно условию (1.8),

|𝐹𝑘(𝜆𝑘)| = exp

(︃
−

∞∑︁
𝑗=𝑘

Re

(︂
−𝜉𝑗

𝜆2
𝑘

𝜆𝑘 + 𝜆𝑗

+ 𝜉𝑗
1

𝜆𝑘 + 𝜆𝑗

)︂)︃
≥ 𝑐2.

Следовательно,⃒⃒⃒⃒
⃒𝑑𝑘 Ω(𝑧)

(︀
𝑧 + 𝜆𝑘

)︀
(𝑧 − 𝜆𝑘)Ω′(𝜆𝑘)2Re𝜆𝑘

(︂
1 + 𝑧

1 + 𝜆𝑘

)︂2(︂
2Re𝜆𝑘

𝑧 + �̄�𝑘

)︂2
𝑒𝜉𝑘𝜆𝑘

𝑒𝜉𝑘𝑧
𝐹𝑘(𝑧)

𝐹𝑘(𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑐3

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂

1 + 𝑧

1 + 𝜆𝑘

)︂2(︂
2Re𝜆𝑘

𝑧 + �̄�𝑘

)︂2
𝑒𝜉𝑘𝜆𝑘

𝑒𝜉𝑘𝑧
𝐹𝑘(𝑧)

𝐹𝑘(𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑐4
Re𝜆𝑘

1 + |𝜆𝑘|2
Re

1 + 𝑧𝜆𝑘

𝑧 + 𝜆𝑘

exp

(︃
−
∑︁
𝑗≥𝑘

(︂
Re𝜆𝑘

1 + |𝜆𝑘|2
Re

1 + 𝑧𝜆𝑘

𝑧 + 𝜆𝑘

)︂)︃
.

Поскольку
∞∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘| exp

(︃
−

∞∑︀
𝑗=𝑘

|𝑎𝑗|

)︃
< 1, то приходим к утверждению теоремы 3.

3. Доказательство теоремы 1

Лемма 3.1. Пусть 𝜎 ∈ [0; +∞), функция Ω ∈ 𝐻∞(C+;ℎ0) имеет нули в

точках 𝜆𝑘 ∈ C+, Ω̃𝑘(𝑧) = Ω(𝑧)(𝑧+𝜆𝑘)
𝑧−𝜆𝑘

и 𝜏𝑘 = 𝛿𝑘

1+
√

1+𝛿2𝑘
, где 𝛿𝑘 = 1, если

Re𝜆𝑘 < 1 или если 𝜎 = 0, и 𝛿𝑘 = (Re𝜆𝑘)−1, если 𝜎 > 0 и Re𝜆𝑘 ≥ 1. Тогда⃒⃒⃒
Ω̃𝑘(𝑧)

⃒⃒⃒
≤ 𝑐2 exp (𝜎|𝑦|) /𝜏𝑘, если 𝑧 ∈ C+, 𝑘 ∈ N.

Доказательство. Действительно, поскольку 𝜏𝑘 ∈ (0; 1) и 𝛿𝑘 = 2𝜏𝑘
1−𝜏2𝑘

, то круги

𝑈𝑘 :=

{︂
𝜍 ∈ C :

⃒⃒⃒⃒
𝜍 − 𝜆𝑘

𝜍 + 𝜆𝑘

⃒⃒⃒⃒
< 𝜏𝑘

}︂
=

=

{︃
𝜍 = 𝜉 + 𝑖𝜂 ∈ C :

(︂
𝜉 − 1 + 𝜏 2𝑘

1 − 𝜏 2𝑘
Re𝜆𝑘

)︂2

+ (𝜂 − 𝐼𝑚𝜆𝑘)2 <

(︂
2𝜏𝑘Re𝜆𝑘

1 − 𝜏 2𝑘

)︂2
}︃

содержатся в C+. Далее,
⃒⃒⃒
Ω̃𝑘(𝑧)

⃒⃒⃒
≤ |Ω(𝑧)|/𝜏𝑘 ≤ 𝑐1 exp (𝜎|𝑦|) /𝜏𝑘, если

⃒⃒⃒
𝑧−𝜆𝑘

𝑧+𝜆𝑘

⃒⃒⃒
≥ 𝜏𝑘. Если же⃒⃒⃒

𝑧−𝜆𝑘

𝑧+𝜆𝑘

⃒⃒⃒
< 𝜏𝑘, то, используя принцип максимума модуля, получаем⃒⃒⃒

Ω̃𝑘(𝑧)
⃒⃒⃒
≤ max

{︂
𝑐1𝑒

𝜎|𝐼𝑚𝜍|

𝜏𝑘
:

⃒⃒⃒⃒
𝜍 − 𝜆𝑘

𝜍 + 𝜆𝑘

⃒⃒⃒⃒
= 𝜏𝑘

}︂
≤ 1

𝜏𝑘
𝑒𝜎|𝑦|+2𝜎𝛿𝑘Re𝜆𝑘 .

Поскольку 𝜎𝛿𝑘Re𝜆𝑘 ≤ 𝜎, то приходим к завершению доказательства леммы.

Отметим, что 𝜏𝑘 ≥ 1/3Re𝜆𝑘, если 𝜎 > 0 и Re𝜆𝑘 ≥ 1. Следовательно, из доказанной выше
леммы вытекает, что последовательность 𝜆 = (𝑘) удовлетворяет всем условиям теоремы 3
для 𝜎 = 𝜋, и при этом можно взять Ω(𝑧) = sin 𝜋𝑧. К тому же, 𝑙∞ ⊂ 𝑙∞(ℎ0;𝜆), если 𝜆 = (𝑘) .
Поэтому теорема 1 – следствие теоремы 3.



ОБ ОДНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ЗАДАЧЕ. . . 23

4. Доказательство теоремы 2

Лемма 4.1. Пусть (𝜆𝑘) – последовательность различных комплексных чисел из полу-
плоскости C+ = {𝑧 : Re𝑧 > 0} таких, что выполняется (1.6), (1.8) и

sup
{︁
𝑆(𝑟) − 𝜎

2𝜋
ln 𝑟 : 𝑟 ∈ [1; +∞)

}︁
< +∞.

Пусть, кроме того, (𝜆𝑘) является подпоследовательностью нулей такой голоморфной в
C+ функции Ω, что⃒⃒⃒⃒

⃒ Ω(𝑧)
(︀
𝑧 + 𝜆𝑘

)︀
(𝑧 − 𝜆𝑘)Re𝜆𝑘Ω′(𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑐0𝑒

𝑟ℎ−(𝜙)𝑒−|𝜆𝑘|ℎ−(𝜙𝑛), 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ C+, 𝑘 ∈ N.

Тогда для каждой последовательности (𝑑𝑘) ∈ 𝑙∞(ℎ+;𝜆) существует голоморфная в C+

функция 𝑓 ∈ 𝐻∞(C+;ℎ+), удовлетворяющая условию (1.5).

Доказательство этой леммы в точности повторяет доказательство теоремы 3.

Лемма 4.2. Пусть 𝜎 ∈ [0; +∞), функция Ω ∈ 𝐻∞(C+;ℎ+) имеет нули в

точках 𝜆𝑘 ∈ C+ и Ω̃𝑘(𝑧) = Ω(𝑧)(𝑧+𝜆𝑘)
𝑧−𝜆𝑘

. Тогда
⃒⃒⃒
Ω̃𝑘(𝑧)

⃒⃒⃒
≤ 𝑐2 exp (𝑟ℎ+ (𝜙)) /𝜏𝑘, если

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ C+.

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 3.1.

Переходим непосредственно к доказательству теоремы 2. Будем считать, что 𝜎 = 𝜋.
Пусть Ω(𝑧) = 𝑒−𝑖𝜋

2
(𝑧−1) sin 𝜋

2
(𝑧 − 1). Эта функция имеет в C+ нули в точках 𝜆𝑘 = 2𝑘 − 1,

𝑘 ∈ N, и Ω ∈ 𝐻∞(C+;ℎ+). При этом, |Ω′(𝜆𝑘)| = 𝜋/2, и согласно лемме 4.2 последова-
тельность 𝜆𝑘 = 2𝑘 − 1 удовлетворяет всем условиям леммы 4.1. Пусть 𝑑𝑘 = 𝑓 (𝜆𝑘). Тогда
(𝑑𝑘) ∈ 𝑙∞(ℎ+;𝜆). Поэтому, согласно лемме 4.1, существует функция 𝑓0 ∈ 𝐻∞(C+;ℎ+) та-

кая, что 𝑓0 (𝜆𝑘) = 𝑓 (𝜆𝑘), 𝑘 ∈ N. Пусть 𝑓 (𝑧) = 𝑓(𝑧)−𝑓0(𝑧)
Ω(𝑧)

. Поскольку (см.[10])
⃒⃒
sin 𝜋

2
(𝑧 − 1)

⃒⃒
≥

𝑐0 exp
(︀
𝜋
2
|𝐼𝑚𝑧|

)︀
вне кругов |𝑧 − 𝜆𝑘| ≤ 𝜀, и, следовательно, вне этих кругов справедлива

оценка
⃒⃒⃒
𝑓 (𝑧)

⃒⃒⃒
≤ 𝑐5 exp (𝑟ℎ−(𝜙)), 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟𝑒𝑖𝜙. Поэтому, используя принцип максиму-

ма, убеждаемся, что 𝑓 ∈ 𝐻∞(C+;ℎ−). Кроме того,

𝑓 (𝑧) = 𝑓 (𝑧) Ω (𝑧) + 𝑓0 (𝑧) =
1

2𝑖
𝑓 (𝑧) + 𝑓0 (𝑧) − 1

2𝑖
𝑒−𝑖𝜋𝑧𝑓 (𝑧) .

Поскольку 𝑓1 (𝑧) := 1
2𝑖
𝑓 (𝑧) ∈ 𝐻∞(C+;ℎ−) и 𝑓2 (𝑧) := 𝑓0 (𝑧) − 1

2𝑖
𝑒−𝑖𝜋𝑧𝑓 (𝑧) ∈ 𝐻∞(C+;ℎ+), то

теорема 2 доказана.

5. Дополнения и замечания

Условия (1.6) и (1.7) необходимы для справедливости утверждения теоремы 3. Дей-
ствительно, пусть 𝑄(𝑧) = 𝑓(𝑧) 𝑧−𝜆1

𝑧+𝜆1
, где 𝑓 ∈ 𝐻∞(C+;ℎ0) такая функция, что 𝑓(𝜆1) = 1 и

𝑓(𝜆𝑘) = 0, если 𝑘 ̸= 1. Тогда 𝑄 ∈ 𝐻∞(C+;ℎ0) и (𝜆𝑘) – подпоследовательность нулей функ-
ции 𝑄. Поэтому из обобщенной формулы Карлемана [11] получаем [12] (1.6) и (1.7). Если
последовательность (𝜆𝑘) удовлетворяет условиям (1.6) и (1.7), то [10] существует функция
𝑓 ∈ 𝐻∞(C+;ℎ0), для которой она является последовательностью нулей. Каждая функция
𝑓 ∈ 𝐻∞(C+;ℎ0), 𝑓 ̸= 0, представляется в виде [11]

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝑎0+𝑎1𝑧�̃�(𝑧)𝑇 (𝑧), (5.1)
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где 𝑎0 ∈ R и 𝑎1 ∈ R – постоянные,

𝑄1(𝑡; 𝑧) =
(𝑡𝑧 + 𝑖)2

(1 + 𝑡2)2(𝑡 + 𝑖𝑧)
,

𝑇 (𝑧) = exp

⎧⎨⎩ 1

𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝑄1(𝑡; 𝑧) (ln |𝑓0(𝑖𝑡)|𝑑𝑡 + 𝑑ℎ(𝑡))

⎫⎬⎭, �̃�(𝑧) =
∞∏︁
𝑗=1

𝑊𝑗(𝑧),

𝑓0(𝑖𝑡) = 𝑓(𝑖𝑡) – угловые граничные значения 𝑓(𝑧) на 𝜕C+, ℎ(𝑡) – невозрастающая функция
(сингулярная граничная функция функции 𝑓), производная которой равна 0 почти везде,

𝑊𝑗(𝑧) =
𝑧−𝜆𝑗

𝑧+𝜆𝑗
, если |𝜆𝑗| ≤ 1, и 𝑊𝑗(𝑧) =

1−𝑧/𝜆𝑗

1+𝑧/𝜆𝑗
exp

(︁
𝑧
𝜆𝑗

+ 𝑧
𝜆𝑗

)︁
, если |𝜆𝑗| > 1. В [13] содержится

следующее

Утверждение 1. Если 𝑓 ∈ 𝐻∞(C+;ℎ0) и 𝑓 ̸≡ 0, то: 1𝑎) log |𝑓0| ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (𝑖R), 2𝑎)

𝑓0(𝑖𝑦) exp (−𝜎|𝑦|) ∈ 𝐿∞(R), 1𝑏) sup {𝐾(𝑟) : 𝑟 ∈ [1; +∞)} < +∞, и выполняется (1.6), где

𝐾(𝑟) :=𝐾𝑍(𝑟) + 𝐾𝑆(𝑟) + 𝐾𝐵(𝑟), 𝐾𝑍(𝑟) := 2
∑︁

1<|𝜆𝑘|≤𝑟

(︂
1

|𝜆𝑘|2
− 1

𝑟2

)︂
Re𝜆𝑘,

𝐾𝑆(𝑟) := − 1

𝜋

∫︁
1≤|𝑡|≤𝑟

(︂
1

|𝑡|2
− 1

𝑟2

)︂
𝑑ℎ(𝑡),

𝐾𝐵(𝑟) := − 1

𝜋

∫︁
1≤|𝑡|≤𝑟

(︂
1

|𝑡|2
− 1

𝑟2

)︂
log |𝑓0(𝑖𝑡)| 𝑑𝑡.

Наоборот, если последовательность (𝜆𝑘) точек полуплоскости C+, функция 𝑓0 : 𝑖R → C
и невозрастающая функция ℎ : R → R, производная которой равна 0 почти везде, яв-
ляются такими, что выполняются условия 1𝑎), 2𝑎), 1𝑏) и (1.6), то функция 𝑓 , опреде-
ленная равенством (5.1), будет голоморфной в C+ и будет удовлетворять там оценки
|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑐1 exp (𝜎|𝑦| + 𝑐1𝑥). При этом, если в произведении �̃�(𝑧) некоторую часть со-
множителей опустить, то приведенная выше оценка сохранится, и постоянная 𝑐1 не
увеличится.

Используя это утверждение и некоторые соображения из доказательства необходимой
части интерполяционной теоремы Карлесона (см. [14]), можно убедиться, что каждое из
следующих условий ∏︁

𝑗∈N,𝑗 ̸=𝑘

|𝑊𝑗(𝜆𝑘)| ≥ 𝑐3 exp (−𝑐3Re𝜆𝑘) , 𝑘 ∈ N,

∑︁
𝑗∈N,𝑗 ̸=𝑘

(︃
2Re𝜆𝑘Re𝜆𝑗⃒⃒
𝜆𝑘 + 𝜆𝑗

⃒⃒2 − 2Re𝜆𝑘Re𝜆𝑗

1 + |𝜆𝑗|2

)︃
≤ 𝑐4Re𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N,

является необходимым для разрешимости в классе 𝐻∞(C+;ℎ0) интерполяционной зада-
чи (1.5) для каждой последовательности 𝑑 ∈ 𝑙∞(ℎ0;𝜆). Однако, доказать необходимость
условий (1.8) и (1.9) не удается. В этой связи полезно обратить внимание на неравенство

∞∑︁
𝑗=𝑘

Re

(︂
−𝜉𝑗

𝜆2
𝑘 − 1

𝜆𝑘 + 𝜆𝑗

)︂
=

∞∑︁
𝑗=𝑘

(︃
𝜉𝑗

(︀
1 + |𝜆𝑘|2

)︀
Re𝜆𝑗 +

(︀
1 + |𝜆𝑗|2

)︀
Re𝜆𝑘⃒⃒

𝜆𝑘 + 𝜆𝑗

⃒⃒2 − 𝜉𝑗Re𝜆𝑘

)︃
6

6
∞∑︁
𝑗=𝑘

(︃
2Re𝜆𝑘Re𝜆𝑗⃒⃒
𝜆𝑘 + 𝜆𝑗

⃒⃒2 − Re𝜆𝑘Re𝜆𝑗

1 + |𝜆𝑗|2

)︃
.
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