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О ТЕОРЕМЕ БАРИ–СТЕЧКИНА

А.И. РУБИНШТЕЙН

Профессору Сергею Александровичу Теляковскому к его 85-летию.

Аннотация. В начале прошлого века Н.Н.Лузин доказал сходимость почти всюду
несобственного интеграла, представляющего сопряженную функцию 𝑓 к суммируемой
с квадратом 2𝜋-периодической 𝑓(𝑥). Несколькими годами позже И.И.Привалов дока-
зал аналогичный факт для просто суммируемой функции. В.И.Смирнов показал, что
если 𝑓 суммируема, то ее ряд Фурье является сопряженным к ряду Фурье для 𝑓(𝑥).
Достаточно очевидно, что если 𝑓(𝑥) ∈ Lip𝛼, 0 < 𝛼 < 1, то и 𝑓(𝑥) ∈ Lip𝛼. Преобразова-
ние Гильберта для 𝑓(𝑥) отличается от 𝑓(𝑥) на ограниченную функцию и имеет более
простое ядро. Нетрудно показать, что и преобразование Гильберта для 𝑓(𝑥) ∈ Lip𝛼,
0 < 𝛼 < 1, также принадлежит Lip𝛼. В 1956 г. Н.К.Бари и С.Б.Стечкин нашли
необходимое и достаточное условие на модуль непрерывности 𝑓(𝑥), что 𝑓(𝑥) имеет
тот же модуль непрерывности. Автор в 2016 г. ввел понятие сопряженной функции
как преобразования Гильберта для функций, определенных на диадической группе. В
предлагаемой работе показано, что для такой сопряженной функции не имеет места
аналог теоремы Бари–Стечкина (и Привалова).
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Как известно (см., например, [1], глава VIII), интегральный оператор

(Φ𝑓)(𝑥) = lim
𝜀→+0

− 1

𝜋

∫︁ 𝜋

𝜀

𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥− 𝑡)

2 tg 𝑡/2
𝑑𝑡 (1)

сопоставляет каждой 2𝜋-периодической функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿(−𝜋; 𝜋) функцию ̃︀𝑓(𝑥), называ-
емую сопряженной к 𝑓(𝑥), представляющую мнимую часть степенного ряда на окружно-
сти |𝑧| = 1. Интеграл (1) существует почти всюду на [−𝜋; 𝜋] для всех 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(−𝜋; 𝜋) —
Н.Н.Лузин [2] и для 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿(−𝜋; 𝜋) — И.И.Привалов [3].
В [3] И.И.Привалов показал, что если |𝑓(𝑥+ℎ) − 𝑓(𝑥)| 6 𝐶 · |ℎ|𝛼, 0 < 𝛼 < 1, то есть

𝑓(𝑥) ∈ Lip𝛼, 0 < 𝛼 < 1, то всюду

̃︀𝑓(𝑥) = − 1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥− 𝑡)

2 tg 𝑡/2
𝑑𝑡 (2)

и ̃︀𝑓(𝑥) тоже принадлежит Lip𝛼.
В [4] Н.К.Бари показала, что если для непрерывной монотонно возрастающей функции

𝜙(𝛿) выполнены условия: существует постоянная 𝐶 > 1 такая, что

1 < lim
𝛿→0

𝜙(𝐶𝛿)

𝜙(𝛿)
6 lim

𝛿→0

𝜙(𝐶𝛿)

𝜙(𝛿)
< 𝐶, (3)

то из условия
𝜔(𝛿, 𝑓) = sup

|ℎ|6𝛿,𝑥∈[−𝜋;𝜋]

|𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)| = 𝑂(𝜙(𝛿)) (4)

A.I. Rubinshtein, On Bary–Stechkin theorem.
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следует, что

𝜔(𝛿, ̃︀𝑓) = 𝑂(𝜙(𝛿)). (5)

В [5] Н.К.Бари и С.Б.Стечкин показали, что если к условию монотонности 𝜙(𝛿) до-

полнительно потребовать, чтобы
𝜙(𝛿)

𝛿
не возрастало, то (3) является и необходимым для

выполнения (5). То есть установлен критерий (3) принадлежности функций 𝑓(𝑥) и ̃︀𝑓(𝑥)
одному классу — имели одинаковую “гладкость”.

Многократно (начиная с Н.Н.Лузина) указывалось, что вместо функции ̃︀𝑓(𝑥), (1), (2),
удобнее рассматривать функцию

𝐹 (𝑥) =

∫︁ 𝜋

0

𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥− 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡, (6)

где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши.
Почти дословным повторением рассуждений на стр. 561–562 в [1] можно получить, что

если 𝑓(𝑥) ∈ Lip𝛼, 0 < 𝛼 < 1, то и 𝐹 (𝑥) из (6) принадлежит Lip𝛼, 0 < 𝛼 < 1.
Пусть 𝐺 — множество последовательностей из нулей и единиц, в котором введена опе-

рация “u” покоординатного сложения по модулю 2, то есть{︃
𝐺 =

{︀
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . ), 𝑥𝑘 ∈ {0; 1}

}︀
,

𝑥u𝑦=(𝑥1, 𝑥2, . . . )u(𝑦1, 𝑦2, . . . )=𝑧=(𝑧1, 𝑧2, . . . ), где 𝑧𝑘=(𝑥𝑘+𝑦𝑘)(mod 2).
(7)

Очевидно по (7), что 𝐺 является абелевой (коммутативной) группой и становится то-
пологической коммутативной группой, если топологию определить с помощью системы
окрестностей нулевого элемента 𝑂 = (0, 0, . . . ) группы 𝐺:

𝑈𝑘−1 =
{︁
𝑥 = ( 0, . . . , 0⏟  ⏞  

𝑘−1

, 𝑥𝑘, . . . )
}︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . . (8)

Легко видеть, что множества 𝑈𝑘−1 из (8) являются подгруппами 𝐺, причем

𝐺 = 𝑈0 ⊃ 𝑈1 ⊃ . . . ,
∞⋂︁
𝑘=1

𝑈𝑘−1 = {𝑂}. (9)

Если определить меру 𝜇 так, что

𝜇
(︀
𝑈𝑘−1

)︀
= 2−(𝑘−1), 𝑘 = 1, 2, . . . , (10)

то стандартным образом 𝜇 оказывается нормированной инвариантной относительно груп-
повой операции “u” мерой — мерой Хаара–Лебега на 𝐺 (см., например [6] или [7]). Есте-
ственно возникает интеграл Лебега–Хаара по мере 𝜇 для функций 𝑓 : 𝐺 → R (или C)∫︁

𝐺

𝑓(𝑥) 𝑑𝜇

и пространства 𝐿𝑝(𝐺), 1 6 𝑝 6 ∞.
Системой понтрягинских характеров группы 𝐺 оказывается система Уолша–Пэли

𝑊 = {𝑤𝑛(𝑥);𝑥 ∈ 𝐺, 𝑛 = 0, 1, . . . } (𝑤𝑛(𝑥 u 𝑦) = 𝑤𝑛(𝑥) · 𝑤𝑛(𝑦)). “Гладкость” функции
𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝐺) определяется модулем непрерывности

𝜔𝑝(𝑓) =

{︂
𝜔(𝑝)
𝑛 (𝑓) = sup

ℎ∈𝑈𝑛

(︁∫︁
𝐺

|𝑓(𝑥u𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑥)
)︁1/𝑝

, 𝑛 = 0, 1, . . . ; 1 6 𝑝 6 ∞
}︂
. (11)

В [8] и [9] показано, что для любой последовательности

𝜔0 > 𝜔1 > . . . , lim
𝑛→∞

𝜔𝑛 = 0 (12)

и любого 𝑝 ∈ [1;∞] найдётся функция 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝐺) такая, что

𝜔(𝑝)
𝑛 (𝑓) = 𝜔𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . . (13)
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Аналогом функции
1

𝑥
на (0;𝜋) для случая 𝐺 можно считать функцию

𝐾(𝑥) = 2𝑘, 𝑥 ∈ 𝑈𝑘−1 ∖ 𝑈𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . . (14)

Очевидно, что функция 𝐹 (𝑥) из (6) может быть записана в виде

𝐹 (𝑥) = lim
𝜀→+0

∫︁
𝜀6|𝑡|6𝜋

𝑓(𝑥 + 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 = lim

𝜀→+0

∫︁
𝜀6|𝑡|6𝜋

𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)

𝑡
𝑑𝑡. (15)

Следовательно, естественно рассматривать оператор

(𝐾𝑓)(𝑥) = − lim
𝑚→∞

∫︁
𝐺∖𝑈𝑚

(︀
𝑓(𝑥u 𝑡) − 𝑓(𝑥)

)︀
𝐾(𝑡) 𝑑𝜇(𝑡), (16)

для 𝑓 : 𝐺 → R (𝐾(𝑡) определяется (14), а знак минус — по аналогии с (1), (2)). И есте-
ственно задать вопрос о связи 𝜔𝑝(𝑓) и 𝜔𝑝(𝐾𝑓) — справедливы ли теоремы Привалова из [3]
и Бари–Стечкина из [5]?
Оператор 𝐾𝑓 из (16) рассматривался автором в [10], [11]. В [10] было установлено, что

если

𝑓(𝑥) ∼ 𝑐0 +
∑︁
𝑛>0

∑︁
2𝑛6𝑘62𝑛+1−1

𝑐𝑘𝑤𝑘(𝑥), 𝑐𝑘 = 𝑐𝑘(𝑓) =

∫︁
𝐺

𝑓(𝑥)𝑤𝑘(𝑥) 𝑑𝜇(𝑥), (17)

то
(𝐾𝑓)(𝑥) ∼

∑︁
𝑛>0

(𝑛 + 2)
∑︁

2𝑛6𝑘62𝑛+1−1

𝑐𝑘𝑤𝑘(𝑥). (18)

Пусть

𝑔(𝑥) = 𝐴0 +
∑︁
𝑛>0

𝐴𝑛

∑︁
2𝑛6𝑘62𝑛+1−1

𝑤𝑘(𝑥). (19)

В [12] (лемма 3, А.И.Рубинштейн) показано, что

𝜔(𝑝)
𝑛 (𝑔) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
sup
𝑘>𝑛

{︂
2

∑︁
𝑠>𝑘+1

⃒⃒⃒ ∑︁
𝑘+16𝜈6𝑠

2𝜈(𝐴𝜈−1 − 𝐴𝜈)
⃒⃒⃒𝑝
· 2−(𝑠+1)

}︂1/𝑝

при 1 6 𝑝 < ∞

sup
𝑛6𝑘6𝑙

⃒⃒⃒ ∑︁
𝑘+16𝜈6𝑙

2𝜈(𝐴𝜈−1 − 𝐴𝜈)
⃒⃒⃒

при 𝑝 = ∞.
(20)

Пусть 𝑝 = ∞ и 𝐴𝜈 ↘ 0. Тогда

𝜔(∞)
𝑛 (𝑔) =

∑︁
𝜈>𝑛+1

2𝜈(𝐴𝜈−1 − 𝐴𝜈)

и
𝜔(∞)
𝑛 (𝑔) − 𝜔

(∞)
𝑛+1(𝑔) = 2𝑛+1(𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1),

откуда

𝐴𝑛 =
∑︁
𝑘>𝑛

2−(𝑘+1)
(︀
𝜔
(∞)
𝑘 (𝑔) − 𝜔

(∞)
𝑘+1(𝑔)

)︀
.

Таким образом, по [11] (см. (18))

𝜔(∞)
𝑛 (𝐾𝑔) =

∑︁
𝜈>𝑛+1

2𝜈(𝐴𝜈−1 log(𝜈 − 1) − 𝐴𝜈 log 𝜈). (21)

Соотношения (21) показывают, что существуют функции из 𝐿∞(𝑔), для которых теоре-
мы Привалова и Бари–Стечкина не имеют места в пространстве 𝐿∞(𝑔).
Рассмотрим другой крайний случай — 𝑝 = 1. Тогда при 𝐴𝜈 ↘ 0

𝜔(1)
𝑛 (𝑔) = 𝐴𝑛

(обязательно 𝐴𝑛 = 𝑜
(︀
(log 𝑛)−1

)︀
) и

𝜔(1)
𝑛 (𝐾𝑔) = 𝐴𝑛 log 𝑛.
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То есть теоремы Привалова и Бари–Стечкина и для 𝐿1(𝐺) не имеют места.
Рассмотрим случай 𝑝 = 2. В [13] показано, что для любой функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝐺) с рядом

Фурье–Уолша–Пэли вида (17)(︂∑︁
𝑘>2𝑛

⃒⃒
𝑐𝑘(𝑓)

⃒⃒2)︂1/2

6
1√
2
𝜔(2)
𝑛 (𝑓),

причем найдется функция 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿2(𝐺), для которой(︂∑︁
𝑘>2𝑛

⃒⃒
𝑐𝑘(𝑔)

⃒⃒2)︂1/2

=
1√
2
𝜔(2)
𝑛 (𝑔). (22)

Ранее для тригонометрического случая эти факты установлены Н.И.Черных в [14].
Из (22) и (18) следует, что теоремы Привалова и Бари–Стечкина не имеют места и для

𝐿2(𝐺).
При достаточно быстром стремлении к нулю последовательности {𝐴𝜈} для любого

𝑝 ∈ [1;∞] по (20) можно получить, что теоремы Привалова и Бари–Стечкина не имеют
места в 𝐿𝑝(𝐺).
Частично результаты данной заметки анонсированы в [15].
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