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ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ В ЗАДАЧЕ О СТУПЕНЬКЕ

ДЛЯ ЦЕПОЧКИ ВОЛЬТЕРРА

Р.Ч. КУЛАЕВ, А.Б. ШАБАТ

Аннотация. В данной работе изучается система уравнений цепочки Вольтерра с
начальными условиями в виде ступеньки. Решения задачи Коши ищутся в классе по-
ложительных функций. Качественно рассматриваемая задача перекликается с зада-
чей о распаде разрыва для уравнения Кортевега–де Фриза. Показывается, что реше-
ние задачи Коши для цепочки Вольтерра можно строить в виде рядов Тейлора. Для
ограниченных начальных данных получены оценки, из которых следует, что радиус
сходимости ряда больше нуля. Формулируется локальная теорема существования и
единственности решения задачи Коши с ограниченными начальными данными.
Рассматривается специальное условие замыкания (обрыва) цепочки Вольтерра:

𝑏𝑛𝑏𝑛+1 = 1, 𝑛 ≥ 𝑁 ≥ 2. Для замыкания цепочки даются уточнённые оценки реше-
ний. Доказывается, что при условиях замыкания решения цепочки определены при
всех положительных временах. Также для замкнутой цепочки устанавливаются два
закона сохранения. Один из законов сохранения является следствием самого условия
замыкания цепочки, а второй следует из лагранжевости цепочки.
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Введение

В настоящей работе изучаются уравнения цепочки Вольтерра [1]:

𝑏̇𝑛 = 𝑏𝑛(𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛−1), 𝑏𝑛 = 𝑏𝑛(𝑡), 𝑡 ∈ R, 𝑛 ∈ Z. (1)

Системе (1) посвящено множество работ (см., например, [2]–[5] и библиографию там же). Такой
интерес вызван не только её разнообразными приложениями, но и тем, что цепочка Вольтерра
представляет собой интересный пример интегрируемой дифференциально-разностной модели,
допускающей исследование в рамках метода обратной задачи рассеяния. Хорошо известно, что
метод обратной задачи рассеяния позволяет детально исследовать задачу Коши для бесконечной
цепочки Вольтерра в случае быстроубывающих начальных данных (см. [4]) и в периодическом
случае (см. [6]).
Основное внимание в данной работе уделяется изучению свойств положительных решений

задачи Коши для цепочки Вольтерра с начальными данными в виде ступеньки:

𝑏𝑛(0) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎, 𝑛 < 0;

𝑐, 𝑛 = 0;

𝑏, 𝑛 > 0.

(2)

R.Ch. Kulaev, A.B. Shabat, Conservation laws for Volterra chain with initial step-like
condition.
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №15-11-

20007).
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где 𝑎, 𝑏, 𝑐 – заданные неотрицательные числа и её частному случаю на полуоси:

𝑏0(𝑡) = 0; 𝑏̇𝑛 = 𝑏𝑛(𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛−1), 𝑡 > 0,

𝑏𝑛(0) = 1, 𝑛 ≥ 1,
(3)

соответствующему выбору 𝑎 = 𝑐 = 0. Обсуждаются вопросы существования решения и условия
замыкания цепочки Вольтерра. Отметим, что цепочка Вольтерра является разностным аналогом
уравнения Кортевега–де Фриза, и в континуальном пределе переходит в него [7, Гл. 1, §7]. Задача
Коши для уравнения Кортевега–де Фриза с начальными данными в виде ступеньки изучалась в
работе А.В. Гуревича и Л.П. Питаевского [8] в рамках исследования нестационарной структуры
бесстолкновительной ударной волны. Дальнейшее развитие и плоды этой теории можно найти в
работе Б.А. Дубровина и С.П. Новикова [9] в разделе, посвящённом распаду разрыва в теории
КдФ и асимптотике при 𝑡 ≫ 1 решений КдФ с начальным условием вида ступеньки.
Рассматривая положительные решения системы (1), мы учитываем, что отказ от условия по-

ложительности приводит, как показывают численные эксперименты, к тому, что решение задачи
Коши (1), (2) (или задачи (3)) разрушается за конечное время. Положительность решений систе-
мы (1) позволяет нам ввести новые динамические переменные 𝑦𝑛(𝑡) = log 𝑏𝑛(𝑡) и записать цепочку
Вольтерра в виде

𝑦̇𝑛 = 𝑒𝑦𝑛+1 − 𝑒𝑦𝑛−1 , 𝑛 ∈ Z. (4)

Решение задачи Коши для уравнений (4) с заданными начальными условиями 𝑦𝑛(0) можно пред-
ставить в виде степенного ряда1

𝑦𝑛(𝑡) = 𝑦𝑛(0) +
𝑦
(1)
𝑛 (0)

1!
𝑡+ · · ·+ 𝑦

(𝑘)
𝑛 (0)

𝑘!
𝑡𝑘 + . . . , (5)

однако для этого степенного ряда неясным пока остаётся вопрос о радиусе сходимости, аналити-
ческом продолжении и характере особых точек на границе его круга сходимости. Поэтому более
подходящим методом доказательства разрешимости задачи Коши нам видится метод последо-
вательных приближений. Структура правых частей дифференциальных уравнений цепочки (4)
позволяет сформулировать теорему о локальной разрешимости задачи Коши для бесконечной
системы (4) с начальными условиями {𝑦𝑛(0)} ∈ 𝑙∞.
На сегодняшний день имеются различные условия обрыва цепочки (1), сохраняющие свойства

интегрируемости. Так, например, в работе [3] рассматривался обрыв, совместимый с законами
сохранения, а в [10] – с высшими симметриями. В данной статье рассматривается замыкание
цепочки (3), задаваемое условиями

𝑏𝑛𝑏𝑛+1 = 1, 𝑛 ≥ 𝑁,

при некотором фиксированном 𝑁 ≥ 2. Например, в простейшем случае 𝑁 = 2 система уравнений
(1) принимает вид

𝑏̇1 = 𝑏1𝑏2, 𝑏̇2 = 1− 𝑏1𝑏2, 𝑡 > 0,

и сводится к уравнению Риккати

𝑏̇1 + 𝑏21 = (𝑡+ 2)𝑏1,

решение которого определено на всей полуоси и выражается через интеграл вероятности. При
𝑁 > 2 для замкнутой цепочки (3) устанавливаются два закона сохранения, один из которых
является следствием условия замыкания, а второй следует из лагранжиана замкнутой системы.
Кроме того, первый закон сохранения гарантирует возможность продолжения на всю полуось
решений замкнутой цепочки (3) в общем случае 𝑁 ≥ 2. Вообще же, как показывают численные
эксперименты, в задаче (3) можно выделить три отрезка времени: 1) начальный 0 ≤ 𝑡 < 𝑅,
где 𝑅 – радиус сходимости ряда Тейлора (5); 2) период линейного роста 𝑏1(𝑡); 3) промежуток

квазистационарного роста – когда 𝑏̇1(𝑡) ≈ 0 и 𝑏1(𝑡) ≈ 4 (см. п. 13).

1Верхний индекс обозначает порядок производной
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1. Разрешимость задачи Коши

В данном пункте рассматривается вопрос о разрешимости задачи Коши:

𝑦̇𝑛 = 𝑒𝑦𝑛+1 − 𝑒𝑦𝑛−1 , 𝑦𝑛(0) = 𝑦𝑛,0, 𝑛 ∈ Z. (6)

Введем в рассмотрение функцию двух переменных 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑒𝑥1 − 𝑒𝑥2 , заданную в
квадрате Π = {𝑥 : −𝜌 ≤ 𝑥1, 𝑥2 ≤ 𝜌}. Очевидно, что

𝑀 = max
𝑥∈Π

|𝑓(𝑥)| = 𝑒𝜌 − 𝑒−𝜌. (7)

Также, поскольку

max
𝑥∈Π

|∇𝑓(𝑥)| =
√
2𝑒𝜌,

то функция 𝑓 удовлетворяет в Π условию Липшица

|𝑓(𝑥*)− 𝑓(𝑥)| ≤
√
2𝑒𝜌 (|𝑥*1 − 𝑥1|+ |𝑥*2 − 𝑥2|) .

Возвращаясь к задаче Коши (6), введем обозначения

y(𝑡) = {𝑦𝑛(𝑡)}𝑛∈Z , y𝑘 = {𝑦𝑘,𝑛(𝑡)}𝑛∈Z ,
𝐹 (y) = {𝐹𝑛(y)}𝑛∈Z = {𝑓(𝑦𝑛+1, 𝑦𝑛−1)}𝑛∈Z .

Тогда задача Коши для системы (6) принимает вид

ẏ(𝑡) = 𝐹 (y(𝑡)), y(0) = y0. (8)

Обозначим через 𝐶[(𝜉, 𝜂); 𝑙∞] множество функций y : (𝜉, 𝜂) → 𝑙∞ таких, что 𝑦𝑛(𝑡) ∈ 𝐶(𝜉, 𝜂) при
всех 𝑛 ∈ Z. Здесь через 𝑙∞ обозначено пространство ограниченных последовательностей веще-
ственных чисел. Каждой функции y ∈ 𝐶[(𝜉, 𝜂); 𝑙∞] соответствует вещественнозначная функция

||y(𝑡)|| := sup
𝑛∈Z

|𝑦𝑛(𝑡)| < ∞,

определенная на том же промежутке (𝜉, 𝜂).
Легко видеть, что задача Коши (8) эквивалентна интегральному уравнению

y(𝑡) = y0 +

𝑡∫︁
0

𝐹 (y(𝑠))𝑑𝑠. (9)

Мы считаем, что решение интегрального уравнения (9) существует, если существует интервал
(𝜉, 𝜂) ∋ 0 и функция y ∈ 𝐶[(𝜉, 𝜂); 𝑙∞], удовлетворяющая уравнению (9).

Теорема 1. Для любых 𝜌 > 0 и y0 ∈ 𝑙∞ существует единственное решение интегрального

уравнения (9), определенное, по крайней мере, на промежутке (−ℎ, ℎ), где ℎ = 𝜌
𝑀 , и такое, что

sup
|𝑡|<ℎ

||y(𝑡)− y0|| ≤ 𝜌.

Доказательство. Теорема доказывается по стандартной схеме с помощью метода последователь-
ных приближений. Задача Коши (8) сводится к задаче с нулевыми начальными данными. Поэто-
му условие y0 ∈ 𝑙∞ позволяет, не ограничивая общности, считать, что y0 = 0.
Учитывая свойства функции 𝐹 , легко видеть, что если sup

𝑡
||y*(𝑡)|| ≤ 𝜌, sup

𝑡
||y(𝑡)|| ≤ 𝜌, то для

каждого 𝑛 ∈ Z выполнено условие Липшица

|𝐹𝑛(y
*(𝑡))− 𝐹𝑛(y(𝑡))| ≤ 𝐿

(︀
|𝑦*𝑛+1(𝑡)− 𝑦𝑛+1(𝑡)|+ |𝑦*𝑛−1(𝑡)− 𝑦𝑛−1(𝑡)|

)︀
, 𝐿 =

√
2𝑒𝜌.

Оно позволяет ввести последовательность приближений

y𝑘(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐹 (y𝑘−1(𝑠))𝑑𝑠, 𝑘 = 1, 2, . . .

и повторить для них «классические» рассуждения:
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Шаг 1. Корректность итераций. Если теперь ограничить наши рассмотрения промежут-
ком −ℎ < 𝑡 < ℎ, где ℎ = 𝜌/𝑀 , где величина𝑀 определена формулой (7), то процедура построения
последовательных приближений корректна ввиду оценок

|𝑦𝑘,𝑛(𝑡)| ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
0

|𝐹𝑛(y𝑘−1(𝑠))| 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝑀 |𝑡|.

Шаг 2. Построение мажорантного ряда. Привлекая условие Липшица, имеем

|𝑦1,𝑛(𝑡)| ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
0

|𝐹𝑛(0)| 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ ℎ,

|𝑦𝑘+1,𝑛(𝑡)− 𝑦𝑘,𝑛(𝑡)| ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
0

|𝐹𝑛(y𝑘(𝑠))− 𝐹𝑛(y𝑘−1(𝑠))| 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

≤ 𝐿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
0

|𝑦𝑘,𝑛+1(𝑠)− 𝑦𝑘−1,𝑛+1(𝑠)|+ |𝑦𝑘,𝑛−1(𝑠)− 𝑦𝑘−1,𝑛−1(𝑠)| 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 2ℎ

𝐿𝑘|𝑡|𝑘

𝑘!
.

Шаг 3. Доказательство единственности. Если ŷ и y – два решения, то, используя усло-
вие Липшица, получим

||ŷ(𝑡)− y(𝑡)|| ≤ 2𝜌
𝐿𝑘|𝑡|𝑘

𝑘!

для любых 𝑡 ∈ (−ℎ, ℎ) и 𝑘 ∈ N. Теорема доказана.

Следствие 1. В случае ступеньки (2) при достаточно малых временах сумма первых про-

изводных функций 𝑏𝑛, удовлетворяющих системе уравнений (1), постоянна и равна

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑏̇𝑛 = 𝑏2 − 𝑎2. (10)

2. Замыкание цепочки Вольтерра и законы сохранения

Рассмотрим цепочку Вольтерра (3). Дополним её условием обрыва, определяемым для неко-
торого фиксированного 𝑁 > 1 равенствами

𝑏𝑛(𝑡)𝑏𝑛+1(𝑡) = 1, 𝑛 ≥ 𝑁. (11)

Условие обрыва цепочки легко даёт соотношение

𝑏̇1 + · · ·+ 𝑏̇𝑁 = 1, 𝑁 ≥ 2, (12)

из которого сразу получается один закон сохранения:

𝑏1 + 𝑏2 + . . .+ 𝑏𝑁 = 𝑁 + 𝑡. (13)

Из равенства (13), в частности, следуют двусторонние оценки (см. пункт 3)

1 ≤ 𝑏1(𝑡) < 𝑁 + 𝑡,

0 < 𝑏𝑛(𝑡) < 𝑁 − 1 + 𝑡, 2 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁,

позволяющие уточнить значение ℎ в теореме 1 и сформулировать следующее утверждение.

Предложение 1. Существует единственное решение задачи (3), (11), продолжимое на всю

полуось 𝑡 > 0.

Далее мы покажем, что при 𝑁 > 2 система уравнений (3) сводится к деформации экспоненци-
альных систем серии 𝐴 с положительно определённой квадратичной формой в лагранжиане.
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Для упрощения записей введем обозначение 𝛽𝑛 = 𝑏𝑛𝑏𝑛+1 и перепишем задачу (6) в терминах
𝛽𝑛. Используя соотношения (3), (11), имеем

(log 𝛽1)𝑡 =
𝑏̇1
𝑏1

+
𝑏̇2
𝑏2

= 𝑏3 + 𝑏2 − 𝑏1,

(log 𝛽𝑛)𝑡 =
𝑏̇𝑛
𝑏𝑛

+
𝑏̇𝑛+1

𝑏𝑛+1
= 𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛+2 − 𝑏𝑛, 1 < 𝑛 < 𝑁,

(log 𝛽𝑛)𝑡 = 0, 𝑛 ≥ 𝑁.

Отсюда и из (11) получим конечную систему уравнений второго порядка

(log 𝛽𝑛)𝑡𝑡 =

⎧⎪⎨⎪⎩
−2𝛽𝑛 + 𝛽𝑛+2, 𝑛 = 1, 2;

𝛽𝑛−2 − 2𝛽𝑛 + 𝛽𝑛+2, 2 < 𝑛 < 𝑁 − 2;

𝛽𝑛−2 − 2𝛽𝑛 + 1, 𝑛 = 𝑁 − 2, 𝑁 − 1.

(14)

Можно заметить, что уравнения, содержащие производные функций log 𝛽𝑛 с нечётными индекса-
ми, образуют полноценную самостоятельную систему. Поэтому, вводя обозначения 𝑧𝑘 = log 𝛽2𝑘−1

и 𝑛 =
⌊︀
𝑁
2

⌋︀
, приходим к следующей системе дифференциальных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧1 = −2𝑒𝑧1 + 𝑒𝑧2 ,

𝑧2 = 𝑒𝑧1 − 2𝑒𝑧2 + 𝑒𝑧3 ,

. . . . . . . . . . . .

𝑧𝑛−1 = 𝑒𝑧𝑛−2 − 2𝑒𝑧𝑛−1 + 𝑒𝑧𝑛 ,

𝑧𝑛 = 𝑒𝑧𝑛−1 − 2𝑒𝑧𝑛 + 1.

Переписав эту систему в виде

z̈+𝐴𝑛exp z = e𝑛, (15)

где 𝐴𝑛 – трёхдиагональная матрица с 2 на главной диагонали и −1 на смежных;
exp z = (𝑒𝑧1 , . . . , 𝑒𝑧𝑛)𝑇 и e𝑛 = (0, 0, . . . , 0, 1)𝑇 ; получаем следующее утверждение.

Лемма 1. Лагранжиан системы (15) записывается в виде

𝐿𝑛(z, ż) =
1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗 𝑧̇𝑖𝑧̇𝑗 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛾𝑖𝑧𝑖 −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑒𝑧𝑖 , (16)

где 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 – элементы обратной к 𝐴𝑛 матрицы:

𝐴−1
𝑛 = ‖𝑎𝑖𝑗‖, 𝑎𝑖𝑗 =

𝑖(𝑛− 𝑗 + 1)

𝑛+ 1
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛;

а числа 𝛾𝑖 = 𝑖/(𝑛+1) являются компонентами вектора 𝛾 = (𝛾1, 𝛾2, . . . , 𝛾𝑛)
𝑇 , удовлетворяющего

алгебраической системе уравнений 𝐴𝑛𝛾 = e𝑛.

Пример 1. При 𝑛 = 3 мы получаем:

𝑧1 = −2𝛽1 + 𝛽3, 𝑧2 = 𝛽5 − 2𝛽3 + 𝛽1, 𝑧3 = 1− 2𝛽5 + 𝛽3. (17)

Соответствующий лагранжиан имеет вид:

𝐿3(z, ż) =
3𝑧̇21 + 4𝑧̇22 + 3𝑧̇23

8
+

2𝑧̇1𝑧̇2 + 𝑧̇1𝑧̇3 + 2𝑧̇2𝑧̇3
4

+
𝑧1 + 2𝑧2 + 3𝑧3

4
− (𝑒𝑧1 + 𝑒𝑧2 + 𝑒𝑧3) .

В дополнение к лемме 1 отметим, что det𝐴𝑛 = 𝑛+ 1 и что 𝐴−1
𝑛 → 𝐴 при 𝑛 → ∞, где

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 1 1 1 . . .
1 2 2 2 2 . . .
1 2 3 3 3 . . .

. . .
. . .

. . .
. . .

⎞⎟⎟⎟⎠ , diag𝐴 = (1, 2, 3, 4, 5, . . . )
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Отметим также, что обрезанная условием (11) система (3) не только сохраняет лагранжеву
структуру, но и хорошо согласуется с бесконечной цепочкой (3), если решать обе системы ме-
тодом итераций. Именно, если мы сведем и дифференциальную систему (3), и её замыкание к
системам интегральных уравнений в переменных 𝑦𝑛 = log 𝑏𝑛, а затем начнём решать их методом
итераций, то в 𝑘-ом приближении y𝑘 = {𝑦𝑘,1, 𝑦𝑘,2, . . . , 𝑦𝑘,𝑛, . . .} для обеих систем при 𝑛 > 𝑘 будут
выполняться равенства 𝑦𝑘,𝑛 = 0. Такая «треугольность» итераций у двух систем приводит к тому,
что их первые 𝑁 − 1 итераций y𝑘 у них совпадают.

3. Графики

Ниже приводятся графики функции 𝑏1 для замкнутой цепочки, отвечающие значениям
𝑁 = 5, 7, 101. Во всех случаях график функции 𝑏1 сравнивается с прямой 𝑓(𝑡) = (𝑡+𝑁)

⧸︀⌈︀
𝑁
2

⌉︀
.
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Как видно из приведенных графиков, при увеличении 𝑁 «первая ступень» графика решения 𝑏1
замкнутой цепочки неограниченно расширяется, приближаясь значениями к 4. Это вместе с заме-
чанием, сделанным в конце пункта 2, даёт основание предполагать, что решение 𝑏1 бесконечной
цепочки (3) асимптотически стремится к 4 при 𝑡 → +∞.

4. Заключение

Открытым пока остаётся вопрос о возможности продолжения решения задачи Коши (1), (2)
на всю числовую прямую. Интерес также представляет и вопрос о существовании решения си-
стемы (1) с неограниченными начальными данными. Экспериментируя с разными начальными
условиями, можно построить примеры, когда соответствующие ряды Тейлора имеют нулевой
радиус сходимости. Мы надеемся, что изучение этих вопросов окажется плодотворным.
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