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ПРОСТЫЕ ЧАСТИЧНО ИНВАРИАНТНЫЕ РЕШЕНИЯ

С.В. ХАБИРОВ

Аннотация. Модели сплошной среды гидродинамического типа допускают
11-мерную алгебру Ли группы Галилея расширенную равномерным растяжением всех
независимых переменных. С точностью до внутренних автоморфизмов перечислены
все подалгебры этой алгебры Ли. Для подалгебр малой размерности от 1 до 3 рас-
смотрены инвариантные подмодели. Для 4-мерных подалгебр инвариантные решения
– простые решения, зависящие от конечного числа постоянных. Ставится задача на-
хождения частично инвариантных решений минимального ранга. Для всех 48 типов
4-мерных подалгебр вычислены базисы точечных инвариантов в удобных для дальней-
ших вычислений переменных. Это позволяет рассмотреть простейшие частично инва-
риантные решения ранга 1 дефекта 1. При этом получаются как регулярные, так и
нерегулярные частично инвариантные подмодели.
Рассмотрены три 4-мерные подалгебры, производящие регулярные частично инва-

риантные решения в декартовых, цилиндрических и сферических координатах соот-
ветственно. Получено решение, зависящее от произвольной функции двух перемен-
ных в декартовых координатах. В цилиндрических координатах подмодель сводится к
обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка. В сферических ко-
ординатах обобщаются инвариантные решения сферического вихря, построенного на
группе вращений.
Рассмотрены две 4-мерные подалгебры, производящие нерегулярные частично ин-

вариантные решения. Возникающие переопределенные системы дифференциальных
уравнений приводятся в инволюцию. Условия совместности порождают серии точных
решений, зависящих от произвольных функций, так называемые простые волны. По-
лучены решения с поверхностями уровня инвариантных функций в виде двигающихся
плоскостей с постоянной нормальным вектором, но переменной скоростью. Для ста-
ционарных движений с вращением получены серии точных решений, зависящие от
произвольных функций.

Ключевые слова: система гидродинамического типа, инварианты подалгебры, ча-
стично инвариантные решения, простые решения.
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Введение

Уравнения механики сплошной среды допускают группу Галилея, расширенную растя-
жением. Алгебра Ли этой группы 11-мерна. Групповой анализ уравнений предполагает
перечисление всех подалгебр с точностью до внутренних автоморфизмов [1]. Для подал-
гебр малой размерности от 1 до 3 рассматривают инвариантные подмодели [2,3,4]. Для
4-мерных подалгебр инвариантные решения задаются конечными формулами с ограничен-
ным числом существенных постоянных. Такие решения называют простыми [5]. Простыми
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будут решения некоторых инвариантных подмоделей, если подалгебра подмодели вложе-
на в 4-мерную надалгебру [6]. Простые решения можно обобщить, рассмотрев частично
инвариантные решения для 4-мерных подалгебр наименьшего дефекта [7]. Для уравне-
ний гидродинамического типа время 𝑡, пространственные переменные �⃗� – независимые
переменные, �⃗� – скорость, 𝑝 – давление, 𝜌 – плотность. Для подалгебр с одним инвариан-
том из независимых переменных одна функция будет общего вида и можно рассмотреть
регулярную частично инвариантную подмодель ранга 1 дефекта 1. Остальным подалгеб-
рам соответствуют либо простые инвариантные, либо обобщенные простые нерегулярные
частично инвариантные решения ранга 1 дефекта 1, которые могут редуцироваться к
некоторым инвариантным подмоделям. Ставится задача рассмотреть все возможные про-
стые частично инвариантные решения. Первый шаг состоит в нахождении инвариантов
4-мерных подалгебр, которых 48 классов [2]. Далее по представлению частично инвариант-
ного решения получают переопределенную систему уравнений подмодели, которую надо
изучать на совместность. Условия совместности определяют подмодель или точные про-
стые решения.

1. Инарианты 4-мерных подалгебр

Модель механики сплошной среды симметрична относительно преобразований группы
Галилея расширенной растяжением. Этой группе соответствует 11-мерная алгебра Ли 𝐿11

с базисом операторов дифференцирования первого порядка

𝑋1 = 𝜕𝑥, 𝑋2 = 𝜕𝑦, 𝑋3 = 𝜕𝑧, 𝑋4 = 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢,

𝑋5 = 𝑡𝜕𝑦 + 𝜕𝑣, 𝑋6 = 𝑡𝜕𝑧 + 𝜕𝑤, 𝑋7 = 𝑦𝜕𝑧 − 𝑧𝜕𝑦 + 𝑣𝜕𝑤 − 𝑤𝜕𝑣,

𝑋8 = 𝑧𝜕𝑥 − 𝑥𝜕𝑧 + 𝑤𝜕𝑢 − 𝑢𝜕𝑤, 𝑋9 = 𝑥𝜕𝑦 − 𝑦𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑣 − 𝑣𝜕𝑢,

𝑋10 = 𝜕𝑡, 𝑋11 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦 + 𝑧𝜕𝑧, (1.1)

где 𝑡 – время, 𝑥, 𝑦, 𝑧 – декартовы независимые переменные, 𝑢, 𝑣, 𝑤 – координаты ско-
рости. Термодинамические величины 𝑝 – давление, 𝜌 – плотность, 𝑆 – энтропия связаны
уравнением состояния 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆) и являются инвариантами алгебры 𝐿11. Подалгебр раз-
мерности 4 в 𝐿11 48 классов с точнстью до внутренних автоморфизмов [1,2,4]. Инварианты
подалгебр удобно вычислять в специальных системах координат для компактности запи-
си инвариантов и простоты вычисления подмоделей. Общепринятые системы координат
(СК): декартова (𝐷), цилиндрическая (𝐶) и сферическая (𝑆). Иногда удобно выбрать
дополнительные замены переменных, которые возникают при вычислении инвариантов.
Инарианты приведены в таблице: в первой колонке номер подалгебры 𝑛.𝑘, где 𝑛 – раз-
мерность подалгебры, 𝑘 – порядковый номер подалгебры в данной размерности; в третьей
колонке указана система координат, в которой вычислялись инварианты; в четвертой при-
ведены собственно инварианты, в пятой указана дополнительная замена. Во второй ко-
лонке приведен базис подалгебры, где вместо операторов 𝑋𝑖 стоят их номера 𝑖, постоянные
𝑎, 𝑏 – инварианты группы автоморфизмов.
Приведем некоторые величины, используемые в таблице.
Декартова система координат (𝐷): �⃗�, �⃗�, �⃗� – ортонормированный базис,

�⃗� = 𝑥𝑖+ 𝑦�⃗� + 𝑧�⃗�, �⃗� = 𝑢𝑖+ 𝑣�⃗� + 𝑤�⃗�, 𝑣 = 𝑞 cos𝜗𝐷, 𝑤 = 𝑞 sin𝜗𝐷. (1.2)
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Цилиндрическая система координат (𝐶): 𝑦 = 𝑟 cos 𝜃𝐶 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃𝐶 ,

�⃗� = 𝑥�⃗�𝑥 + 𝑟�⃗�𝑟, 𝑟 ≥ 0, 0 6 𝜃𝐶 < 2𝜋,

�⃗�𝑥 = �⃗�, �⃗�𝑟 = �⃗� cos 𝜃𝐶 + �⃗� sin 𝜃𝐶 , �⃗�𝜃𝐶 = −�⃗� sin 𝜃𝐶 + �⃗� cos 𝜃𝐶 ,

�⃗� = 𝑈�⃗�𝑥 + 𝑉 �⃗�𝑟 +𝑊�⃗�𝜃𝐶 , 𝑉 = 𝑞𝐶 cos𝜗𝐶 , 𝑊 = 𝑞𝐶 sin𝜗𝐶 , 𝜗𝐷 = 𝜗𝐶 + 𝜃𝐶 ,

𝑢 = 𝑈, 𝑣 = 𝑉 cos 𝜃𝐶 −𝑊 sin 𝜃𝐶 , 𝑊 = 𝑉 sin 𝜃𝐶 +𝑊 cos 𝜃𝐶 . (1.3)

Сферическая система координат (𝑆): 𝑥 = 𝑟𝑆 sin 𝜃𝑆 cos𝜙, 𝑦 = 𝑟𝑆 sin 𝜃𝑆 sin𝜙, 𝑧 = 𝑟𝑆 cos 𝜃𝑆,
𝑟𝑆 ≥ 0, 0 6 𝜃𝐶 6 𝜋, 0 6 𝜙 < 2𝜋,

�⃗� = 𝑟𝑆 �⃗�𝑟𝑆 , �⃗� = 𝑈�⃗�𝑟𝑆 + 𝑉 �⃗�𝜃𝑆 +𝑊�⃗�𝜙,

�⃗�𝑟𝑆 = �⃗� sin 𝜃𝑆 cos𝜙+ �⃗� sin 𝜃𝑆 sin𝜙+ �⃗� cos 𝜃𝑆, �⃗�𝜃𝑆 = �⃗� cos 𝜃𝑆 cos𝜙+ �⃗� cos 𝜃𝑆 sin𝜙− �⃗� sin 𝜃𝑆,

�⃗�𝜙 = −⃗𝑖 sin𝜙+ �⃗� cos𝜙,

𝑢 = (𝑈 sin 𝜃𝑆 + 𝑉 cos 𝜃𝑆) cos𝜙−𝑊 sin𝜙,

𝑣 = (𝑈 sin 𝜃𝑆 + 𝑉 cos 𝜃𝑆) sin𝜙+𝑊 cos𝜙, 𝑤 = 𝑈 cos 𝜃𝑠 − 𝑉 sin 𝜃𝑆,

𝑞2𝑆 = |�⃗�|2 = 𝑈2 + 𝑉 2 +𝑊 2, |�⃗�| = 𝑟𝑆, �⃗� · �⃗� = 𝑞𝑆𝑟𝑆 cos𝜗𝑆. (1.4)

Дополнительные замены (ДЗ), используемые в таблице,

𝑣 = 𝑦𝑡−1 + 𝑞 cos𝜗,𝑤 = 𝑧𝑡−1 + 𝑞 sin𝜗; (1.5)

𝑣 =
𝑧 + 𝑡𝑦

1 + 𝑡2
+ 𝑞 cos𝜗,𝑤 =

𝑧𝑡− 𝑦

1 + 𝑡2
+ 𝑞 sin𝜗. (1.6)

Таблица инвариантов 4-мерных подалгебр
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№ Базис СК Инварианты (𝑝,𝜌 – общие) ДЗ
4.1 7,8,9,11 𝑆 𝑟𝑆𝑡

−1, 𝑞𝑆, 𝜗𝑆

4.2 7,8,9,10 𝑆 𝑟𝑆, 𝑞𝑆, 𝜗𝑆

4.3 1,𝑎4+7,10,𝑏4+11 𝐶 𝑈 − 𝑎𝜃𝐶 − 𝑏 ln 𝑟, 𝑞𝐶 , 𝜗𝐶

4.4 5,6,𝑎4+7,𝑏4+11 𝐷 𝑢− 𝑥𝑡−1, 𝑞, 𝑎𝜗− 𝑥𝑡−1 + 𝑏 ln |𝑡| (1.5)
4.5 1,4,7,11 𝐶 𝑟𝑡−1, 𝑞𝐶 , 𝜗𝐶

4.6 2,3,𝑎4+7,𝑏4+11 𝐷 𝑢− 𝑥𝑡−1, 𝑞, 𝑎𝜗𝐷 − 𝑥𝑡−1 + 𝑏 ln |𝑡|
4.7 1,4,10,7+𝑎11 𝐶 𝑟 exp(−𝑎𝜃𝐶), 𝑞𝐶 , 𝜗𝐶

4.8 2,3,10,7+𝑎11 𝐶 𝑞𝐶 , 𝑈 , 𝜗𝐶 + 𝜃𝐶 − 𝑎−1 ln |𝑥|
4.9 2,3,7,10 𝐶 𝑥, 𝑞𝐶 , 𝑈
4.10 2,3,1+7, 10 𝐶 𝑞𝐶 , 𝑈 , 𝜗𝐶 + 𝜃𝐶 − 𝑥
4.11 2,3,𝑎1+7,4+10 𝐶 𝑞𝐶 , 𝑈 − 𝑡, 𝑥− 2−1𝑡2 − 𝑎(𝜗𝐶 + 𝜃𝐶)
4.12 1,4,10,11 𝐷 𝑦𝑧−1, 𝑣, 𝑤
4.13 2,3,10,𝑎5+11 𝐷 𝑢, 𝑣 − 𝑎 ln |𝑥|, 𝑤
4.14 2,3,10,11 𝐷 𝑢, 𝑣, 𝑤
4.15 4,5,6,7+𝑎11 𝐷 𝑞, 𝑢− 𝑥𝑡−1, 𝑎𝜗− ln |𝑡| (1.5)
4.16 4,5,6,7 𝐷 𝑡, 𝑞, 𝑢− 𝑥𝑡−1 (1.5)
4.17 𝑎1+4,3+5,2-6,𝑏1+7 𝐷 𝑡, 𝑞, 𝑢− (𝑡+ 𝑎)−1(𝑥− 𝑏𝜗) (1.6)
4.18 𝑎1+4,5,6,𝑏1+7,𝑎2 + 𝑏2 = 1 𝐷 𝑡, 𝑞, 𝑢− (𝑡+ 𝑎)−1(𝑥− 𝑏𝜗) (1.5)
4.19 1,5,6,𝑏4+7+𝑎11 𝐷 𝑞, 𝑢− 𝑏𝜗, 𝑎𝜗− ln |𝑡| (1.5)
4.20 1,3+5,2-6,𝑎4+7 𝐷 𝑡, 𝑞, 𝑢− 𝑎𝜗 (1.6)
4.21 2,3,4, 7+𝑎11 𝐶 𝑞𝐶 , 𝑈 − 𝑥𝑡−1, 𝑎(𝜗𝐶 + 𝜃𝐶) − ln |𝑡|
4.22 2,3,4,1+7 𝐶 𝑡, 𝑞𝐶 , 𝑈 − 𝑥𝑡−1 + 𝑡−1(𝜗𝐶 + 𝜃𝐶)
4.23 1,2,3,𝑏4+7+𝑎11 𝐶 𝑞𝐶 , 𝑈 − 𝑏𝑎−1 ln |𝑡|, 𝑎(𝜗𝐶 + 𝜃𝐶) − ln |𝑡|
4.24 1,2,3,𝑎4+7 𝐶 𝑡, 𝑞𝐶 , 𝑈 − 𝑎(𝜗𝐶 + 𝜃𝐶)
4.25 1,2,3,𝑎4+7+10 𝐶 𝑞𝐶 , 𝑈 − 𝑎𝑡, 𝜗𝐶 + 𝜃𝐶 − 𝑡
4.26 4,5,6,11 𝐷 𝑢− 𝑥𝑡−1, 𝑣 − 𝑦𝑡−1, 𝑤 − 𝑧𝑡−1

4.27 1, 𝑎4+5,6,𝑏4+11 𝐷 𝑢− 𝑎𝑦𝑡−1 − 𝑏 ln |𝑡|, 𝑣 − 𝑦𝑡−1, 𝑤 − 𝑧𝑡−1

4.28 1,5,6,𝑎4+11 𝐷 𝑢− 𝑎 ln |𝑡|, 𝑣 − 𝑦𝑡−1, 𝑤 − 𝑧𝑡−1

4.29 1, 4,6,𝑎5+11 𝐷 𝑦𝑡−1 − 𝑎 ln |𝑡|, 𝑣 − 𝑦𝑡−1, 𝑤 − 𝑧𝑡−1

4.30 2,3,𝑎4+6,𝑏4+𝑐5+11 𝐷 𝑢− 𝑥𝑡−1, 𝑣 − 𝑐 ln |𝑡|, 𝑎𝑤 − 𝑥𝑡−1 + 𝑏 ln |𝑡|
4.31 2,3,4,𝑎5+11 𝐷 𝑢− 𝑥𝑡−1, 𝑣 − 𝑎 ln |𝑡|, 𝑤
4.32 2,3,4,11 𝐷 𝑢− 𝑥𝑡−1, 𝑣, 𝑤
4.33 1,2,3,𝑎4+11 𝐷 𝑢− 𝑎 ln |𝑡|, 𝑣, 𝑤
4.34 1,2,3,11 𝐷 𝑢, 𝑣, 𝑤
4.35 2,3,𝑎1+5,4+𝑏6+10 𝐷 𝑢− 𝑡, 𝑎𝑣 − 𝑥+ 2−1𝑡2, 𝑤 − 𝑏𝑡
4.36 2,3,𝑎1+5,6+10 𝐷 𝑢, 𝑎𝑣 − 𝑥, 𝑤 − 𝑡
4.37 2,3,1+5,10 𝐷 𝑢, 𝑣 − 𝑥, 𝑤
4.38 2,3,5,10 𝐷 𝑥, 𝑢, 𝑤
4.39 1,2,3,4+10 𝐷 𝑢− 𝑡, 𝑣, 𝑤
4.40 1,2,3,10 𝐷 𝑢, 𝑣, 𝑤
4.41 1,𝑎2+𝑏3+4,𝑐3+5, 𝐷 𝑡, (𝑣 + (𝑏𝑡− 𝑎𝑐)𝑢+ 𝑐𝑦 − 𝑡𝑧)(𝑡2 + 𝑐𝑑)−1,

𝑑2+6,𝑎2 + 𝑏2 + (𝑐+ 𝑑)2 = 1 𝑤 + ((𝑎𝑡+ 𝑏𝑑)𝑢+ 𝑎𝑧 − 𝑡𝑦)(𝑡2 + 𝑐𝑑)−1

4.42 1,4,3+5,2-6 𝐷 𝑡, 𝑣 − (𝑧 + 𝑡𝑦)(𝑡2 + 1)−1, 𝑤 + (𝑦 − 𝑡𝑧)(𝑡2 + 1)−1

4.43 1,4,5,6 𝐷 𝑡, 𝑣 − 𝑦𝑡−1, 𝑤 − 𝑧𝑡−1

4.44 2,1+𝑎3,3+5,6 𝐷 𝑡, 𝑢, 𝑣 + 𝑎𝑥− 𝑧 + 𝑡𝑤
4.45 2,3,1+5,6 𝐷 𝑡, 𝑢, 𝑣 − 𝑥
4.46 2,3,5,6 𝐷 𝑡, 𝑥, 𝑢
4.47 1+𝑎3,2,5,6 𝐷 𝑡, 𝑢, 𝑤 + (𝑎𝑥− 𝑧)𝑡−1

4.48 1,2,3,4 𝐷 𝑡, 𝑣, 𝑤
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2. Простые регулярные частично инвариантные решения

Уравнения гидродинамического типа в декартовой системе координат имеют вид [1,2,4]

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 + 𝑤𝑢𝑧 + 𝜌−1𝑝𝑥 = 0,

𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑥 + 𝑣𝑣𝑦 + 𝑤𝑣𝑧 + 𝜌−1𝑝𝑦 = 0,

𝑤𝑡 + 𝑢𝑤𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 + 𝑤𝑤𝑧 + 𝜌−1𝑝𝑧 = 0,

𝜌𝑡 + 𝑢𝜌𝑥 + 𝑣𝜌𝑦 + 𝑤𝜌𝑧 + 𝜌(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧) = 0,

𝑆𝑡 + 𝑢𝑆𝑥 + 𝑣𝑆𝑦 + 𝑤𝑆𝑧 = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆). (2.1)

Подалгебра 4.48 имеет инварианты (см. табл.), с помощью которых представление ре-
гулярного частично инвариантного решения ранга 1 дефекта 1 имеет вид

𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑣 = 𝑣(𝑡), 𝑤 = 𝑤(𝑡), 𝑝 = 𝑝(𝑡), 𝜌 = 𝜌(𝑡). (2.2)

Подстановка представления (2.2) в систему (2.1) дает

𝑣′ = 0, 𝑤′ = 0, 𝑆 ′ = 0 ⇒ 𝑣 = 𝑣0, 𝑤 = 𝑤0, 𝑆 = 𝑆0,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣0𝑢𝑦 + 𝑤0𝑢𝑧 = 0, 𝜌𝑢𝑥 + 𝜌′ = 0 ⇒

𝜌 =
𝜌0

1 − 𝑘𝑡
, 𝑢 =

−𝑘𝑥+ 𝑈(𝑦 − 𝑣0𝑡, 𝑧 − 𝑤0𝑡)

1 − 𝑘𝑡
.

Постоянные 𝑘, 𝑣0, 𝑤0 не существены. Их можно убрать преобразованиями, допускаемыми
системой (2.1), а именно: галилеевыми переносами (𝑋5, 𝑋6), растяжением (𝑋11) и перено-
сом (𝑋10). Получим решение

𝑢 = 𝑡−1(𝑥+ 𝑈(𝑦, 𝑧)), 𝜌 = 𝜌0𝑡
−1, 𝑝 = 𝑓(𝜌0𝑡

−1, 𝑆0),

с произвольной функцией 𝑈(𝑦, 𝑧).
Уравнения гидродинамического типа в цилиндрической системе координат имеют вид

(индекс 𝐶 опущен)
𝐷𝑈 + 𝜌−1𝑝𝑥 = 0,

𝐷𝑉 + 𝜌−1𝑝𝑟 = 𝑟−1𝑊 2,

𝐷𝑊𝑤 + 𝜌−1𝑟−1𝑝𝜃 = −𝑟−1𝑉𝑊,

𝐷𝜌+ 𝜌(𝑈𝑥 + 𝑉𝑟 + 𝑟−1𝑊𝜃 + 𝑟−1𝑉 ) = 0,

𝐷𝑆 = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆), (2.3)

где 𝐷 = 𝜕𝑡 + 𝑈𝜕𝑥 + 𝑉 𝜕𝑟 + 𝑟−1𝑊𝜕𝜃.
Подалгебра 4.7 имеет инварианты (см. табл.), которые определяют представление ре-

гулярного частично инвариантного решения ранга 1 дефекта 1 𝑈 = 𝑈(𝑡, �⃗�), 𝑝, 𝜌, 𝑞, 𝜗 –
функции инвариантной переменной 𝑠 = 𝑟𝑒−𝑎𝜃.
Подстановка представления в (2.2) дает соотношения

𝑈𝑡 + 𝑈𝑈𝑥 + 𝑞(cos𝜗𝑈𝑟 + 𝑟−1 sin𝜗𝑈𝜃) = 0,

(𝑞 cos𝜗)′𝑞(cos𝜗− 𝑎 sin𝜗) + 𝜌−1𝑝′ = 𝑠−1𝑞2 sin2 𝜗,

(𝑞 sin𝜗)′𝑞(cos𝜗− 𝑎 sin𝜗) − 𝑎𝜌−1𝑝′ = −𝑠−1𝑞2 sin𝜗 cos𝜗,

𝜌−1𝜌′𝑞(cos𝜗− 𝑎 sin𝜗) + 𝑈𝑥𝑒
𝑎𝜃 + (𝑞(cos𝜗− 𝑎 sin𝜗))′ + 𝑠−1𝑞 cos𝜗 = 0,

𝑆 ′𝑞(cos𝜗− 𝑎 sin𝜗) = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆).

Если 𝑞 = 0, то получим решение

𝑉 = 𝑊 = 0, 𝑝 = 𝑝0, 𝑈 = 𝑈(𝑟, 𝜃), 𝜌 = 𝜌(𝑠)

с двумя произвольными функциями. Уравнение состояния определяет энтропию.
Если cot𝜗 = 𝑎, то 𝑎 = 0, 𝜗 = 𝜋/2, 𝑝′ = 𝜌𝑟−1𝑞2, 𝑈 = 𝑈(𝑟𝜃−𝑡𝑞, 𝑟), 𝑞(𝑟), 𝜌(𝑟) – произвольные

функции.
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Рассмотрим случай 𝑞 ̸= 0, cot𝜗 ̸= 𝑎 ⇒ 𝑆 = 𝑆0 – постоянная. Из уравнений (2.3) следует
интеграл Бернулли

𝑉 2 +𝑊 2 + 2𝑖(𝜌) = 𝐵2,

где 𝑖 =
∫︀
𝜌−1𝑑𝑝 – энтальпия, и замкнутая система уравнений подмодели

𝑠(𝑎𝑉 +𝑊 )′ +𝑊 = 0,

𝐺′(𝑉 − 𝑎𝑊 ) = 𝐺(𝐺+ 𝑎𝑠−1𝑊 ), (2.4)

где 𝐺 = 𝜌−1𝜌′(𝑉 − 𝑎𝑊 ) + (𝑉 − 𝑎𝑊 )′ + 𝑠−1𝑉 .
Функция 𝑈 определяется из равенств

𝑈 = −𝐺𝑥𝑒−𝑎𝜃 + �̃�(𝑡, 𝑟, 𝜃),

�̃�𝑡 + 𝑉 �̃�𝑟 + 𝑟−1𝑊�̃�𝜃 = �̃�𝐺𝑒−𝑎𝜃.

При 𝑎 = 0 система (2.4) сводится к одному уравнению

𝜌−1𝜌′(𝐵2 − 𝐶2𝑠−2 − 2𝑖− 𝑓𝜌) = 𝑠𝜌(𝐵2 − 𝐶2𝑠−2 − 2𝑖) − 𝐶2𝑠−3.

Уравнения гидродинамического типа в сферической системе координат имеют вид (ин-
декс 𝑆 опущен)

𝐷𝑈 + 𝜌−1𝑝𝑟 = 𝑟−1(𝑉 2 +𝑊 2),

𝐷𝑉 + (𝑟𝜌)−1𝑝𝜃 = 𝑟−1(−𝑈𝑉 +𝑊 2 cot 𝜃),

𝐷𝑊 + (𝑟𝜌 sin 𝜃)−1𝑝𝜙 = −𝑟−1𝑊 (𝑈 + 𝑉 cot 𝜃),

𝐷𝜌+ 𝜌(𝑈𝑟 + 𝑟−1𝑉𝜃 + (𝑟 sin 𝜃)−1𝑊𝜙 + 𝑟−1𝑉𝜃 + 2𝑟−1𝑈 + 𝑟−1 cot 𝜃𝑉 ) = 0,

𝐷𝑆 = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆), (2.5)

где 𝐷 = 𝜕𝑡 + 𝑈𝜕𝑟 + 𝑟−1𝑉 𝜕𝜃 + (𝑟 sin 𝜃)−1𝑊𝜕𝜙.
Подалгебра 4.2 имеет инварианты (см. табл.), которые определяют представление регу-

лярного частично инвариантного решения ранга 1 дефекта 1

𝑈 = 𝑞 cos𝜗, 𝐻 = 𝑞 sin𝜗, 𝑉 = 𝐻 cos𝜆, 𝑊 = 𝐻 sin𝜆, 𝜆 = 𝜆(𝑡, �⃗�),

𝑝, 𝜌, 𝑞, 𝜗, 𝑈 , 𝐻 – функции одной переменной 𝑟.
Подстановка представления в (2.5) дает соотношения

𝑈𝑈 ′ + 𝜌−1𝑝′ = 𝑟−1𝐻2,

𝑈(𝑟𝐻)′ = 0, 𝑈𝑆 ′ = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆), (2.6)

𝑟𝐻−1(𝜆𝑡 + 𝑈𝜆𝑟) + cos𝜆𝜆𝜃 +
sin𝜆

sin 𝜃
𝜆𝜙 + sin𝜆 cot 𝜃 = 0,

− sin𝜆𝜆𝜃 +
cos𝜆

sin 𝜃
𝜆𝜙+ cot 𝜃 cos𝜆+ 𝑟𝑈𝐻−1(ln(𝜌𝑈𝑟2)′ = 0. (2.7)

Если 𝑈 = 0, 𝐻 ̸= 0, то система (2.7) несовместна.
Если 𝑈 ̸= 0, 𝐻 = 0, то получим обобщено радиальное движение, заданное интегралами

𝑆 = 𝑆0, 𝜌𝑈𝑟2 = 𝐶, 𝑈2 + 2

∫︁
𝜌−1𝑑𝑝 = 𝐵2, 𝜆 = 𝜆(𝑡−

∫︁
𝑈−1𝑑𝑟),

где 𝑆0, 𝐶, 𝐵 – постоянные, 𝜆(𝑠) – произвольная функция.
При 𝑈 ̸= 0, 𝐻 ̸= 0 справедливы интегралы

𝑆 = 𝑆0, 𝐻𝑟 = 𝐻0, 𝑈2 +

∫︁
𝜌−1𝑑𝑝+𝐻0𝑟

−2 = 𝐵2. (2.8)

Условие совместности системы (2.7)

𝑟2𝑈𝐻−1
0 ℎ′ = ℎ2 + 1, ℎ = 𝑟2𝑈𝐻−1

0 (ln(𝜌𝑈𝑟2))′ (2.9)

задает подмодель. Поведение интегральных кривых изучались в [8].
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В новых переменных 𝐼 = 𝑡−
∫︀
𝑈−1𝑑𝑟, ℎ tan𝑛, 𝑛′ = 𝐻0𝑟

−2𝑈−1 переопределенная система
(2.7) в инволюции и принимает вид

𝜆𝜃 + cos𝜆𝜆𝑛 = tan𝑛 sin𝜆,

𝜆𝜙 + 𝜆𝑛 sin𝜆 sin 𝜃 + tan𝑛 cos𝜆 sin 𝜃 + tan𝑛 cos𝜆 sin 𝜃 + cos 𝜃 = 0. (2.10)

Интегралы характеристической системы первого уравнения таковы

𝜙, 𝐷 = cos𝑛 sin𝜆, 𝐸 = 𝜃 − arcsin(sin𝑛(1 −𝐷2)−1/2), 𝐼.

Последний интеграл можно представить в других видах

sin 𝜃 cos𝑛 cos𝜆− cos 𝜃 sin𝑛 =
√

1 −𝐷2 sin𝐸 = 𝐾,

cos 𝜃 cos𝑛 cos𝜆+ sin 𝜃 sin𝑛 =
√

1 −𝐷2 cos𝐸 = �̃�.

Общее решение первого уравнения системы (2.10) представим в виде𝐾 = 𝐺(𝜙, 𝐼,𝐷). Тогда
второе уравнение системы (2.10) принимает вид

𝐺𝜙 −𝐺𝐷

√
1 −𝐾2 −𝐺2 = 0. (2.11)

Отсюда следует, что 𝐾 интеграл характеристического уравнения второго уравнения си-
стемы (2.10). Общее решение (2.11) таково

𝐾 = 𝐺(𝐼, 𝜙+ arcsin
𝐷√

1 −𝐾2
),

где 𝑚(𝐾, 𝐼) – произвольная функция. Если 𝐺𝐷 = 0, то 𝐺𝜙 = 0.
Итак, общее решение системы (2.6), (2.7) запишем в неявной форме

cos𝑛 sin𝜆 =
√

1 −𝐾2 sin(𝑚(𝐾, 𝐼) − 𝜙),

𝐾 = cos𝑛 sin 𝜃 cos𝜆− cos 𝜃 sin𝑛, 𝐼 = 𝑡−
∫︁
𝑈−1𝑑𝑟, 𝑛′ = 𝐻0𝑟

−2𝑈−1,

или
𝐾 = 𝐺(𝐼)

с произвольной функцией 𝐺(𝐼).

3. Простые нерегулярные частично инвариантные решения

Подалгебры 4.40 и 4.34 задают нерегулярное частично инвариантное решение ранга 1
дефекта 1, которое называется простой волной в газовой динамике [4]. Поверхности уровня
инвариантных функций – плоскости.
Рассмотрим автомодельную простую волну на подалгебре 4.26. Инварианты задают

представление решения

�⃗� = 𝑡−1�⃗�+ �⃗�1(𝛼), 𝑝 = 𝑝(𝛼), 𝜌 = 𝜌(𝛼), 𝛼 = 𝛼(𝑡, �⃗�).

Уравнения (2.1) принимают вид

�⃗�′1(𝐷𝛼 + 𝑡−1�⃗� · ▽𝛼) + 𝑡−1�⃗�1 + 𝜌−1𝑝′ ▽ 𝛼 = 0,

𝜌′(𝐷𝛼 + 𝑡−1�⃗� · ▽𝛼) + 𝜌(�⃗�′1 · ▽𝛼 + 3𝑡−1) = 0,

𝑆 ′(𝐷𝛼 + 𝑡−1�⃗� · ▽𝛼) = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆), (3.1)

где 𝐷 = 𝜕𝑡 + �⃗�1 · ▽.
Если 𝑆 ′ ̸= 0, то 𝑝′ ̸= 0,

▽𝛼 = − 𝜌

𝑡𝑝′
�⃗�1 ⇒ �⃗�′1 × �⃗�1 = 0 ⇒ �⃗�′1 = 𝛽(𝛼)�⃗�1;

𝛼𝑡 =
𝜌

𝑡𝑝′
(𝑡−1�⃗�+ �⃗�1) · �⃗�1.
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Совместность приводит к условию 𝛽 = 0, �⃗�1 = �⃗�0 – постоянная инвариантная скорость.
Тогда для энтальпии и скорости получаем формулы

𝑖 =

∫︁
𝜌−1𝑑𝑝 = −𝑡−1�⃗�0 · �⃗�+ �⃗�20 ln |𝑡| + 𝑖0, �⃗� = 𝑡−1�⃗�+ �⃗�0. (3.2)

При этом энтропия и плотность – произвольные функции параметра 𝛼. Поверхность уров-
ня инвариантных функций – плоскость с нормалью �⃗�0, двигающаяся в направлении нор-
мали с переменной скоростью и ускорением.
При изэнтропическом движении 𝑆 = 𝑆0 система (3.1) имеет два уравнения

𝛼𝑡 = −3𝜌(𝑡𝜌′)−1 − (�⃗�1 + 𝑡−1�⃗�+ 𝜌(𝜌′)−1�⃗�′1) · ▽𝛼,
𝜌(𝜌′)−1�⃗�′1(3𝑡

−1 + �⃗�′1 · ▽𝛼) = 𝑡−1�⃗�1 + 𝑝′𝜌−1 ▽ 𝛼.

Скалярное умножение второго уравнения на �⃗�′1 дает

�⃗�′1 · ▽𝛼(�⃗�21 − 𝑝′𝜌′𝜌−2) = 𝑡−1(𝜌′𝜌−1�⃗� · �⃗�′1 − 3�⃗�′21 ).

При �⃗�21 ̸= 𝑝′𝜌′𝜌−2 получим

▽𝛼 = 𝑡−1�⃗� ⇒ �⃗�′ × �⃗� = 0 ⇒
�⃗� = �⃗�0𝑚

′(𝛼)−1, 𝑚(𝛼) = 𝑡−1�⃗�0 · �⃗�,
𝛼𝑡 = −𝑡−1(3𝜌𝜌′−1 + (�⃗�1 + 𝑡−1�⃗�+ 𝜌𝜌′−1�⃗�′1) · �⃗�) ⇒

3𝜌+ (𝜌𝜅)′ = 0 (3.3)

где 𝜅 = �⃗�0 · �⃗�1, �⃗�′21 ̸= 𝑝′𝜌′𝜌−2,

�⃗� = − 𝜌

𝑝′
�⃗�1 + �⃗�′1

𝜌𝑝′−1�⃗�1 · �⃗�′1 − 3

�⃗�′21 − 𝑝′𝜌′𝜌−2
. (3.4)

Можно считать 𝑚′ = 1. Поверхность уровня – плоскость с нормалью �⃗�0. Условия совмест-
ности принимают вид

�⃗�0(
𝜌′

𝜌
− 𝜌′′

𝜌′
+
𝜌′

3𝜌
(�⃗�1 +

𝜌

𝜌′
)′ · �⃗�) = 0. (3.5)

Если �⃗� = 0, то из (3.3) следует решение системы (3.1):

𝛼 = 𝑡, 𝜌 = 𝜌0𝑡
−3, �⃗�1 = �⃗�0𝑡

−1, 𝑝 = 𝑓(𝑆0, 𝜌0𝑡
−1). (3.6)

При �⃗�0 ̸= 0 умножим скалярно (3.4) на �⃗�0

(𝜅′ + 3)�⃗�′21 = 𝜌−1𝜌′(𝑝′𝜌−1𝜅′ + �⃗�1 · �⃗�′1).
В силу этого равенства (3.4) принимает вид

(�⃗�1 · �⃗�′1 − 3𝜌−1𝑝′)((𝑝′𝜌−1�⃗�0 + �⃗�1)𝜌
′𝜌−1 − �⃗�′1(𝜅

′ + 3)) = 0.

Если обнуляем первый сомножитель, то в силу (3.4), (3.3) получим решение

�⃗�1 = −�⃗�0𝐴
−2
0 𝛼, 𝛼 = 𝑡−1�⃗�0 · �⃗�, 𝜌 = 𝜌0𝛼

2, 𝑝 = 𝑝0 +
3𝜌0
4𝐴2

0

𝛼4. (3.7)

Обнуляем второй сомножитель, получим решение

𝜌′

𝜌
= −𝜅

′ + 3

𝜅
, 𝐴2

0

𝑝′

𝜌
= −𝜅(𝜅𝜅′ + 1), �⃗�1 = 𝐴−2

0 �⃗�0𝜅+ �⃗�0 exp(−
∫︁
𝜅−1𝑑𝛼). (3.8)

Осталось рассмотреть случай �⃗�′21 = 𝑝′𝜌′𝜌−2. Удобно ввести энтальпию 𝑖 =
∫︀
𝜌−1𝑑𝑝 и

вместо параметра 𝛼 плотность 𝜌(𝛼). Система уравнений (3.1) принимает вид

𝜌�⃗�21𝜌 = 𝑖𝜌, �⃗�21 = 6𝑖, �⃗�1 · �⃗�1𝜌 = 3𝑖𝜌,

𝜌�⃗�1𝜌(3𝑡
−1 + �⃗�1𝜌 · ▽𝜌) = 𝑡−1�⃗�1 + 𝑖𝜌 ▽ 𝜌,

𝜌𝑡 + (�⃗�1 + 𝜌�⃗�1𝜌 + 𝑡−1�⃗�) · ▽𝜌 = −3𝑡−1𝜌. (3.9)



ПРОСТЫЕ ЧАСТИЧНО ИНВАРИАНТНЫЕ РЕШЕНИЯ 95

Замена переменных

�⃗� = 𝑡−1�⃗�, 𝑡3𝜌 = 𝑅(𝑡, �⃗�)

приводит систему (3.9) к простому виду

𝑅𝑡 + (𝑅�⃗�1)𝑅 · ▽𝑅 = 0,

𝑖𝑅 ▽𝑅 + �⃗�1 = 𝑅�⃗�1𝑅(3 + �⃗�1𝑅 · ▽𝑅), (3.10)

𝑅�⃗�21𝑅 = 𝑖𝑅, �⃗�21 = 6𝑖, �⃗�1 · �⃗�1𝑅 = 3𝑖𝑅.

Условия совместности векторного уравнения в (3.10) имеет вид нулевого смешанного про-
изведения

(�⃗�1𝑅𝑅, �⃗�1𝑅, �⃗�1) = 0,

которое равносильно системе уравнений

�⃗�1𝑅𝑅 = 𝑎�⃗�1𝑅 + 𝑏�⃗�1, 𝑅�⃗�21𝑅 = 𝑖𝑅, �⃗�21 = 6𝑖, (3.11)

где

𝑎 =
𝑖𝑅𝑅(𝑖− 3𝑅𝑖𝑅) + (𝑖𝑅 −𝑅−1𝑖)𝑖𝑅

𝑖𝑅(2𝑖− 3𝑅𝑖𝑅)
, 𝑏 =

𝑖𝑖𝑅𝑅 + 3−1𝑅−1𝑖𝑅
2(2𝑖− 3𝑅𝑖𝑅)

.

Общее решение первого уравнения системы (3.10)

𝑅 = 𝜙(𝐼), 𝐼 = �⃗� − 𝑡(𝑅�⃗�1)𝑅

подставляем во второе векторное уравнение

𝑖𝑅 ▽ 𝜙−𝑅�⃗�1𝑅(�⃗�1𝑅 · ▽𝜙) = (3𝑅�⃗�1𝑅 − �⃗�1)(1 + 𝑡▽ 𝜙 · (�⃗�1𝑅)𝑅𝑅).

Здесь переменная 𝑡 свободная, от нее искомая функция 𝜙 не зависит. Значит, коэффициент
при 𝑡 нужно занулить и тем самым получить условие совместности системы (3.10)

▽𝜙 · (�⃗�1𝑅)𝑅𝑅 = 0 ⇒ ▽𝑅 · (�⃗�1𝑅)𝑅𝑅 = 0.

Скалярное умножение векторного уравнения в (3.10) на �⃗�1 дает еще одно уравнение для
определения величин

�⃗�1𝑅 · ▽𝑅 =
3𝑅𝑏(2𝑖− 3𝑅𝑖𝑅)

𝑖𝑅(3𝑅2𝑏+𝑅𝑎+ 2)
= 𝛽, �⃗�1 · ▽𝑅 = −𝛽 2 +𝑅𝑎

𝑅𝑏
.

Подстановка этих выражений в (3.10) дает совместную систему равенств

𝑅𝑡 = 𝛽(𝑅𝑏)−1(2 +𝑅𝑎−𝑅2𝑏) = 𝑁(𝑅), ▽𝑅 = 𝑖−1
𝑅 (−�⃗�1 +𝑅�⃗�1𝑅(3 + 𝛽)) = �⃗�0𝑒

𝑘(𝑅),

где �⃗�0 – постоянный вектор. Общее решение каждого из уравнений имеет вид∫︁
𝑁(𝑅)−1𝑑𝑅 = 𝑡+ 𝑓(�⃗�),

∫︁
𝑒−𝑘(𝑅)𝑑𝑟 = �⃗�0 · �⃗� +𝑚(𝑡).

Поскольку эти равенства задают одно и то же решение, то

𝑓(�⃗�) = �⃗�0 · �⃗�, 𝑚(𝑡) = 𝑡, 𝑁 = 𝑒𝑘(𝑅).

Итак, получили решение ∫︁
𝑒−𝑘(𝑅)𝑑𝑅 = 𝑡+ �⃗�0 · �⃗�

с произвольной функцией 𝑖(𝜌), и инвариантной скоростью, удовлетворяющей (3.11).
Рассмотрим стационарную простую волну на подалгебре 4.10. Инварианты задают пред-

ставление решения в цилиндрической системе координат

𝑈 = 𝑈(𝛼), 𝑞𝐶 = 𝑞(𝛼), 𝜗𝐶 = 𝑥− 𝜃 + 𝜗(𝛼), 𝑝 = 𝑝(𝛼), 𝜌 = 𝜌(𝛼), 𝛼 = 𝛼(𝑡, �⃗�).

Система (2.2) принимает вид

𝑈 ′𝐷𝛼 + 𝜌−1𝑝′𝛼𝑥 = 0,



96 С.В. ХАБИРОВ

𝑞′𝐷𝛼 + 𝜌−1𝑝′𝜕𝑐𝛼 = 0,

𝑞(𝜗′𝐷𝛼 + 𝑈) + 𝜌−1𝑝′𝜕𝑠𝛼 = 0,

𝜌′𝐷𝛼 + 𝜌(𝑈 ′𝛼𝑥 + 𝑞′𝜕𝑐𝛼 + 𝑞𝜗′𝜕𝑠𝛼) = 0,

𝑆 ′𝐷𝛼 = 0, (3.12)

где 𝐷 = 𝜕𝑡 + 𝑈𝜕𝑥 + 𝑞𝜕𝑐, 𝜕𝑐 = cos𝜗𝐶𝜕𝑟 + 𝑟−1 sin𝜗𝐶𝜕𝜃, 𝜕𝑠 = − sin𝜗𝐶𝜕𝑟 + 𝑟−1 cos𝜗𝐶𝜕𝜃.
Пусть 𝑆 ′ ̸= 0, 𝑝′ = 0. Тогда 𝐷𝛼 = 0, 𝑞𝑈 = 0.
При 𝑈 = 0 из (3.12) имеем переопределенную систему

𝛼𝑡 + 𝑞𝜕𝑐𝛼 = 0, 𝑞′𝜕𝑐𝛼 + 𝑞𝜗′𝜕𝑠𝛼 = 0. (3.13)

Общее решение первого уравнения системы (3.13)

𝑞𝑡+ 𝑟 cos𝜗𝐶 + 𝜙(𝑥, 𝛼, 𝐼), 𝐼 = 𝑟 sin𝜗𝐶

подставим во второе уравнение системы (3.13)

𝑞′ = 𝑞𝜗′𝜙𝐼 ⇒ 𝜙 = 𝑞′(𝑞𝜗′)−1𝐼 + 𝜓(𝑥, 𝛼).

Таким образом, общее решение (3.13) имеет вид

𝑞𝑡 = 𝑟 cos𝜗𝐶 + 𝑞′(𝑞𝜗′)−1𝑟 sin𝜗𝑐 + 𝜓(𝑥, 𝛼), 𝜗𝑐 = 𝑥− 𝜃 + 𝜗(𝛼). (3.14)

При 𝑞 = 0 система (3.12)
𝛼𝑡 + 𝑈𝛼𝑥 = 0, 𝑈 ′𝛼𝑥 = 0

имеет решение
𝑈 = 𝑈0, 𝛼 = 𝛼(𝑥− 𝑈0𝑡, 𝑟, 𝜃)

или
𝛼 = 𝛼(𝑟, 𝜃) при 𝑈 ′ ̸= 0.

При 𝑆 ′ ̸= 0, 𝑝′ ̸= 0 система (3.12) противоречива.
Пусть 𝑆 ′ = 0, 𝑈 ′ ̸= 0, 𝑖′ = 𝜌−1𝑝′ ̸= 0. Тогда из (3.12) следует

𝛼𝑥 = 𝐴(𝛼) = 𝑞2𝑈𝑈 ′𝜗′𝑖′−1(𝑈 ′2 + 𝑞′2 + 𝑞2𝜗′2 − 𝜌−1𝜌′𝑖′)−1,

𝛼𝑡 = −𝑘(𝛼)𝐴, 𝑘(𝛼) = 𝑈 + 𝑈 ′−1(𝑖′ + 𝑞𝑞′), (3.15)

𝜕𝑐𝛼 = 𝑞′𝑈 ′−1𝐴, 𝜕𝑠𝛼 = 𝑞𝜗′𝑈 ′−1𝐴− 𝑞𝑈𝑖′−1.

Изучение совместности приводит к равенству 𝐴𝑘′ = 0.
Случай 𝐴 = 0 приводит к противоречию.
При 𝑘 = 𝑘0 – постоянная справедлив интеграл Бернулли

𝑈2 + 𝑞2 + 2𝑖 = 2𝑘0𝑈 +𝐵0.

Если 𝜗′ = 0, то решений нет.
При 𝜗′ ̸= 0 система (3.15) принимает вид

𝛼 = 𝛼(𝑠, 𝑟, 𝜃), 𝑠 = 𝑥− 𝑘0𝑡,

𝛼𝑠 = 𝐴(𝛼), 𝜗𝐶 = 𝑠− 𝜃 + 𝜗+ 𝑘0𝑡,

𝑞′𝑈 ′−1𝐴 = 𝜕𝑐𝛼, 𝑞(−𝑈𝑖′−1 + 𝜗′𝑈 ′−1𝐴) = 𝜕𝑠𝛼.

Дифференцирование по 𝑡 дает

𝑘0𝜕𝑠𝛼 = 0, 𝑘0𝜕𝑐𝛼 = 0.

При 𝑘0 ̸= 0 получим решение

𝑞 = 𝑞0 ̸= 0, 𝑖′ = 𝑈 ′(𝑘0 − 𝑈), 𝜌(𝑘0 − 𝑈) = 𝜌0,

𝑘0

∫︁
𝑈−1𝑑𝜗− 𝜗 = 𝑥− 𝑘0𝑡. (3.16)
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При 𝑘0 = 0 получим соотношения

𝜗𝐶 = 𝑥− 𝜃 + 𝜗(𝛼), 𝛼𝑡 = 0,

∫︁
𝐴−1𝑑𝛼 = 𝑥+ 𝜙(𝑟, 𝜃),

𝑞′𝑈 ′−1 = 𝜕𝐶𝜙, 𝑞𝐴−1(−𝑈𝑖′−1 + 𝜗′𝐴𝑈 ′−1) = 𝜕𝑆𝜙. (3.17)

Дифференцирование (3.17) по 𝑥 дает уравнения совместности

𝑞′𝑈 ′−1 = 𝑎0 sin𝜎(𝛼), 𝑞𝐴−1(𝑈𝑖′−1 − 𝜗′𝐴𝑈 ′−1) = 𝑎0 cos𝜎(𝛼),

𝜎 + 𝜗 = −
∫︁
𝐴−1𝑑𝛼 = −𝑥− 𝜙.

Уравнения (3.17) переписываются в виде

−𝑎0 cos𝜙 = sin 𝜃𝜙𝑟 + 𝑟−1 cos 𝜃𝜙𝜃,

−𝑎0 sin𝜙 = cos 𝜃𝜙𝑟 − 𝑟−1 sin 𝜃𝜙𝜃.

В декартовых координатах 𝑦 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑧 = 𝑟 sin 𝜃 уравнения принимают вид

𝜙𝑦 = −𝑎0 sin𝜙, 𝜙𝑧 = −𝑎0 cos𝜙.

Условия совместности таково 𝑎0 = 0. Значит, 𝜙 = 0, 𝑞′ = 0, 𝑈 ′2 = 𝜌−1𝜌′𝑖′, и решение∫︁
𝜌𝜗′𝑈 ′𝑈−1𝜌′−1𝑑𝛼 = 𝑥,

редуцируется к инвариантному на подалгебре 3.33 [4].
Случай 𝑈 ′ ̸= 0, 𝑝′ = 0, 𝑆 ′ = 0 сводится к одномерной простой изобарической волне

𝑝 = 𝑝0, 𝑆 = 𝑆0, 𝑉 = 𝑊 = 0, 𝑥− 𝑡𝑈 = 𝐹 (𝑈, 𝑟, 𝜃). (3.18)

Случай 𝑆 = 𝑆0, 𝑈 = 𝑈0, 𝑝 = 𝑝0 – постоянные, дает решение

𝑞0𝑡+ 𝜓(𝑥, 𝑥+ 𝜗) = 𝑟 cos(𝑥+ 𝜗− 𝜃),

где 𝑞 = 𝑞0 – постоянная, 𝜓(𝑥, 𝐼) – произвольная функция.
В случае 𝑆 = 𝑆0, 𝑝 = 𝑝0, 𝑞

′ ̸= 0, 𝑈 = 0 имеем переопределенную систему

𝛼𝑡 + 𝑞𝜕𝑐𝛼 = 0, 𝑞′𝜕𝑐𝛼 + 𝑞𝜗′𝜕𝑠𝛼 = 0.

Общее решение последнего уравнения имеет вид

𝑟(𝑞′ sin𝜗𝐶 + 𝑞𝜗′ cos𝜗𝐶) = 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝛼). (3.19)

Первое уравнение определяет функцию 𝜙

𝜙𝑡 = 𝑞2𝜗′ ⇒ 𝜙 = 𝑞2𝑡𝜗′ + 𝜓(𝑥, 𝛼).

Получаем решение в неявном виде 𝑈 = 0,

𝑟(𝑞′ sin(𝑥− 𝜃 + 𝜗) + 𝑞𝜗′ cos(𝑥− 𝜃 + 𝜗)) = 𝑞2𝑡𝜗′ + 𝜓(𝑥, 𝛼), (3.20)

где 𝑞(𝛼), 𝜗(𝛼) – произвольные функции, 𝑝0 = 𝑓(𝜌0, 𝑆0). Решение с произволом в две функ-
ции 𝑞(𝛼) и 𝜓(𝑥, 𝜗).
Случай 𝑆 = 𝑆0, 𝑈 = 𝑈0, 𝑝

′ ̸= 0 приводит к противоречию, т.е. к отсутствию решения.
Итак, на подалгебре (4.10) получили серию простых волн, которые задаются формулами

(3.14), (3.16), (3.18), (3.20).
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4. Заключение

Простые решения на 4-мерных подалгебрах являются регулярные и нерегулярные ча-
стично инвариантные решения ранга 1 дефекта 1. Для их классификации вычислены ба-
зисы точечных инвариантов для всех 48 классов подалгебр из оптимальной системы непо-
добных подалгебр 11-мерной алгебры Ли, допускаемой уравнениями механики сплошной
среды. Для модели гидродинамического типа найдены новые простые волны для трех
подалгебр с регулярными частично инвариантными решениями и для двух подалгебр с
нерегулярными частично инвариантными решениями.
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