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ТРЕТИЙ ПОТЕНЦИАЛ ДВОЙНОГО СЛОЯ

ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО ДВУОСЕСИММЕТРИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА

Т.Г. ЭРГАШЕВ

Аннотация. Потенциал двойного слоя играет важную роль при решении краевых
задач для эллиптических уравнений, при исследовании которого существенно исполь-
зуются свойства фундаментальных решений данного уравнения. В настоящее время
все фундаментальные решения обобщенного двуосесимметрического уравнения Гельм-
гольца известны, но, несмотря на это, только для первого из них построена теория
потенциала. В данной работе исследуется потенциал двойного слоя, соответствую-
щий третьему фундаментальному решению. Используя свойства гипергеометрической
функции Аппеля от двух переменных, доказываются предельные теоремы и выводятся
интегральные уравнения, содержащие в ядре плотность потенциала двойного слоя.

Ключевые слова: обобщенное двуосесимметрическое уравнение Гельмгольца; фор-
мула Грина; фундаментальное решение; третий потенциал двойного слоя; гипергеомет-
рические функции Аппеля от двух переменных; интегральные уравнения с плотностью
потенциала двойного слоя в ядре.
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1. Введение

Многочисленные приложения теории потенциала можно найти в механике жидкости,
эластодинамике, электромагнетизме и акустике. С помощью этой теории краевые задачи
удаётся свести к решению интегральных уравнений.
Потенциал двойного слоя играет важную роль при решении краевых задач для эллип-

тических уравнений. Потому что, метод разделения переменных и метод функции Грина
позволяют получить явное выражение для решения краевых задач только в случае об-
ластей простейшего вида, а сведение краевых задач при помощи потенциала двойного
слоя к интегральным уравнениям, с одной стороны, удобно для теоретического исследо-
вания вопроса о разрешимости и единственности краевых задач, с другой стороны, дает
возможность эффективного численного решения краевых задач для областей сложной
формы [1,2].
Применяя метод комплексного анализа (основанный на аналитических функциях),

впервые Гильберт [3] построил интегральное представление решений следующего обоб-
щенного двуосесимметрического уравнения Гельмгольца

𝐻𝜆
𝛼,𝛽(𝑢) ≡ 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 +

2𝛼

𝑥
𝑢𝑥 +

2𝛽

𝑦
𝑢𝑦 − 𝜆2𝑢 = 0, (𝐻𝜆

𝛼,𝛽)

где 𝛼, 𝛽 и 𝜆− постоянные, причем 0 < 2𝛼, 2𝛽 < 1.
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Фундаментальные решения уравнения (𝐻𝜆
𝛼,𝛽) найдены в работе [4]. Когда 𝜆 = 0, все

четыре фундаментальные решения 𝑞𝑖(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)(𝑖 = 1, 4) уравнения 𝐻0
𝛼,𝛽(𝑢) = 0 можно

выразить с помощью гипергеометрической функции Аппеля от двух переменных второго
рода 𝐹2 (𝑎, 𝑏1, 𝑏2; 𝑐1, 𝑐2;𝑥, 𝑦), определенной по формуле [5,6,7]

𝐹2 (𝑎, 𝑏1, 𝑏2; 𝑐1, 𝑐2;𝑥, 𝑦) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑎)𝑚+𝑛(𝑏1)𝑚(𝑏2)𝑛
(𝑐1)𝑚(𝑐2)𝑛𝑚!𝑛!

𝑥𝑚𝑦𝑛,

где (𝑎)𝑛 — символ Похгаммера: (𝑎)0 = 1, (𝑎)𝑛 = 𝑎(𝑎+ 1)(𝑎+ 2)...(𝑎+ 𝑛− 1), 𝑛 = 1, 2, ....
К такому направлению исследований примыкает работа [8], в которой построены фун-

даментальные решения 𝐵-эллиптических уравнений с младшими членами вида

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 2𝛼𝑢𝑥 +
2𝛽

𝑦
𝑢𝑦 − 𝜆2𝑢 = 0.

В работах [9] и [10] изложена теория потенциала для простейшего вырождающегося
эллиптического уравнения 𝐻0

𝛼,𝛽(𝑢) = 0 при 𝛼 = 0 и 𝛽 = 0, соответственно.

В [11] построена теория потенциала двойного слоя для уравнения (𝐻𝜆
𝛼,𝛽) при 𝜆 = 0 в

области

Ω ⊂ 𝑅2
+ {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 > 0, 𝑦 > 0}

лишь для первого фундаментального решения 𝑞1(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0).
В настоящей работе мы исследуем потенциал двойного слоя, соответствующий третьему

фундаментальному решению

𝑞3(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) =

= 𝑘3
(︀
𝑟2
)︀−𝛼+𝛽−1

𝑦1−2𝛽𝑦1−2𝛽
0 𝐹2 (1 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 1 − 𝛽; 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂) , (1.1)

где

𝑘3 =
22+2𝛼−2𝛽

4𝜋

Γ(𝛼)Γ(1 − 𝛽)Γ(1 + 𝛼− 𝛽)

Γ(2𝛼)Γ(2 − 2𝛽)
, (1.2)

𝑟2

𝑟21
𝑟22

⎫⎬⎭ =

⎛⎝𝑥− 𝑥0
𝑥+ 𝑥0
𝑥− 𝑥0

⎞⎠2

+

⎛⎝𝑦 − 𝑦0
𝑦 − 𝑦0
𝑦 + 𝑦0

⎞⎠2

, 𝜉 =
𝑟2 − 𝑟21
𝑟2

, 𝜂 =
𝑟2 − 𝑟22
𝑟2

. (1.3)

Нетрудно проверить, что функция 𝑞3(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) обладает следующими свойствами

𝜕𝑞3(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0, (1.4)

𝑞3(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)|𝑦=0 = 0.

2. Формула Грина

Рассмотрим тождество

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
[︀
𝑢𝐻0

𝛼,𝛽(𝑣) − 𝑣𝐻0
𝛼,𝛽(𝑢)

]︀
=

=
𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑥2𝛼𝑦2𝛽 (𝑣𝑥𝑢− 𝑣𝑢𝑥)

]︀
+

𝜕

𝜕𝑦

[︀
𝑥2𝛼𝑦2𝛽 (𝑣𝑦𝑢− 𝑣𝑢𝑦)

]︀
.

Интегрируя обе части последнего тождества по области Ω, расположенной в первой чет-
верти (𝑥 > 0, 𝑦 > 0) и пользуясь формулой Остроградского, получим∫︁∫︁

Ω

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
[︀
𝑢𝐻0

𝛼,𝛽(𝑣) − 𝑣𝐻0
𝛼,𝛽(𝑢)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 =
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=

∫︁
𝑆

𝑥2𝛼𝑦2𝛽𝑢 (𝑣𝑥𝑑𝑦 − 𝑣𝑦𝑑𝑥) − 𝑥2𝛼𝑦2𝛽𝑣 (𝑢𝑥𝑑𝑦 − 𝑢𝑦𝑑𝑥) , (2.1)

где 𝑆 = 𝜕Ω — контур области Ω.
Формула Грина (2.1) выводится при следующих предположениях: функции 𝑢(𝑥, 𝑦),

𝑣(𝑥, 𝑦) и их частные производные первого порядка непрерывны в замкнутой области Ω ,
частные производные второго порядка непрерывны внутри Ω и интегралы по Ω, содержа-
щие 𝐻0

𝛼,𝛽(𝑢) и 𝐻0
𝛼,𝛽(𝑣), имеют смысл. Если 𝐻0

𝛼,𝛽(𝑢) и 𝐻0
𝛼,𝛽(𝑣) не обладают непрерывностью

вплоть до 𝑆, то это — несобственные интегралы, которые получаются как пределы по
любой последовательности областей Ω𝑛, которые содержатся внутри Ω, когда эти области
Ω𝑛 стремятся к Ω, так что всякая точка, находящаяся внутри Ω, попадает внутрь областей
Ω𝑛, начиная с некоторого номера 𝑛.
Если 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑥, 𝑦) суть решения уравнения 𝐻0

𝛼,𝛽(𝑢) = 0, то из формулы (2.1) имеем∫︁
𝑆

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
(︂
𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑛
− 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠 = 0. (2.2)

Здесь
𝜕

𝜕𝑛
=
𝑑𝑦

𝜕𝑠

𝜕

𝜕𝑥
− 𝑑𝑥

𝜕𝑠

𝜕

𝜕𝑦
(2.3)

— оператор производной по внешней нормали 𝑛 к кривой 𝑆 и

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 𝑐𝑜𝑠(𝑛, 𝑥),

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= −𝑐𝑜𝑠(𝑛, 𝑦) (2.4)

— направляющие косинусы этой нормали.
Полагая в формуле (2.1) 𝑣 ≡ 1 и заменяя 𝑢 на 𝑢2, получим∫︁∫︁

Ω

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
[︀
𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
𝑆

𝑥2𝛼𝑦2𝛽𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑑𝑠,

где 𝑢(𝑥, 𝑦) — решение уравнения 𝐻0
𝛼,𝛽(𝑢) = 0.

Наконец, из формулы (2.2), полагая 𝑣 ≡ 1, будем иметь∫︁
𝑆

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑑𝑠 = 0, (2.5)

т.е. интеграл от нормальной производной решения уравнения 𝐻0
𝛼,𝛽(𝑢) = 0 с весом 𝑥2𝛼𝑦2𝛽

по контуру области равен нулю.

3. Потенциал двойного слоя 𝑤(3)(𝑥0, 𝑦0)

. Пусть Ω — область, ограниченная отрезками (0, 𝑎) и (0, 𝑏) осей 𝑥 и 𝑦, соответственно,
и кривой Γ с концами в точках 𝐴(𝑎, 0) и 𝐵(0, 𝑏), лежащей в первой четверти 𝑥 > 0, 𝑦 > 0
плоскости 𝑅2.
Параметрическое уравнение кривой Γ пусть будет 𝑥 = 𝑥(𝑠) и 𝑦 = 𝑦(𝑠) (𝑠 ∈ [0, 𝑙]), где

𝑠 — длина дуги, отсчитываемая от точки 𝐵. Относительно кривой Γ будем предполагать,
что:
1) функции 𝑥 = 𝑥(𝑠) и 𝑦 = 𝑦(𝑠) имеют непрерывные производные 𝑥′(𝑠) и 𝑦′(𝑠) на отрезке

[0, 𝑙], не обращающиеся одновременно в нуль; вторые производные 𝑥′′(𝑠) и 𝑦′′(𝑠) удовлетво-
ряют условию Гельдера с показателем 𝜀(0 < 𝜀 < 1) на [0, 𝑙], где 𝑙 — длина кривой Γ;
2) в окрестностях точек 𝐴(𝑎, 0) и 𝐵(0, 𝑏) на кривой Γ выполняются условия
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⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥

𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑦1+𝜀 (𝑠) ,

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑦

𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑥1+𝜀 (𝑠) , (3.1)

где 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Координаты переменной точки на кривой Γ будем обозначать через (𝑥, 𝑦).
Рассмотрим интеграл

𝑤(3)(𝑥0, 𝑦0) =

𝑙∫︁
0

𝑥2𝛼𝑦2𝛽𝜇3(𝑠)
𝜕𝑞3(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠, (3.2)

где 𝜇3(𝑠) — непрерывная функция в промежутке [0, 𝑙], а 𝑞3(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) — фундаменталь-
ное решение уравнения 𝐻0

𝛼,𝛽(𝑢) = 0, определенное по формуле (1.1).
Интеграл (3.2) будем называть третьим потенциалом двойного слоя с плотностью

𝜇3(𝑠). Очевидно, что 𝑤
(3)(𝑥0, 𝑦0) есть регулярное решение уравнения 𝐻

0
𝛼,𝛽(𝑢) = 0 в любой

области, лежащей в первой четверти, не имеющей общих точек ни с кривой Γ, ни с осью 𝑥,
ни с осью 𝑦. Как и в случае логарифмического потенциала, можно показать существование
потенциала двойного слоя (3.2) в точках кривой Γ для ограниченной плотности 𝜇3(𝑠).

Лемма 1. Справедливы следующие формулы

𝑤(3)(𝑥0, 𝑦0) =

⎧⎨⎩
𝑗(𝑥0, 𝑦0) − 1, если (𝑥0, 𝑦0) ∈ Ω,
𝑗(𝑥0, 𝑦0) − 1

2
, если (𝑥0, 𝑦0) ∈ Γ,

𝑗(𝑥0, 𝑦0), если (𝑥0, 𝑦0) /∈ Ω,
(3.3)

где Ω := Ω ∪ Γ;

𝑗(𝑥0, 𝑦0) = (1 − 2𝛽)𝑘3𝑦
1−2𝛽
0

𝑎∫︀
0

𝑥2𝛼×

×
(︀
(𝑥− 𝑥0)

2 + 𝑦20
)︀−𝛼+𝛽−1

𝐹

(︂
1 + 𝛼− 𝛽, 𝛼; 2𝛼;

−4𝑥𝑥0
(𝑥− 𝑥0)2 + 𝑦20

)︂
𝑑𝑥. (3.4)

Здесь 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =
∞∑︀
𝑘=0

(𝑎)𝑘(𝑏)𝑘
(𝑐)𝑘𝑘!

𝑧𝑘 — гипергеометрическая функция Гаусса.

Доказательство. Случай 1. Пусть точка (𝑥0, 𝑦0) находится внутри Ω. Вырежем из об-
ласти Ω круг малого радиуса 𝜌 с центром в точке (𝑥0, 𝑦0) и обозначим через Ω𝜌 оставшу-
юся часть области Ω, а через 𝐶𝜌 окружность вырезанного круга. В области Ω𝜌 функция
𝑞3(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) — регулярное решение уравнения 𝐻0

𝛼,𝛽(𝑢) = 0. Используя формулу для
производной гипергеометрической функции Аппеля [12]

𝜕𝑚+𝑛𝐹2(𝑎; 𝑏1, 𝑏2; 𝑐1, 𝑐2;𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑦𝑛
=

=
(𝑎)𝑚+𝑛(𝑏1)𝑚(𝑏2)𝑛

(𝑐1)𝑚(𝑐2)𝑛
𝐹2(𝑎+𝑚+ 𝑛; 𝑏1 +𝑚, 𝑏2 + 𝑛; 𝑐1 +𝑚, 𝑐2 + 𝑛;𝑥, 𝑦) (3.5)

имеем
𝜕𝑞3(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑥
= −2(1 + 𝛼− 𝛽)𝑘3

(︀
𝑟2
)︀−𝛼+𝛽−2

𝑦1−2𝛽𝑦1−2𝛽
0 𝑃 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0), (3.6)

где

𝑃 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) = (𝑥− 𝑥0)𝐹2(1 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 1 − 𝛽; 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)+

+𝑥0𝐹2(2 + 𝛼− 𝛽; 1 + 𝛼, 1 − 𝛽; 1 + 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)+

+(𝑥− 𝑥0)

[︂
(1 + 𝛼− 𝛽)𝛼

2𝛼
𝜉𝐹2(2 + 𝛼− 𝛽; 1 + 𝛼, 1 − 𝛽; 1 + 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)
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+
1 − 𝛽

2 − 2𝛽
𝜂𝐹2(2 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 2 − 𝛽; 2𝛼, 3 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)

]︂
. (3.7)

Далее применяя известное соотношение [5]:

𝑏1
𝑐1
𝑥𝐹2 (𝑎+ 1; 𝑏1 + 1, 𝑏2; 𝑐1 + 1, 𝑐2;𝑥, 𝑦) +

𝑏2
𝑐2
𝑦𝐹2 (𝑎+ 1; 𝑏1, 𝑏2 + 1; 𝑐1, 𝑐2 + 1;𝑥, 𝑦) =

= 𝐹2 (𝑎+ 1; 𝑏1, 𝑏2; 𝑐1, 𝑐2;𝑥, 𝑦) − 𝐹2 (𝑎; 𝑏1, 𝑏2; 𝑐1, 𝑐2;𝑥, 𝑦) ,

к квадратной скобке в (3.7), получим

𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑥
= −2(1 + 𝛼− 𝛽)𝑘3

(︀
𝑟2
)︀−𝛼+𝛽−2

𝑦1−2𝛽𝑦1−2𝛽
0 ×

× [𝑥0𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽; 1 + 𝛼, 1 − 𝛽; 1 + 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂) +

+(𝑥− 𝑥0)𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 1 − 𝛽; 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)] . (3.8)

Аналогично находим

𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑦
= −2(1 + 𝛼− 𝛽)𝑘3

(︀
𝑟2
)︀−𝛼+𝛽−2

𝑦1−2𝛽𝑦1−2𝛽
0 ×

× [𝑦0𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 2 − 𝛽; 2𝛼, 3 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂) +

+ (𝑦 − 𝑦0)𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 1 − 𝛽; 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)] +

+(1 − 2𝛽)𝑘3
(︀
𝑟2
)︀−𝛼+𝛽−1

𝑦−2𝛽𝑦1−2𝛽
0 𝐹2 (1 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 1 − 𝛽; 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂) . (3.9)

Пользуясь (3.8) и (3.9), в силу (1.1),(2.3) и (2.4), найдем

𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑛
= (1 + 𝛼− 𝛽)𝑘3

(︀
𝑟2
)︀−𝛼+𝛽−2

𝑦−2𝛽𝑦1−2𝛽
0 𝑄 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) , (3.10)

где

𝑄 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) = −𝑟2𝑦𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 1 − 𝛽; 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)
𝜕

𝜕𝑛

[︀
ln 𝑟2

]︀
−

−2𝑦𝑦0𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽; 1 + 𝛼, 1 − 𝛽; 1 + 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)
𝑑𝑥

𝑑𝑠
+

+2𝑥0𝑦𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 2 − 𝛽; 2𝛼, 3 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)
𝑑𝑦

𝑑𝑠
+

+(1 − 2𝛽)𝑟2𝐹2 (1 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 1 − 𝛽; 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)
𝑑𝑥

𝑑𝑠
.

Теперь интегрируя нормальную производную 𝜕
𝜕𝑛
𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) с весом 𝑥

2𝛼𝑦2𝛽 по границе
области Ω𝜌, в силу (2.5), получим

𝑎∫︁
0

𝑥2𝛼
[︂
𝑦2𝛽

𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑛

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

𝑑𝑥+

𝑙∫︁
0

𝑥2𝛼𝑦2𝛽𝜇3(𝑠)
𝜕𝑞3(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠−

− lim
𝜌→0

∫︁
𝐶𝜌

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠−

𝑏∫︁
0

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

𝑑𝑦 = 0.

Далее, с учетом (3.2) и (1.4), имеем

𝑤
(3)
1 (𝑥0, 𝑦0) = lim

𝜌→0

∫︁
𝐶𝜌

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠+

+

𝑎∫︁
0

𝑥2𝛼
[︂
𝑦2𝛽

𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑦

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

𝑑𝑥. (3.11)
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Подставив (3.10) в (3.11), найдем

𝑤
(3)
1 (𝑥0, 𝑦0) = 𝑘3𝑦

1−2𝛽
0 lim

𝜌→0
{(1 + 𝛼− 𝛽) [−𝐽1 − 2𝑦0𝐽2 + 2𝑥0𝐽3] + 𝐽4} + 𝐽5, (3.12)

где

𝐽1 =

∫︁
𝐶𝜌

𝑥2𝛼𝑦
(︀
𝑟2
)︀−𝛼+𝛽−1

𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 1 − 𝛽; 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)
𝜕

𝜕𝑛

[︀
ln 𝑟2

]︀
𝑑𝑠,

𝐽2 =

∫︁
𝐶𝜌

𝑥2𝛼𝑦
(︀
𝑟2
)︀−𝛼+𝛽−2

𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽; 1 + 𝛼, 1 − 𝛽; 1 + 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)
𝑑𝑥(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠,

𝐽3 =

∫︁
𝐶𝜌

𝑥2𝛼𝑦
(︀
𝑟2
)︀−𝛼+𝛽−2

𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 2 − 𝛽; 2𝛼, 3 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)
𝑑𝑦(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠,

𝐽4 = (1 − 2𝛽)

∫︁
𝐶𝜌

𝑥2𝛼
(︀
𝑟2
)︀−𝛼+𝛽−1

𝐹2 (1 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 1 − 𝛽; 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂)
𝑑𝑥(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠,

𝐽5 =

𝑎∫︁
0

𝑥2𝛼
[︂
𝑦2𝛽

𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑦

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

𝑑𝑥.

Вводя полярные координаты

𝑥 = 𝑥0 + 𝜌 cos𝜙, 𝑦 = 𝑦0 + 𝜌 sin𝜙 (3.13)

в интеграле 𝐽1, получим

𝐽1 =

2𝜋∫︁
0

(𝑥0 + 𝜌 cos𝜙)2𝛼(𝑦0 + 𝜌 sin𝜙)×

×
(︀
𝜌2
)︀−𝛼+𝛽−1

𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 1 − 𝛽; 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂) 𝑑𝜙. (3.14)

Исследуем подынтегральное выражение в (3.14). Применяя последовательно известные
формулы [13]

𝐹2 (𝑎; 𝑏1, 𝑏2; 𝑐1, 𝑐2;𝑥, 𝑦) =

=
∞∑︁
𝑖=0

(𝑎)𝑖(𝑏1)𝑖(𝑏2)𝑖
(𝑐1)𝑖(𝑐2)𝑖𝑖!

𝑥𝑖𝑦𝑖𝐹 (𝑎+ 𝑖, 𝑏1 + 𝑖; 𝑐1 + 𝑖;𝑥)𝐹 (𝑎+ 𝑖, 𝑏2 + 𝑖; 𝑐2 + 𝑖; 𝑦)

и

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐, 𝑥) = (1 − 𝑥)−𝑏𝐹

(︂
𝑐− 𝑎, 𝑏; 𝑐,

𝑥

𝑥− 1

)︂
, (3.15)

получим

𝐹2 (𝑎; 𝑏1, 𝑏2; 𝑐1, 𝑐2;𝑥, 𝑦) =
(1 − 𝑥)−𝑏1

(1 − 𝑦)𝑏2

∞∑︁
𝑖=0

(𝑎)𝑖(𝑏1)𝑖(𝑏2)𝑖
(𝑐1)𝑖(𝑐2)𝑖𝑖!

(︂
𝑥

1 − 𝑥

)︂𝑖(︂
𝑦

1 − 𝑦

)︂𝑖

×

×𝐹
(︂
𝑐1 − 𝑎, 𝑏1 + 𝑖; 𝑐1 + 𝑖;

𝑥

𝑥− 1

)︂
𝐹

(︂
𝑐2 − 𝑎, 𝑏2 + 𝑖; 𝑐2 + 𝑖;

𝑦

𝑦 − 1

)︂
. (3.16)

Воспользовавшись теперь формулой (3.16) гипергеометрическую функцию Аппеля
𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 1 − 𝛽; 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂) запишем в виде

𝐹2 (2 + 𝛼− 𝛽;𝛼, 1 − 𝛽; 2𝛼, 2 − 2𝛽; 𝜉, 𝜂) =

=
(︀
𝜌2
)︀1+𝛼−𝛽(︀

𝜌2 + 4𝑥20 + 4𝑥0𝜌 cos 𝜙
)︀−𝛼(︀

𝜌2 + 4𝑦20 + 4𝑦0𝜌 sin 𝜙
)︀𝛽−1

𝑃11, (3.17)



ТРЕТИЙ ПОТЕНЦИАЛ ДВОЙНОГО СЛОЯ ДЛЯ . . . 117

где

𝑃11 =
∞∑︁
𝑖=0

(2 + 𝛼− 𝛽)𝑖(𝛼)𝑖(1 − 𝛽)𝑖
(2𝛼)𝑖(2 − 2𝛽)𝑖𝑖!

×

×
(︂

4𝑥20 + 4𝑥0𝜌 cos 𝜙

𝜌2 + 4𝑥20 + 4𝑥0𝜌 cos 𝜙

)︂𝑖(︂
4𝑦20 + 4𝑦0𝜌 sin 𝜙

𝜌2 + 4𝑦20 + 4𝑦0𝜌 sin 𝜙

)︂𝑖

×

×𝐹
(︂
𝛼 + 𝛽 − 2, 𝛼 + 𝑖; 2𝛼 + 𝑖;

4𝑥20 + 4𝑥0𝜌 cos 𝜙

𝜌2 + 4𝑥20 + 4𝑥0𝜌 cos𝜙

)︂
×

×𝐹
(︂
−𝛼− 𝛽, 1 − 𝛽 + 𝑖; 2 − 2𝛽 + 𝑖;

4𝑦20 + 4𝑦0𝜌 sin𝜙

𝜌2 + 4𝑦20 + 4𝑦0𝜌 sin 𝜙

)︂
.

Используя известную формулу для 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 1) [14]

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 1) =
Γ (𝑐) Γ (𝑐− 𝑎− 𝑏)

Γ (𝑐− 𝑎) Γ (𝑐− 𝑏)
, 𝑐 ̸= 0,−1,−2, ...,Re (𝑐− 𝑎− 𝑏) > 0, (3.18)

получим

lim
𝜌→0

𝑃11 =
Γ(2𝛼)Γ(2 − 2𝛽)

Γ(2 + 𝛼− 𝛽)Γ(1 − 𝛽)Γ(𝛼)
. (3.19)

Таким образом, в силу (3.14), (3.17) и (3.19), окончательно получим

−(1 + 𝛼− 𝛽)𝑘3
1−2𝛽
0 lim

𝜌→0
𝐽1 = −1. (3.20)

Далее, учитывая, что
lim
𝜌→0

𝜌 ln 𝜌 = 0, (3.21)

мы имеем
lim
𝜌→0

𝐽2 = lim
𝜌→0

𝐽3 = lim
𝜌→0

𝐽4 = 0. (3.22)

Наконец, рассмотрим интеграл 𝐽5, который, согласно формуле (3.9), можно привести к
виду (3.4), т.е.

𝐽5 = 𝑗(𝑥0, 𝑦0). (3.23)

Теперь, в силу (3.20) — (3.23), из (3.12) следует, что в точке (𝑥0, 𝑦0) ∈ Ω имеет место
равенство

𝑤
(3)
1 (𝑥0, 𝑦0) = 𝑗(𝑥0, 𝑦0) − 1.

Случай 2. Пусть теперь точка (𝑥0, 𝑦0) совпадает с некоторой точкой 𝑀0, лежащей на
кривой Γ. Проведем окружность малого радиуса 𝜌 с центром в точке (𝑥0, 𝑦0) . Эта окруж-
ность вырежет часть Γ𝜌 кривой Γ. Оставшуюся часть кривой обозначим через Γ−Γ𝜌. Обо-
значим через 𝐶 ′

𝜌 часть окружности 𝐶𝜌 , лежащей внутри области Ω и рассмотрим область
Ω𝜌, ограниченную кривыми Γ−Γ𝜌, 𝐶

′
𝜌 и отрезками [0, 𝑎] и [0, 𝑏] осей 𝑥 и 𝑦, соответственно.

Тогда имеем

𝑤
(3)
1 (𝑥0, 𝑦0) ≡

𝑙∫︁
0

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠 =

= lim
𝜌→0

∫︁
Γ−Γ𝜌

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠. (3.24)

Так как точка (𝑥0, 𝑦0) лежит вне этой области, то в этой области функция 𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)
является регулярным решением уравнения 𝐻0

𝛼,𝛽(𝑢) = 0 и в силу (2.5) верно равенство∫︁
Γ−Γ𝜌

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠 =

𝑎∫︁
0

𝑥2𝛼
[︂
𝑦2𝛽

𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑦

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

𝑑𝑥+
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+

𝑏∫︁
0

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

𝑑𝑦 +

∫︁
𝐶𝜌

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕

𝜕𝑛
{𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)} 𝑑𝑠. (3.25)

Подставляя (3.25) в (3.24), с учетом (3.23) и (1.4), получим

𝑤
(3)
1 (𝑥0, 𝑦0) = 𝑗(𝑥0, 𝑦0) + lim

𝜌→0

∫︁
𝐶𝜌

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠.

Вводя снова полярные координаты (3.13) с центром в точке (𝑥0, 𝑦0) в интеграле∫︁
𝐶𝜌

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕

𝜕𝑛
{𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)} 𝑑𝑠

и переходя к пределу при 𝜌→ 0, получим

lim
𝜌→0

∫︁
𝐶𝜌

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕

𝜕𝑛
{𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)} 𝑑𝑠 = −1

2
.

Таким образом,

𝑤
(3)
1 (𝑥0, 𝑦0) = 𝑗(𝑥0, 𝑦0) −

1

2
.

Cлучай 3. Положим, наконец, что точка (𝑥0, 𝑦0) лежит вне области Ω. Тогда
𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) есть регулярное решение уравнения 𝐻

0
𝛼,𝛽(𝑢) = 0 внутри области Ω с непре-

рывными производными всех порядков вплоть до контура Γ, и в силу (2.5)

𝑤
(3)
1 (𝑥0, 𝑦0) ≡

𝑙∫︁
0

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕

𝜕𝑛
{𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)} 𝑑𝑠 =

=

𝑎∫︁
0

𝑥2𝛼
[︂
𝑦2𝛽

𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑦

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

𝑑𝑥 = 𝑗(𝑥0, 𝑦0).

Лемма 2. Справедливы следующие формулы:

𝑤(2)(0, 𝑦0) =

⎧⎨⎩ 𝑗(0, 𝑦0) − 1, если 𝑦0 ∈ (0, 𝑏),
𝑗(0, 𝑦0) − 1

2
, если 𝑦0 = 0 или 𝑦0 = 𝑏,

𝑗(0, 𝑦0), если 𝑏 < 𝑦0,

где

𝑗 (0, 𝑦0) =
1 − 2𝛽

1 + 2𝛼

(︂
𝑎2

𝑦20 + 𝑎2

)︂ 1
2
+𝛼

𝑘3𝐹

(︂
1

2
+ 𝛽,

1

2
+ 𝛼;

3

2
+ 𝛼;

𝑎2

𝑦20 + 𝑎2

)︂
. (3.26)

Доказательство. Сначала исследуем функцию 𝑗(𝑥0, 𝑦0), определенную формулой (3.4),
при 𝑥0 = 0:

𝑗(0, 𝑦0) = (1 − 2𝛽)𝑘3𝑦
1−2𝛽
0

𝑎∫︁
0

𝑥2𝛼
(︀
𝑥2 + 𝑦20

)︀−𝛼+𝛽−1
𝑑𝑥.

Используя известную формулу [14]
𝑎∫︁

0

𝑥𝜆−1
(︀
𝑥2 + 𝑏2

)︀𝜈
𝑑𝑥 =

1

𝜆
𝑏2𝜈𝑎𝜆𝐹

(︂
−𝜈, 𝜆

2
,
𝜆+ 2

2
;
−𝑎2

𝑏2

)︂
, (𝑎𝑏 > 0, 𝜆 > 0),
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получим

𝑗(0, 𝑦0) = (1 − 2𝛽)𝑘3𝑎
1+2𝛽𝑦−1−2𝛽

0 𝐹

(︂
𝛼− 𝛽 + 1,

1

2
+ 𝛼;

3

2
+ 𝛼;

−𝑎2

𝑦20

)︂
. (3.27)

Далее, воспользовавшись формулой (3.15) получим функцию 𝑗(0, 𝑦0), определенную
формулой (3.26). Учитывая известную формулу (3.18) для 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 1) и значение 𝑘3 из
формулы (1.2), из (3.26) легко следует, что 𝑗(0, 0) = 1.
Пусть теперь точка (𝑥0, 𝑦0) находится на оси 𝑦 и пусть в первом случае будет 𝑦0 ∈ (0, 𝑏).

Проведем прямую 𝑥 = ℎ (ℎ > 0 — достаточно мало) и рассмотрим область Ωℎ, которая
есть часть области Ω, лежащая справа от прямой 𝑥 = ℎ. Применяя формулу (2.5), получим

𝑤
(3)
1 (0, 𝑦0) = 𝐽6 + 𝐽7, (3.28)

где

𝐽6 = lim
ℎ→0

𝑎∫︁
ℎ

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦; 0, 𝑦0)

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

𝑑𝑥,

𝐽7 = lim
ℎ→0

𝑦1∫︁
0

𝑦2𝛽𝑥2𝛼
𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦; 0, 𝑦0)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=ℎ

𝑑𝑥.

Здесь 𝑦1 — ордината точки пересечения кривой Γ с прямой 𝑥 = ℎ.
Нетрудно заметить, что

𝐽6 = 𝑗(0, 𝑦0). (3.29)

Теперь рассмотрим второе слагаемое в (3.28), которое, в силу (3.8), принимает вид

𝐽7 = −2(1 − 𝛼− 𝛽)𝑘3𝑦
1−2𝛽
0 𝐽8, (3.30)

где

𝐽8 = ℎ1+2𝛼

𝑦1∫︁
0

𝑦
𝐹
(︁

2 + 𝛼− 𝛽, 1 − 𝛽; 2 − 2𝛽;− 4𝑦𝑦0
(𝑦−𝑦0)2+ℎ2

)︁
[︀
(𝑦 − 𝑦0)

2 + ℎ2
]︀2+𝛼−𝛽

𝑑𝑦.

Преобразуем 𝐽8. Воспользовавшись формулой (3.15), получим

𝐽8 = ℎ1+2𝛼

𝑦1∫︁
0

𝑦
𝐹
(︁
−𝛼− 𝛽, 1 − 𝛽; 2 − 2𝛽; 4𝑦𝑦0

(𝑦+𝑦0)
2+ℎ2

)︁
[︀
(𝑦 − 𝑦0)

2 + ℎ2
]︀1+𝛼[︀

(𝑦 + 𝑦0)
2 + ℎ2

]︀1−𝛽
𝑑𝑥,

Теперь вместо 𝑦 введем новую переменную интегрирования 𝑦 = 𝑦0 + ℎ𝑡. Совершая замену
переменных, получим

𝐽8(ℎ, 𝑦0) =

𝑙2∫︁
𝑙1

(𝑦0 + ℎ𝑡)
𝐹
(︁
−𝛼− 𝛽, 1 − 𝛽; 2 − 2𝛽, 4𝑦0(𝑦0+ℎ𝑡)

(2𝑦0+ℎ𝑡)2+ℎ2

)︁
(1 + 𝑡2)𝛼+1[︀(2𝑦0 + ℎ𝑡)2 + ℎ2

]︀1−𝛽
𝑑𝑡, (3.31)

где

𝑙1 = −𝑦0
ℎ
, 𝑙2 =

𝑦1 − 𝑦0
ℎ

.

Принимая во внимание, что

lim
ℎ→0

𝐹

(︂
−𝛼− 𝛽, 1 − 𝛽; 2 − 2𝛽,

4𝑦0 (𝑦0 + ℎ𝑡)

(2𝑦0 + ℎ𝑡)2 + ℎ2

)︂
=

= 𝐹 (−𝛼− 𝛽, 1 − 𝛽; 2 − 2𝛽; 1) =
Γ (2 − 2𝛽) Γ (1 + 𝛼)

Γ (2 + 𝛼− 𝛽) Γ (1 − 𝛽)
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и
+∞∫︁

−∞

𝑑𝑡

(1 + 𝑡2)𝛼+1 =
𝜋Γ(2𝛼)

22𝛼−1𝛼Γ2(𝛼)
,

из (3.29) — (3.31) находим

𝑤
(3)
1 (0, 𝑦0) = 𝑗(0, 𝑦0) − 1.

Остальные три случая, когда 𝑦0 = 0, 𝑦0 = 𝑏 и 𝑦0 > 𝑏, доказываются аналогично первому
случаю.

Лемма 3. Для любых точек (𝑥, 𝑦) и (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑅2
+ при 𝑥 ̸= 𝑥0 и 𝑦 ̸= 𝑦0 справедливо

неравенство

|𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)| 6
Γ(𝛼)Γ(1 − 𝛽)

𝜋Γ(1 + 𝛼− 𝛽)

4𝛼−𝛽𝑦1−2𝛽𝑦1−2𝛽
0

(𝑟21)
𝛼
(𝑟22)

1−𝛽
×

×𝐹
[︂
𝛼, 1 − 𝛽; 1 + 𝛼− 𝛽;

(︂
1 − 𝑟2

𝑟21

)︂(︂
1 − 𝑟2

𝑟22

)︂]︂
, (3.32)

где 𝛼 и 𝛽 — действительные числа, причем 0 < 2𝛼, 2𝛽 < 1, а 𝑟, 𝑟1 и 𝑟2 — выражения,
определенные в (1.3).

Доказательство. Из (3.16) следует, что

𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) = 𝑘3𝑦
1−2𝛽𝑦1−2𝛽

0

(︀
𝑟21
)︀−𝛼(︀

𝑟22
)︀𝛽−1×

×
∞∑︁
𝑖=0

(1 + 𝛼− 𝛽)𝑖(𝛼)𝑖(1 − 𝛽)𝑖
(2𝛼)𝑖(2 − 2𝛽)𝑖𝑖!

(︂
1 − 𝑟2

𝑟21

)︂𝑖(︂
1 − 𝑟2

𝑟22

)︂𝑖

×

×𝐹
(︂
𝛼 + 𝛽 − 1, 𝛼 + 𝑖; 2𝛼 + 𝑖; 1 − 𝑟2

𝑟21

)︂
×

×𝐹
(︂

1 − 𝛼− 𝛽, 1 − 𝛽 + 𝑖; 2 − 2𝛽 + 𝑖; 1 − 𝑟2

𝑟22

)︂
, (3.33)

Теперь, ввиду следующих неравенств:

𝐹

(︂
𝛼 + 𝛽 − 1, 𝛼 + 𝑖; 2 − 2𝛼 + 𝑖; 1 − 𝑟2

𝑟21

)︂
6

(2𝛼)𝑖Γ(2𝛼)Γ(1 − 𝛽)

(1 + 𝛼− 𝛽)𝑖Γ(1 + 𝛼− 𝛽)Γ(𝛼)
и

𝐹

(︂
1 − 𝛼− 𝛽, 1 − 𝛽 + 𝑖; 2 − 2𝛽 + 𝑖; 1 − 𝑟2

𝑟22

)︂
6

(2 − 2𝛽)𝑖Γ(2 − 2𝛽)Γ(𝛼)

(1 + 𝛼− 𝛽)𝑖Γ(1 + 𝛼− 𝛽)Γ(1 − 𝛽)
,

из (3.33) следует неравенство (3.32).

В силу известной формулы [6]

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑎+ 𝑏; 𝑧) = − Γ (𝑎+ 𝑏)

Γ (𝑎) Γ (𝑏)
𝐹 (𝑎, 𝑏; 1; 1 − 𝑧) ln (1 − 𝑧) +

+
Γ (𝑎+ 𝑏)

Γ2 (𝑎) Γ2 (𝑏)

∞∑︁
𝑗=0

Γ (𝑎+ 𝑗) Γ (𝑏+ 𝑗)

(𝑗!)2
[2𝜓 (1 + 𝑗) − 𝜓 (𝑎+ 𝑗) − 𝜓 (𝑏+ 𝑗)] (1 − 𝑧)𝑗,

(−𝜋 < arg (1 − 𝑧) < 𝜋, 𝑎, 𝑏 ̸= 0,−1,−2, ...), из (3.32) следует [4], что функция 𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)
имеет логарифмическую особенность при 𝑟 = 0.
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Лемма 4. Если кривая Γ удовлетворяет перечисленным выше условиям, то∫︁
Γ

𝑥2𝛼𝑦2𝛽
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑞3 (𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑠 6 𝐶1, (3.34)

где 𝐶1 — постоянная.

Доказательство. Неравенство (3.34) следует из условий (3.1) и формулы (3.10).

Формулы (3.3) показывают, что при 𝜇3(𝑠) ≡ 1 потенциал двойного слоя испытывает раз-
рыв непрерывности, когда точка (𝑥, 𝑦) пересекает кривую Γ. В случае произвольной непре-
рывной плотности 𝜇3(𝑠) имеет место

Теорема 1. Потенциал двойного слоя 𝑤(3)(𝑥0, 𝑦0) имеет пределы при стремлении точ-
ки (𝑥0, 𝑦0) к точке (𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)) кривой Γ извне или изнутри. Если предел значений

𝑤
(3)
𝑖 (𝑥0, 𝑦0) изнутри обозначить через 𝑤(3)(𝑠), а предел извне — через 𝑤

(3)
𝑒 (𝑠), то имеют

место формулы

𝑤
(3)
𝑖 (𝑡) = −1

2
𝜇3 (𝑡) +

𝑙∫︁
0

𝜇3 (𝑠)𝐾3 (𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠

и

𝑤(3)
𝑒 (𝑡) =

1

2
𝜇3(𝑡) +

𝑙∫︁
0

𝜇3(𝑠)𝐾3(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠,

где

𝐾3(𝑠, 𝑡) = [𝑥(𝑠)]2𝛼[𝑦(𝑠)]2𝛽
𝜕

𝜕𝑛
{𝑞3 [𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠) ;𝑥0(𝑡), 𝑦0(𝑡)]} .

Доказательство. Справедливость утверждений теоремы 1 следует из лемм 1 — 4.

Функция

𝑤
(3)
0 (𝑠) =

𝑙∫︁
0

𝜇3(𝑡)𝐾3(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡

непрерывна при 0 6 𝑠 6 𝑙 , что следует из хода доказательства теоремы 1. В силу ре-
зультатов теоремы 1 и непрерывности функций 𝑤3

0(𝑠) и 𝜇3(𝑠) при 0 6 𝑠 6 𝑙, следует, что
потенциал двойного слоя 𝑤(3)(𝑥0, 𝑦0) есть функция непрерывная внутри области Ω вплоть
до кривой Γ. Точно также 𝑤(3)(𝑥0, 𝑦0) непрерывна вне области 𝐷 вплоть до кривой Γ.
В заключении отметим, что полученные в настоящем сообщении результаты играют

важную роль при решении краевых задач для уравнения 𝐻0
𝛼,𝛽(𝑢) = 0. При этом решение

поставленной задачи ищется в виде третьего потенциала двойного слоя (3.2) с неизвестной
плотностью 𝜇3(𝑠), для определения которой используется известная теория интегральных
уравнений Фредгольма второго рода.
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