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О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОГО КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫХ

ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В 𝑝-АДИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ СТРУН

С.М. АНДРИЯН, A.К. КРОЯН, Х.А. ХАЧАТРЯН

Аннотация. Исследован один класс интегральных уравнений со степенной нелиней-
ностью на всей прямой. Указанный класс уравнений возникает в 𝑝-адической теории
открыто-замкнутых струн. С применением метода последовательных приближений и
с обоснованием их сходимости доказано существование нетривиального непрерывного
нечетного и ограниченного решения на всей числовой прямой. Изучено асимптотиче-
ское поведение решения при неограниченном возрастании аргумента. Получены инте-
гральные оценки и ряд свойств аппроксимаций решения рассматриваемого уравнения.
При некоторых дополнительных ограничениях устанавливается также единственность
построенного решения в определенном классе непрерывных функций. Приведены при-
меры интегральных ядер уравнения, удовлетворяющих всем условиям сформулиро-
ванных теорем. Когда ядерная функция – гауссовское распределение из доказанных
результатов, как частный случай, получена теорема В.С. Владимирова – Я.И. Воло-
вича.
Ключевые слова: последовательные приближения, предел решения, поточечная схо-
димость, непрерывность.
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1. Введение

Настоящая работа посвящена исследованию следующего нелинейного интегрального
уравнения на всей прямой:

𝜙𝑝(𝑥) =

∞∫︁
−∞

𝜆
(︀
|𝑥|, |𝑡|

)︀
𝐾(𝑥− 𝑡)𝜙(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R (1.1)

относительно искомой нечетной и непрерывной на R функции 𝜙(𝑥). Здесь 𝑝 > 2 — произ-
вольное нечетное число, а функции 𝜆 и 𝐾 обладают следующими свойствами:

(a) 𝜆 ∈ 𝐶(R+ × R+); 𝐾 ∈ 𝐶(R), R+ ≡ [0,∞);

(b) 𝐾 ∈ 𝐿1(R)
⋂︀
𝐿∞(R); 𝐾(𝜏) ≥ 0, 𝜏 ∈ R;

∞∫︀
−∞

𝐾(𝜏) 𝑑𝜏 = 1;

(c) 𝐾(−𝜏) = 𝐾(𝜏), 𝜏 ∈ R+;
∞∫︀

−∞
𝑡2𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 < +∞; 𝐾(𝜏) ↓ по 𝜏 на R+;

(d) 0 6 𝜆(𝑥, 𝑡) 6 1, (𝑥, 𝑡) ∈ R+ × R+;
∞∫︀
0

𝑡 sup
𝑥∈R+

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑑𝑡 < +∞.
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Уравнение (1.1) возникает в 𝑝-адической теории струн и описывает динамику тахионов
открыто-замкнутых 𝑝-адических струн (см. [1]-[3]). Рассматриваемое уравнение является
в некотором смысле дальнейшим обобщением уравнения с 𝜆(𝑥, 𝑡) ≡ 1 и с ядром вида

𝐾(𝑥) =
1√
𝜋
𝑒−𝑥2

,

изученного академиком В.С. Владимировым и Я.И. Воловичем в работе [2]. В работе
[4] одного из авторов это уравнение (и соответствующее двухмерное уравнение) иссле-
довалось также в случае 𝜆(𝑥, 𝑡) ≡ 1, но с ядром 𝐾, удовлетворяющим только условиям
(𝑎)− (𝑐). В настоящей работе доказывается существование нетривиального непрерывного
нечетного и ограниченного решения на всей числовой оси. Вычислены пределы постро-
енного решения в ±∞. При некоторых дополнительных ограничениях устанавливается
и единственность построенного решения в определенном классе непрерывных функций.
В конце работы приводятся примеры функций 𝜆(𝑥, 𝑡) и𝐾(𝑥), удовлетворяющих всем усло-
виям сформулированных теорем.

2. Существование нетривиального нечетного непрерывного

и ограниченного решения на всей числовой оси

Сначала докажем ключевую лемму, которая будет использована при доказательстве
теоремы существования нетривиального решения уравнения (1.1) на всей числовой оси.
С этой целью рассмотрим следующее вспомогательное линейное однородное уравнение
Вольтерра:

B(𝑥) =

∞∫︁
𝑥

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝑉 (𝑡− 𝑥)− 𝑉 (𝑥+ 𝑡)

)︀
B(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+ (2.1)

относительно функции B(𝑥), где

𝑉 (𝜏) = 2𝐾(𝜏), 𝜏 ∈ R+. (2.2)

Лемма 2.1. При выполнении условий (𝑎) − (𝑑) уравнение (2.1) обладает неотрица-

тельным нетривиальным непрерывным и ограниченным на полуоси R+ решением B(𝑥)
с асимптотикой в бесконечности: lim

𝑥→+∞
B(𝑥) = 1.

Доказательство. Рассмотрим следующее линейное неоднородное уравнение Вольтерра:

𝜓(𝑥) = 𝑔(𝑥) +

∞∫︁
𝑥

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝑉 (𝑡− 𝑥)− 𝑉 (𝑡+ 𝑥)

)︀
𝜓(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+ (2.3)

со специальным свободным членом

𝑔(𝑥) ≡
∞∫︁
𝑥

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑉 (𝑡− 𝑥) 𝑑𝑡+

∞∫︁
𝑥

𝑉 (𝑡+ 𝑥)𝜆(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+. (2.4)

Из свойств (𝑏) и (𝑐) ядра 𝐾 легко следует, что

𝐾(𝑥− 𝑡) ≥ 𝐾(𝑥+ 𝑡), ∀(𝑥, 𝑡) ∈ R+ × R+. (2.5)

На основании (2.2), (2.5) и первого свойства (𝑐) ядра 𝐾 имеем:

𝑉 (𝑡− 𝑥) ≥ 𝑉 (𝑥+ 𝑡), ∀(𝑥, 𝑡) ∈ R+ × R+. (2.6)
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А с учетом свойств (𝑐) и (𝑑) из (2.4) нетрудно убедиться, что свободный член обладает
следующими свойствами:

𝑔 ∈ 𝐿1(R+) ∩ 𝐿∞(R+); 𝑚1(𝑔) ≡
∞∫︁
0

𝑥𝑔(𝑥)𝑑𝑥 < +∞. (2.7)

Непосредственной проверкой убеждаемся, что 𝜓0(𝑥) ≡ 1 — решение уравнения (2.3). Дока-
жем, что, кроме указанного решения, оно обладает также и суммируемым ограниченным
на R+ решением 𝜓1(𝑥). С этой целью рассмотрим следующие последовательные прибли-
жения:

𝜓(𝑛+1)(𝑥) = 𝑔(𝑥) +

∞∫︁
𝑥

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝑉 (𝑡− 𝑥)− 𝑉 (𝑡+ 𝑥)

)︀
𝜓(𝑛)(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . (2.8)

с нулевым приближением 𝜓(0)(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ R+.
Индукцией по 𝑛 легко можно доказать, что последовательность функций {𝜓(𝑛)(𝑥)}∞𝑛=0

для ∀𝑥 ∈ R+ возрастает по 𝑛 :

𝜓(𝑛)(𝑥) ↑ по 𝑛. (2.9)

Ниже покажем, что эта последовательность функций также ограничена сверху неко-
торой суммируемой на R+ функцией. Наряду с уравнением (2.3) рассмотрим следующее
консервативное уравнение восстановления:

𝜓(𝑥) = 𝑔(𝑥) +

∞∫︁
𝑥

𝑉 (𝑡− 𝑥)𝜓(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+. (2.10)

Учитывая результаты работы [5], заключаем, что уравнение (2.10) со свободным членом 𝑔
структуры (2.4) и со свойствами (2.7), с ядром 𝑉 структуры (2.2) и со свойствами (𝑎)− (𝑐)

обладает неотрицательным суммируемым ограниченным на R+ решением 𝜓(𝑥).
Индукцией по 𝑛 докажем, что для ∀𝑥 ∈ R+ имеет место оценка:

𝜓(𝑛)(𝑥) 6 𝜓(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (2.11)

Действительно, в случае 𝑛 = 0 неравенство (2.11) сразу следует из (2.10) в силу неот-

рицательности функций 𝑉 и 𝜓. Далее, пусть (2.11) выполняется при некотором 𝑛 ∈ N.
Тогда, имея в виду свойство (𝑑), неравенство (2.6) и неотрицательность ядерной функции
𝑉, из (2.8) имеем:

𝜓(𝑛+1)(𝑥) 6 𝑔(𝑥) +

∞∫︁
𝑥

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝑉 (𝑡− 𝑥)− 𝑉 (𝑡+ 𝑥)

)︀
𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 6

6 𝑔(𝑥) +

∞∫︁
𝑥

𝑉 (𝑡− 𝑥)𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜓(𝑥).

Применив вновь метод индукции по 𝑛, легко убеждаемся, что

𝜓(𝑛)(𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R+ и 𝜓(𝑛) ∈ 𝐶(R+), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Следовательно, на основании (2.9) и (2.11) заключаем, что последовательность непрерыв-
ных функций {𝜓(𝑛)(𝑥)}∞𝑛=0 имеет поточечный предел при 𝑛→ ∞:

lim
𝑛→+∞

𝜓(𝑛)(𝑥) = 𝜓(𝑥),
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более того, для предельной функции имеют место следующие оценки:

𝜓(𝑥) 6 1 и 𝑔(𝑥) 6 𝜓(𝑥) 6 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ R+. (2.12)

Так как поточечный предел измеримых функций является измеримым (см. [6]), то пре-

дельная функция 𝜓 измерима. Поскольку 𝜓 ∈ 𝐿1(R+) ∩ 𝐿∞(R+), то согласно неравенству
(2.12) можем утверждать, что и

𝜓 ∈ 𝐿1(R+) ∩ 𝐿∞(R+). (2.13)

Очевидно, что функция
B(𝑥) = 1− 𝜓(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ R+ (2.14)

является нетривиальным решением однородного уравнения (2.1). Принимая во внимание,
что 𝜆 ∈ 𝐶(R+ × R+), 𝑉 ∈ 𝐶(R+), из (2.1), (2.13) и (2.14) следует, что

B ∈ 𝐶(R+), (2.15)

а 1− B ∈ 𝐿1(R+) ∩ 𝐿∞(R+).
Убедимся, что lim

𝑥→+∞
B(𝑥) = 1. Действительно, на основании формулы (2.2) и свойств

(𝑏), (𝑑) из уравнения (2.1) имеем:

0 6 1−B(𝑥) =

∞∫︁
𝑥

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑉 (𝑡− 𝑥) 𝑑𝑡+

∞∫︁
2𝑥

𝑉 (𝜏) 𝑑𝜏 6

6

∞∫︁
𝑥

sup
𝑥∈R+

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑉 (𝑡− 𝑥) 𝑑𝑡+

∞∫︁
2𝑥

𝑉 (𝜏) 𝑑𝜏 6

6 𝐶

∞∫︁
𝑥

sup
𝑥∈R+

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

∞∫︁
2𝑥

𝑉 (𝜏) 𝑑𝜏 −−−−→
𝑥→+∞

0,

где 𝐶 ≡ sup
𝑥∈R+

𝑉 (𝑥). Таким образом, лемма доказана.

Теперь перейдем к формулировке и доказательству первого основного результата.

Теорема 2.1. Если выполнены условия (𝑎) − (𝑑), то уравнение (1.1) обладает нетри-

виальным нечетным непрерывным и ограниченным решением на всей числовой оси R,
причем

lim
𝑥→±∞

𝜙(𝑥) = ±1.

Более того, если для функции 𝐾 имеет место строгое неравенство: 𝐾(𝜏) > 0, 𝜏 ∈ R,
то

1− 𝜙 ∈ 𝐿1(0,+∞), 1 + 𝜙 ∈ 𝐿1(−∞, 0).

Доказательство. Шаг I.Прямой проверкой легко убедиться, что если 𝑓(𝑥)— непрерывное
на R+ решение следующего нелинейного интегрального уравнения:

𝑓𝑝(𝑥) =

∞∫︁
0

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝐾(𝑥− 𝑡)−𝐾(𝑥+ 𝑡)

)︀
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+, (2.16)

то

𝜙(𝑥) =

{︃
𝑓(𝑥), если 𝑥 ≥ 0,

−𝑓(−𝑥), если 𝑥 < 0
(2.17)

— нечетное и непрерывное решение уравнения (1.1).
Полагая

𝑆(𝑥) = 𝑓𝑝(𝑥), 𝑥 ∈ R+, (2.18)
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сведем изучение уравнения (2.16) к изучению нелинейного интегрального уравнения с
суммарно-разностным ядром на полуоси относительно функции 𝑆(𝑥):

𝑆(𝑥) =

∞∫︁
0

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝐾(𝑥− 𝑡)−𝐾(𝑥+ 𝑡)

)︀
𝑆𝛼(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+, (2.19)

где

𝛼 =
1

𝑝
∈
(︂
0,

1

2

)︂
. (2.20)

Шаг II. Для уравнения (2.19) рассмотрим следующие последовательные приближения:

𝑆𝑛+1(𝑥) =

∞∫︁
0

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝐾(𝑥− 𝑡)−𝐾(𝑥+ 𝑡)

)︀
𝑆𝛼
𝑛 (𝑡) 𝑑𝑡,

𝑆0(𝑥) ≡ 1, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+.

(2.21)

Используя (2.5) и условия (𝑏)− (𝑑), индукцией по 𝑛 можно несложно доказать, что

𝑆𝑛(𝑥) ↓ по 𝑛. (2.22)

Теперь докажем, что для любого 𝑛 = 0, 1, 2, . . . имеет место следующее неравенство:

𝑆𝑛(𝑥) ≥
(︂
1

2

)︂ 1
1−𝛼

B(𝑥), 𝑥 ∈ R+. (2.23)

В случае 𝑛 = 0 справедливость неравенства (2.23) непосредственно следует из (2.14).
Предположим (2.23) выполняется при некотором 𝑛 ∈ N. Тогда с учетом (2.5), (2.2), (2.14)
и (2.1) из (2.21) имеем:

𝑆𝑛+1(𝑥) ≥
(︂
1

2

)︂ 𝛼
1−𝛼

∞∫︁
0

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝐾(𝑥− 𝑡)−𝐾(𝑥+ 𝑡)

)︀
B 𝛼(𝑡) 𝑑𝑡 ≥

≥
(︂
1

2

)︂ 𝛼
1−𝛼

∞∫︁
𝑥

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝐾(𝑥− 𝑡)−𝐾(𝑥+ 𝑡)

)︀
B(𝑡) 𝑑𝑡 ≥

≥
(︂
1

2

)︂ 𝛼
1−𝛼

· 1
2
B(𝑥) =

(︂
1

2

)︂ 1
1−𝛼

B(𝑥).

Индукцией по 𝑛 можно также проверить, что

𝑆𝑛 ∈ 𝐶(R+), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (2.24)

Следовательно, на основании (2.22) и (2.23) последовательность функций {𝑆𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 имеет
поточечный предел при 𝑛→ ∞ : lim

𝑛→∞
𝑆𝑛(𝑥) = 𝑆(𝑥), причем предельная функция согласно

теореме Б. Леви (см. [6]) является решением уравнения (2.19) и удовлетворяет следующему
двойному неравенству: (︂

1

2

)︂ 1
1−𝛼

B(𝑥) 6 𝑆(𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R+. (2.25)

Принимая во внимание (𝑎), из (2.19) и (2.24) приходим к тому, что

𝑆 ∈ 𝐶(R+). (2.26)

Тогда на основании (2.24), (2.26) и теоремы Дини сходимость последовательности функций
{𝑆𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 в каждом компакте из R+ равномерна.
Шаг III. Целью этого шага является доказательство дополнительного свойства постро-

енного решения 𝑆 :
1− 𝑆 ∈ 𝐿1(R+). (2.27)
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Сперва с учетом неравенства (2.23) заметим, что

𝑆
1
𝑝
𝑛 (𝑡) + 𝑆

2
𝑝
𝑛 (𝑡) + · · ·+ 𝑆

𝑝−1
𝑝

𝑛 (𝑡) ≥
(︂
1

2

)︂ 1
𝑝−1

B
1
𝑝 (𝑡) +

(︂
1

2

)︂ 2
𝑝−1

B
2
𝑝 (𝑡) + ...+

1

2
B

𝑝−1
𝑝 (𝑡). (2.28)

Теперь воспользуемся леммой 2.1. Так как lim
𝑡→+∞

B(𝑡) = 1, B(𝑡) 6 1 и B ∈ 𝐶(R+), то

при всяком 𝜀 > 0 существует число 𝑟 > 0 такое, что при 𝑡 > 𝑟 выполняется неравенство
|1− B(𝑡)| 6 𝜀. Тогда, в частности, для 𝜀 = 1

2
существует число 𝑟0 > 0 такое, что

0 6 1− B(𝑡) 6
1

2
при 𝑡 ≥ 𝑟0

или
1

2
6 B(𝑡) 6 1 при 𝑡 ≥ 𝑟0. (2.29)

Учитывая неравенство (2.29), из (2.28) получаем, что при 𝑡 ≥ 𝑟0

1 + 𝑆
1
𝑝
𝑛 (𝑡) + 𝑆

2
𝑝
𝑛 (𝑡) + · · ·+ 𝑆

𝑝−1
𝑝

𝑛 (𝑡) ≥

≥ 1 +

(︂
1

2

)︂ 1
𝑝−1
(︂
1

2

)︂ 1
𝑝

+

(︂
1

2

)︂ 2
𝑝−1
(︂
1

2

)︂ 2
𝑝

+ ...+
1

2

(︂
1

2

)︂ 𝑝−1
𝑝

=

=

(︃
1−

(︂
1

2

)︂ 2𝑝−1
𝑝−1

)︃(︃
1−

(︂
1

2

)︂ 2𝑝−1
𝑝(𝑝−1)

)︃−1

≡ 𝜌1 > 1.

(2.30)

Индукцией по 𝑛 можно легко доказать, что

1− 𝑆𝑛 ∈ 𝐿1(R+), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (2.31)

Имея ввиду свойства (𝑏) ядра 𝐾, перепишем итерации (2.21) в следующем виде:

1− 𝑆𝑛+1(𝑥) =

∞∫︁
0

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)𝑆𝛼

𝑛 (𝑡)
)︀
𝐾(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡+

+

∞∫︁
0

𝜆(𝑥, 𝑡)𝐾(𝑥+ 𝑡)𝑆𝛼
𝑛 (𝑡) 𝑑𝑡+

∞∫︁
𝑥

𝐾(𝜏) 𝑑𝜏,

𝑆0(𝑥) = 1, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+.

(2.32)

Так как
∞∫︀

−∞
𝐾(𝑥)𝑑𝑥 = 1 и 𝐾(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ R, то имеет место неравенство

𝜌0 ≡
𝑟0∫︁

−∞

𝐾(𝑦)𝑑𝑦 < 1. (2.33)

Учитывая (2.30), (2.31), (2.33) и условия (𝑏)− (𝑑), из (2.32) на основании теоремы Фубини
имеем:

∞∫︁
0

(︀
1− 𝑆𝑛+1(𝑥)

)︀
𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

∞∫︁
0

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)𝑆𝛼

𝑛 (𝑡)
)︀
𝐾(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑥+

+

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝜆(𝑥, 𝑡)𝐾(𝑥+ 𝑡)𝑆𝛼
𝑛 (𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑥+

∞∫︁
0

∞∫︁
𝑥

𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑥 6
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6

∞∫︁
0

∞∫︁
0

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝐾(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑥+

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝜆(𝑥, 𝑡)𝐾(𝑥− 𝑡)
(︀
1− 𝑆𝛼

𝑛 (𝑡)
)︀
𝑑𝑡 𝑑𝑥+

+

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝐾(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑥+

∞∫︁
0

𝑡𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 6

∞∫︁
0

∞∫︁
0

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝐾(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡+

+

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)
(︀
1− 𝑆𝛼

𝑛 (𝑡)
)︀
𝑑𝑥 𝑑𝑡+ 2

∞∫︁
0

𝑡𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 6

6

∞∫︁
0

sup
𝑥∈R+

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀ ∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡+

∞∫︁
0

(︀
1− 𝑆𝛼

𝑛 (𝑡)
)︀ 𝑡∫︁
−∞

𝐾(𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑡+

+ 2

∞∫︁
0

𝑡𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 6

∞∫︁
0

1− 𝑆𝑛(𝑡)

1 + 𝑆
1
𝑝
𝑛 (𝑡) + 𝑆

2
𝑝
𝑛 (𝑡) + · · ·+ 𝑆

𝑝−1
𝑝

𝑛 (𝑡)

𝑡∫︁
−∞

𝐾(𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑡+

+

∞∫︁
0

sup
𝑥∈R+

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 2

∞∫︁
0

𝑡𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 =

=

𝑟0∫︁
0

1− 𝑆𝑛(𝑡)

1 + 𝑆
1
𝑝
𝑛 (𝑡) + 𝑆

2
𝑝
𝑛 (𝑡) + · · ·+ 𝑆

𝑝−1
𝑝

𝑛 (𝑡)

𝑡∫︁
−∞

𝐾(𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑡+

+

∞∫︁
𝑟0

1− 𝑆𝑛(𝑡)

1 + 𝑆
1
𝑝
𝑛 (𝑡) + 𝑆

2
𝑝
𝑛 (𝑡) + · · ·+ 𝑆

𝑝−1
𝑝

𝑛 (𝑡)

𝑡∫︁
−∞

𝐾(𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑡+

+

∞∫︁
0

sup
𝑥∈R+

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 2

∞∫︁
0

𝑡𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 6 𝜌0

𝑟0∫︁
0

(︀
1− 𝑆𝑛(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

1

𝜌1

∞∫︁
𝑟0

(︀
1− 𝑆𝑛(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

+

∞∫︁
0

sup
𝑥∈R+

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 2

∞∫︁
0

𝑡𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 6 max

(︂
𝜌0,

1

𝜌1

)︂ ∞∫︁
0

(︀
1− 𝑆𝑛+1(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

+

∞∫︁
0

sup
𝑥∈R+

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 2

∞∫︁
0

𝑡𝐾(𝑡) 𝑑𝑡.

Откуда следует

∞∫︁
0

(︀
1− 𝑆𝑛+1(𝑥)

)︀
𝑑𝑥 6

(︂
1−max

(︂
𝜌0,

1

𝜌1

)︂)︂−1

×

×

⎛⎝ ∞∫︁
0

sup
𝑥∈R+

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 2

∞∫︁
0

𝑡𝐾 (𝑡) 𝑑𝑡

⎞⎠ , 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

(2.34)
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Итак, с учетом (2.22), (2.34) и теоремы Б. Леви убеждаемся в справедливости (2.27), а
также получаем следующую оценку сверху:

∞∫︁
0

(︀
1− 𝑆(𝑥)

)︀
𝑑𝑥 6

(︂
1−max

(︂
𝜌0,

1

𝜌1

)︂)︂−1
⎛⎝ ∞∫︁

0

sup
𝑥∈R+

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 2

∞∫︁
0

𝑡𝐾(𝑡) 𝑑𝑡

⎞⎠ . (2.35)

Шаг IV. На последнем шаге докажем последнее утверждение теоремы:

lim
𝑥→±∞

𝜙(𝑥) = ±1, 1− 𝜙 ∈ 𝐿1(0,+∞), 1 + 𝜙 ∈ 𝐿1(−∞, 0). (2.36)

Поэтому сперва покажем, что lim
𝑥→+∞

𝑆(𝑥) = 1. Действительно, с учетом (2.25), (2.27) и

(𝑏)− (𝑑) из (2.19) следует, что

0 6 1−𝑆(𝑥) 6
∞∫︁
0

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝐾(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝜆(𝑥, 𝑡)𝐾(𝑥− 𝑡)
(︀
1− 𝑆𝛼(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 2

∞∫︁
𝑥

𝐾(𝑢) 𝑑𝑢 6

6

∞∫︁
0

sup
𝑥∈R+

(︀
1− 𝜆(𝑥, 𝑡)

)︀
𝐾(𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)
(︀
1− 𝑆(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 2

∞∫︁
𝑥

𝐾(𝑢) 𝑑𝑢 −−−−→
𝑥→+∞

0,

поскольку свертка одновременно суммируемых и ограниченных функций стремится к ну-
лю в бесконечности (см. [7]). Следовательно, lim

𝑥→+∞
𝑆(𝑥) = 1. Тогда из (2.18) получаем,

что

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1. (2.37)

Более того, из (2.18) с учетом (2.27) и следующего простого неравенства:

0 6 1− 𝑓(𝑥) 6 1− 𝑓𝑝(𝑥), 𝑥 ∈ R+

следует, что 1− 𝑓 ∈ 𝐿1(R+).
Наконец, принимая во внимание непрерывность функции 𝑓(𝑥) на R+, а также формулы

(2.17) и (2.37), приходим к (2.36). Теорема доказана.

3. Единственность решения уравнения (1.1) в одном частном случае

Ниже докажем три вспомогательные леммы, используемые при дальнейшем изложении.
Рассмотрим следующее интегральное уравнение Гаммерштейна-Вольтерра со степенной

нелинейностью:

ℎ(𝑥) =

∞∫︁
𝑥

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝐾(𝑡− 𝑥)−𝐾(𝑡+ 𝑥)

)︀
ℎ𝛼(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+ (3.1)

относительно искомой функции ℎ(𝑥). Имеет место следующая
Лемма 3.1. При выполнении условий теоремы 2.1 уравнение (3.1) обладает неотри-

цательным непрерывным и ограниченным решением ℎ(𝑥).

Доказательство. Рассмотрим следующие последовательные приближения:

ℎ𝑛+1(𝑥) =

∞∫︁
𝑥

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝐾(𝑡− 𝑥)−𝐾(𝑡+ 𝑥)

)︀
ℎ𝛼𝑛(𝑡)𝑑𝑡;

ℎ0(𝑥) =

(︂
1

2

)︂ 1
1−𝛼

, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+.

(3.2)
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Индукцией нетрудно доказать, что функции последовательности {ℎ𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 обладают
следующими свойствами:

ℎ𝑛(𝑥) ↓ по 𝑛, (3.3)

ℎ𝑛(𝑥) ≥
(︂
1

2

)︂ 1
1−𝛼

B(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+, (3.4)

ℎ𝑛 ∈ 𝐶(R+), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (3.5)

где B(𝑥) — решение однородного уравнения (2.1) с асимптотикой в бесконечности:
lim

𝑥→+∞
B(𝑥) = 1. Следовательно, последовательность непрерывных функций {ℎ𝑛(𝑥)}∞𝑛=0

имеет поточечный предел, когда 𝑛 → +∞: lim
𝑛→+∞

ℎ𝑛(𝑥) = ℎ(𝑥). Согласно теоремы Б. Ле-

ви предельная функция ℎ(𝑥) удовлетворяет уравнению (3.1), причем имеют место оценки
сверху и снизу: (︂

1

2

)︂ 1
1−𝛼

B(𝑥) 6 ℎ(𝑥) 6

(︂
1

2

)︂ 1
1−𝛼

, 𝑥 ∈ R+. (3.6)

Тогда, имея ввиду (3.6) и непрерывность функций 𝜆 и 𝐾, из (3.1) следует, что ℎ ∈ 𝐶(R+).
Лемма доказана.

Теперь убедимся, что если 𝜆 — монотонно неубывающая функция по совокупности пере-

менных (𝑥, 𝑡), т. е.

при (𝑥𝑖, 𝑡𝑖) ∈ R+ × R+, 𝑖 = 1, 2 и 𝑥1 > 𝑥2, 𝑡1 > 𝑡2

справедливо неравенство

𝜆(𝑥1, 𝑡1) ≥ 𝜆(𝑥2, 𝑡2),

то построенное решение также является монотонно неубывающим. А именно, справедлива

Лемма 3.2. Если выполнены условия леммы 3.1 и функция 𝜆 — монотонно неубы-

вающая по совокупности переменных, то построенное решение ℎ(𝑥) уравнения (3.1) —
также монотонно неубывающее, причем имеет место следующее неравенство снизу:

ℎ
𝑝−1
𝑝 (𝑥) ≥ 𝜆(𝑥, 𝑥)

(︂
1

2
−𝑄(2𝑥)

)︂
, 𝑥 ∈ R+, (3.7)

где

𝑄(𝜏) ≡
∞∫︁
𝜏

𝐾(𝑢)𝑑𝑢, 𝜏 ∈ R+. (3.8)

Доказательство. Итерации (3.2) перепишем в следующем виде:

ℎ𝑛+1(𝑥) =

∞∫︁
0

𝜆(𝑥, 𝑥+ 𝜏)
(︀
𝐾(𝜏)−𝐾(2𝑥+ 𝜏)

)︀
ℎ𝛼𝑛(𝑥+ 𝜏) 𝑑𝜏,

ℎ0(𝑥) =

(︂
1

2

)︂ 1
1−𝛼

, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+.

(3.9)

Монотонность нулевого приближения сразу следует из (3.9). Предположим, что ℎ𝑛(𝑥) ↑
по 𝑥 при некотором фиксированном 𝑛 ∈ N. Тогда, если 𝑥1, 𝑥2 ∈ R+ и 𝑥1 > 𝑥2,, то, имея
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ввиду свойство монотонности по совокупности переменных функции 𝜆, свойства (𝑏), (𝑐)
ядра 𝐾 и индукционное предположение, из (3.9) имеем:

ℎ𝑛+1(𝑥1)− ℎ𝑛+1(𝑥2) =

∞∫︁
0

𝜆(𝑥1, 𝑥1 + 𝜏)
(︁
𝐾(𝜏)−𝐾(2𝑥1 + 𝜏)

)︁
ℎ𝛼𝑛(𝑥1 + 𝜏) 𝑑𝜏−

−
∞∫︁
0

𝜆(𝑥2, 𝑥2 + 𝜏)
(︁
𝐾(𝜏)−𝐾(2𝑥2 + 𝜏)

)︁
ℎ𝛼𝑛(𝑥2 + 𝜏)𝑑𝜏 ≥

≥
∞∫︁
0

(︁
𝜆(𝑥1, 𝑥1 + 𝜏)− 𝜆(𝑥2, 𝑥2 + 𝜏)

)︁(︁
𝐾(𝜏)−𝐾(2𝑥2 + 𝜏)

)︁
ℎ𝛼𝑛(𝑥2 + 𝜏) 𝑑𝜏 ≥ 0,

т. е. ℎ𝑛+1(𝑥1) ≥ ℎ𝑛+1(𝑥2). Таким образом, монотонность по 𝑥 каждой функции последо-
вательности {ℎ𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 установлена. Тогда и предельная функция ℎ является монотонно
неубывающей. С учетом и монотонности по совокупности переменных функции 𝜆 из (3.1)
получаем

ℎ(𝑥) ≥ ℎ𝛼(𝑥)

∞∫︁
𝑥

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝐾(𝑡− 𝑥)−𝐾(𝑡+ 𝑥)

)︀
𝑑𝑡 ≥ ℎ𝛼(𝑥)𝜆(𝑥, 𝑥)

(︂
1

2
−𝑄(2𝑥)

)︂
,

ибо
∞∫︀
0

𝐾(𝑡)𝑑𝑡 = 1
2
. Из последнего неравенства приходим к (3.7). Лемма доказана.

В следующей лемме докажем, что если функция 𝜆 — монотонно неубывающая по сово-
купности переменных, то построенное посредством последовательных приближений (2.21)
решение 𝑆(𝑥) снизу удовлетворяет следующему неравенству:

𝑆(𝑥) ≥

(︃
𝜆(𝑥, 𝑥)

(︂
1

2
−𝑄(2𝑥)

)︂)︃ 𝑝
𝑝−1

, 𝑥 ∈ R+. (3.10)

Имеет место

Лемма 3.3. При условиях леммы 3.2 для решения 𝑆(𝑥) уравнения (2.19), построенного
при помощи итераций (2.21), имеет место оценка (3.10).

Доказательство. Рассмотрим итерации (2.21). Индукцией по 𝑛 легко можно доказать,
что

𝑆𝑛(𝑥) ≥ ℎ(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, ..., 𝑥 ∈ R+. (3.11)

Следовательно, для предельной функции 𝑆(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑥) имеет место неравенство:

𝑆(𝑥) ≥ ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ R+. (3.12)

Учитывая (3.12) и (3.7), приходим к завершению доказательства.

Теперь можем перейти к доказательству теоремы единственности решения, являющейся
вторым основным результатом данной работы.

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия леммы 3.2. Тогда, если

𝜆(𝑥, 𝑥)
(︁
1− 2𝑄(2𝑥)

)︁
> 1− 2𝑄(𝑥), 𝑥 > 0, (3.13)

то решение уравнения (2.16) единственно в следующие классе непрерывных на R+ функ-

ций:

M ≡

{︃
𝑓(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃
𝜆(𝑥, 𝑥)

(︂
1

2
−𝑄(2𝑥)

)︂)︃ 1
𝑝−1

6 𝑓(𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R+; 1− 𝑓 ∈ 𝐿1(R+)

}︃
. (3.14)
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Доказательство. Предположим, что уравнение (2.16) имеет два решения 𝑓1, 𝑓2 ∈ M. То-
гда согласно теоремы Лагранжа о конечных приращениях и (3.14) из (2.16) имеем:

𝑝 𝜆(𝑥, 𝑥)

(︂
1

2
−𝑄(2𝑥)

)︂ ⃒⃒⃒
𝑓1(𝑥)−𝑓2(𝑥)

⃒⃒⃒
6

∞∫︁
0

𝜆(𝑥, 𝑡)
(︀
𝐾(𝑥−𝑡)−𝐾(𝑥+𝑡)

)︀ ⃒⃒⃒
𝑓1(𝑡)−𝑓2(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑑𝑡. (3.15)

Из (3.14) непосредственно следует, что 𝑓1 − 𝑓2 ∈ 𝐿1(R+). Интегрируя обе части (3.15) по 𝑥
в пределах от 0 до +∞, при этом учитывая условия (𝑏)− (𝑑) и теорему Фубини, получаем

𝑝

∞∫︁
0

𝜆(𝑥, 𝑥)

(︂
1

2
−𝑄(2𝑥)

)︂ ⃒⃒⃒
𝑓1(𝑥)− 𝑓2(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑑𝑥 6

∞∫︁
0

⃒⃒⃒
𝑓1(𝑡)− 𝑓2(𝑡)

⃒⃒⃒(︁
1− 2𝑄(𝑡)

)︁
𝑑𝑡,

откуда в силу условия 𝑝 > 2 приходим к неравенству:
∞∫︁
0

⃒⃒⃒
𝑓1(𝑥)− 𝑓2(𝑥)

⃒⃒⃒ (︁
𝜆(𝑥, 𝑥)

(︀
1− 2𝑄(2𝑥)

)︀
−
(︀
1− 2𝑄(𝑥)

)︀)︁
𝑑𝑥 6 0. (3.16)

Учитывая (3.13), из (3.16) получим, что 𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥) п. в. в R+. Теорема доказана.

Замечание 3.1. Так как в уравнении (1.1) искомая функция является нечетной и удо-
влетворяет граничным условиям lim

𝑥→±∞
𝜙(𝑥) = ±1, то на основании формулы (2.17) и тео-

ремы 3.1 заключаем, что граничная задача для уравнения (1.1) относительно нечетной
непрерывной на R функции 𝜙:⎧⎨⎩ 𝜙𝑝(𝑥) =

∞∫︀
−∞

𝜆
(︀
|𝑥|, |𝑡|

)︀
𝐾(𝑥− 𝑡)𝜙(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R,

𝜙(±∞) = ±1

имеет единственное решение в следующем классе нечетных непрерывных функций:

P ≡

{︃
𝜙(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜙 ∈ 𝐶(R); 𝜙(𝑥) =

{︁
𝑓(𝑥), если 𝑥 ≥ 0,

−𝑓(−𝑥), если 𝑥 < 0;
𝑓 ∈ M

}︃
.

Замечание 3.2. Отметим, что решение уравнения (1.1) принимает на неотрицательной
полуоси неотрицательные значения.

Замечание 3.3. Примеры функций 𝜆(𝑥, 𝑡) и 𝐾(𝑥), удовлетворяющих всем условиям
сформулированных теорем:

𝜆(𝑥, 𝑡) = 1− 𝜀𝑒−𝑥𝑒−𝑡, 𝜀 ∈
(︂
0,

1

2

)︂
, (𝑥, 𝑡) ∈ R+ × R+, (3.17)

𝐾(𝑥) =
1

2
𝑒−|𝑥|, 𝑥 ∈ R. (3.18)

Очевидно, что ядро 𝐾(𝑥) удовлетворяет условиям (𝑎) − (𝑐). Прямой проверкой можно
убедиться, что 𝜆 удовлетворяет условиям (𝑎), (𝑑) и условию монотонности по совокупности
аргументов.
Ниже докажем, что когда функции 𝜆 и 𝐾 допускают представления (3.17) и (3.18),

выполняется неравенство (3.13). Заметим, что в этом случае оценка (3.13) принимает сле-
дующий вид:

(1− 𝑒−2𝑥)(1− 𝜀𝑒−2𝑥) > 1− 𝑒−𝑥, 𝑥 > 0. (3.19)

Это неравенство эквивалентно неравенству

𝑒𝑥 + 𝜀𝑒−2𝑥 > 𝜀+ 1, 𝑥 > 0. (3.20)

Рассмотрим функцию
𝐺(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝜀𝑒−2𝑥 − (𝜀+ 1), 𝑥 > 0.
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Очевидно, что

𝐺(+0) = 0, 𝐺 ′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 2𝜀𝑒−2𝑥 = 𝑒−2𝑥(𝑒3𝑥 − 2𝜀) > 𝑒−2𝑥(1− 2𝜀) > 0

при 𝑥 > 0 и 𝜀 ∈
(︁
0, 1

2

)︁
. Итак, неравенство (3.20) имеет место, а, следовательно, и (3.19).

Замечание 3.4. В случае когда 𝐾(𝑥) = 1√
𝜋
𝑒−𝑥2

и 𝜆(𝑥, 𝑡) ≡ 1, нетрудно заметить, что

условие (3.13) также выполнено.

Выражаем благодарность рецензенту за полезные замечания.
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