
ISSN 2074-1871 Уфимский математический журнал. Том 10. № 3 (2018). С. 110-120.

УДК 517.9

К ЗАДАЧЕ ОПИСАНИЯ ОБОБЩЕННЫХ ИНВАРИАНТНЫХ

МНОГООБРАЗИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

А.Р. ХАКИМОВА

Аннотация. Обсуждается задача построения обобщенных инвариантных многообра-
зий для нелинейных уравнений в частных производных. Обобщенным инвариантным
многообразием для заданного нелинейного уравнения называется дифференциальная
связь, совместная с линеаризацией этого уравнения. Фактически это понятие обобщает
симметрию. Приведены примеры обобщенных инвариантных многообразий, получен-
ных из симметрий. Однако существуют такие обобщенные инвариантные многообра-
зия, которые не сводятся к симметриям, именно они представляют наибольший инте-
рес. Такие обобщенные инвариантные многообразия позволяют эффективно строить
пары Лакса, операторы рекурсии и частные решения интегрируемых уравнений. Из-
ложен алгоритм построения обобщенного инвариантного многообразия для заданного
уравнения. Дано полное описание обобщенных инвариантных многообразий порядка
(2, 2) для уравнения Кортевега–де Фриза. Кратко изложен способ построения пары
Лакса и оператора рекурсии с помощью обобщенного инвариантного многообразия. В
качестве примера рассмотрено уравнение Кортевега–де Фриза.

Ключевые слова: пара Лакса, высшая симметрия, инвариантное многообразие, ре-
курсионный оператор.
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1. Введение

В литературе широко известен метод построения частных решений нелинейных
уравнений в частных производных, основанный на понятии дифференциальной связи
(или инвариантного многообразия) ([1], [2]). Идея метода состоит в том, что к заданному
уравнению добавляется совместное с ним уравнение, как правило, более простое. Такой
прием позволяет найти частные решения исследуемого уравнения. В работах [3]–[7] была
предложена схема построения пар Лакса и рекурсионных операторов для интегрируемых
уравнений в частных производных, основанная на использовании аналогичной идеи. Под-
ходящее обобщение состоит в том, что мы накладываем дифференциальную связь не к
самому уравнению, а к его линеаризации. Полученное в итоге уравнение мы называем
обобщенным инвариантным многообразием. Более детально это понятие обсуждается в
§2 настоящей работы, где также приводятся необходимые определения. В §3 дается пол-
ное описание класса обобщенных инвариантных многообразий порядков (2,0), (2,1) и (2,2)
для уравнения Кортевега–де Фриза. Отметим, что ранее задача о полном описании та-
ких многообразий для нелинейных уравнений не изучалась. Алгоритм построения пары
Лакса и оператора рекурсии по известному нетривиальному обобщенному инвариантному
многообразию иллюстрируется в §4 на примере уравнения КдФ.

A.R. Khakimova, On description of generalized invariant manifolds for nonlinear equations.
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2. Основные определения

Рассмотрим нелинейное уравнение в частных производных вида

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . , 𝑢𝑘), 𝑢𝑗 =
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗
. (1)

Напомним, что обыкновенное дифференциальное уравнение

𝑢𝑟 = 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . , 𝑢𝑟−1) (2)

называется инвариантным многообразием для уравнения (1), если оно совместно с (1), т.е.
если выполняется следующее условие

𝐷𝑟
𝑥𝑓 −𝐷𝑡𝑔|(1),(2) = 0. (3)

Здесь 𝐷𝑥 и 𝐷𝑡 операторы полного дифференцирования по 𝑥 и соответственно, по 𝑡. От-
метим, что условие (3) равносильно некоторому уравнению в частных производных на
искомую функцию 𝑔. Иногда это уравнение можно решить явно, хотя в общем случае
задача отыскания функции 𝑔 является весьма сложной.
Ситуация заметно меняется, если искать обыкновенное дифференциальное уравнение,

совместное не с самим нелинейным уравнением (1), а с его линеаризацией

𝑈𝑡 =
𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝑈 +

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥
𝑈𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑥
𝑈𝑥𝑥 + · · ·+ 𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑘
𝑈𝑘. (4)

Перейдем к точным формулировкам. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное
уравнение

𝑈𝑚 = 𝐹 (𝑥, 𝑡, 𝑈, 𝑈𝑥, 𝑈𝑥𝑥, . . . , 𝑈𝑚−1;𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . , 𝑢𝑛), (5)

где 𝑈 = 𝑈(𝑥, 𝑡) искомая функция, а функция 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), являющаяся произвольным
решением уравнения (1), входит в (5) в качестве функционального параметра.

Замечание 1. Предполагается, что в равенстве (5) переменные 𝑥, 𝑡, 𝑈 , 𝑈𝑥, 𝑈𝑥𝑥, . . . ,

𝑈𝑚−1, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . , 𝑢𝑛 являются свободными переменными, принимающими произволь-
ные значения.

Определение 1. Уравнение (5) определяет обобщенное инвариантное многообразие,

если условие

𝐷𝑚
𝑥 𝑈𝑡 −𝐷𝑡𝑈𝑚|(1),(4),(5) = 0

выполняется тождественно для всех значений переменных {𝑢𝑗}, 𝑥, 𝑡, 𝑈 , 𝑈𝑥, . . . , 𝑈𝑚−1.

Здесь переменные 𝑢𝑡, 𝑈𝑡 и их производные по 𝑥 заменяются в силу уравнений (1) и
(4), а переменные 𝑈𝑚, 𝑈𝑚+1, . . . – в силу равенства (5). Чтобы подчеркнуть, что решение
𝑢(𝑥, 𝑡) берется произвольным, мы рассматриваем переменные 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . как независи-
мые. В силу этого задача отыскания функции 𝐹 (𝑥, 𝑡, 𝑈, 𝑈𝑥, 𝑈𝑥𝑥, . . . , 𝑈𝑚−1;𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . , 𝑢𝑛)
является переопределенной и эффективно решается. Данный факт подтверждается мно-
гочисленными примерами, рассмотренными в работах [3]–[7]. В перечисленных работах
также было показано, что обобщенное инвариантное многообразие является эффектив-
ным инструментом для построения пары Лакса и рекурсионного оператора.

Определение 2. Пусть обобщенное инвариантное многообразие 𝑀 определяется

уравнением (5). Пару чисел (𝑚,𝑛) назовем порядком многообразия 𝑀 . Многообразие 𝑀
назовем тривиальным, если произвольное решение уравнения (5) имеет вид

𝑈 = 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, . . . , 𝑢𝑠), где
𝜕𝜙

𝜕𝑢𝑠
̸= 0.
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Ниже мы приведем два примера тривиальных обобщенных инвариантных многообра-
зий. Можно проверить, что уравнение

𝑈𝑥 =
𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑥

𝑈 (6)

определяет обобщенное инвариантное многообразие для уравнения Кортевега–де Фриза

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥. (7)

Это следует из того, что общее решение уравнения (6) выражается через классическую
симметрию 𝑢𝜏 = 𝑢𝑥 уравнения КдФ в виде

𝑈 = 𝑐𝑢𝑥

и поэтому удовлетворяет линеаризованному уравнению.
Аналогично проверяется, что уравнение второго порядка

𝑈𝑥𝑥 =
3𝑢21𝑢2 + 𝑢1𝑢5 − 𝑢23
𝑢1𝑢4 + 𝑢31 − 𝑢2𝑢3

𝑈𝑥 +
𝑢3(𝑢

2
1 + 𝑢4)− 𝑢2𝑢5 − 3𝑢1𝑢

2
2

𝑢1𝑢4 + 𝑢31 − 𝑢2𝑢3
𝑈, 𝑢𝑛 =

𝜕𝑛

𝜕𝑥𝑛
𝑢(𝑥, 𝑡) (8)

задаёт обобщенное инвариантное многообразие для уравнения (7). Его общее решение есть
линейная комбинация двух симметрий 𝑢𝜏 = 𝑢𝑥 и 𝑢𝜏1 = 𝑢𝑡: 𝑈 = 𝑐1𝑢𝑥 + 𝑐2𝑢𝑡.

3. Полное описание обобщенных инвариантных многообразий

второго порядка для уравнения КдФ

Примеры (6) и (8) показывают, что тривиальные инвариантные многообразия легко
можно построить при помощи классических и высших симметрий рассматриваемого урав-
нения. Однако по таким многообразиям, по-видимому, невозможно построить пары Лакса
и рекурсионные операторы. Более интересными объектами являются нетривиальные обоб-
щенные инвариантные многообразия.
Основным результатом настоящей работы является следующая

Теорема 1. Пусть уравнение 𝑈𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑈,𝑈𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥) определяет обобщенное инвари-

антное многообразие для уравнения КдФ (7), тогда оно имеет вид

𝑈𝑥𝑥 =
𝑢𝑥

2(𝑢+ 𝑐3)
𝑈𝑥 −

2

3
(𝑢+ 𝑐3)𝑈 +

𝑢𝑥
√︀
9𝑈2

𝑥 + 6(𝑢+ 𝑐3)(𝑈2 + 6𝑐4)

6(𝑢+ 𝑐3)
,

где 𝑐3 и 𝑐4 произвольные постоянные.
Обобщенных инвариантных многообразий вида 𝑈𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑈,𝑈𝑥, 𝑢) и вида

𝑈𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑈,𝑈𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥), с условием, что 𝜕𝐹
𝜕𝑢𝑥𝑥

отлично от тождественного нуля для

уравнения (7), не существует.

Доказательство. Для доказательства теоремы воспользуемся определением 1. Линеари-
зуем уравнение (7)

𝑈𝑡 = 𝑈𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑈𝑥 + 𝑢𝑥𝑈 (9)

и будем искать обобщенное инвариантное многообразие в виде

𝑈𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑈,𝑈𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥) (10)

из условия

𝐷2
𝑥𝑈𝑡 −𝐷𝑡𝐹

⃒⃒
(7),(9),(10)

= 0. (11)

Перепишем равенство (11) в более развернутом виде:

(𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑈𝑥𝑥𝑥 + 3𝑢𝑥𝑈𝑥𝑥 + 3𝑢𝑥𝑥𝑈𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑈 − 𝐹𝑈𝑈𝑡

−𝐹𝑈𝑥𝑈𝑥,𝑡 − 𝐹𝑢𝑢𝑡 − 𝐹𝑢𝑥𝑢𝑥,𝑡)|(7),(9),(10) = 0. (12)
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В равенстве (12) переменные 𝑢𝑡 и 𝑢𝑥,𝑡 заменяем в силу уравнения (7), 𝑈𝑡 и 𝑈𝑥,𝑡 в силу (9),
а 𝑈𝑥𝑥𝑥 и 𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 в силу (10). В итоге получаем:

𝛼1(𝑈,𝑈𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝛼2(𝑈,𝑈𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝛼3(𝑈,𝑈𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝑢
3
𝑥𝑥

+𝛼4(𝑈,𝑈𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝑢
2
𝑥𝑥 + 𝛼5(𝑈,𝑈𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝛼6(𝑈,𝑈𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥) = 0, (13)

где

𝛼1 = 3𝐹𝑢𝑥𝑢𝑥 ,

𝛼2 = 𝑈 + 3𝑈𝑥𝐹𝑈𝑢𝑥 + 3𝐹𝐹𝑈𝑥𝑢𝑥 + 3𝑢𝑥𝐹𝑢𝑢𝑥 ,

𝛼3 = 𝐹𝑢𝑥𝑢𝑥𝑢𝑥 ,

𝛼4 = 3𝑈𝑥𝐹𝑈𝑢𝑥𝑢𝑥 + 3𝐹𝑢𝑢𝑥 + 3𝐹𝑈𝑥𝑢𝑥𝐹𝑢𝑥 + 3𝐹𝐹𝑈𝑥𝑢𝑥𝑢𝑥 + 3𝑢𝑥𝐹𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥 ,

𝛼5 = 3𝑈𝑥𝐹𝑈𝑈𝑥𝐹𝑢𝑥 + 3𝑈𝑥𝐹𝑈𝑢 + 3𝑢2𝑥𝐹𝑢𝑢𝑢𝑥 + 3𝑢𝑥𝐹𝑈𝑥𝑢𝑥𝐹𝑢 + 3𝐹 2𝐹𝑈𝑥𝑈𝑥𝑢𝑥 + 3𝐹𝐹𝑈𝑥𝑢

+ 3𝑈𝑥𝐹𝑈𝐹𝑈𝑥𝑢𝑥 + 3𝑈2
𝑥𝐹𝑈𝑈𝑢𝑥 + 3𝑈𝑥 + 3𝐹𝐹𝑢𝑥𝐹𝑈𝑥𝑈𝑥 + 6𝑈𝑥𝐹𝐹𝑈𝑈𝑥𝑢𝑥 + 6𝑢𝑥𝑈𝑥𝐹𝑈𝑢𝑢𝑥

+ 6𝑢𝑥𝐹𝐹𝑈𝑥𝑢𝑢𝑥 + 3𝐹𝐹𝑈𝑥𝐹𝑈𝑥𝑢𝑥 + 3𝑢𝑥𝐹𝑢𝑢 − 𝑈𝐹𝑈𝑥 + 3𝐹𝐹𝑈𝑢𝑥 + 3𝑢𝑥𝐹𝑢𝑥𝐹𝑈𝑥𝑢,

𝛼6 = 3𝑢𝑥𝐹 + 3𝐹 2𝐹𝑈𝑈𝑥 + 3𝑢𝑥𝐹𝐹𝑈𝑢 + 3𝑈2
𝑥𝐹𝑈𝐹𝑈𝑈𝑥 + 3𝑢2𝑥𝐹𝑢𝐹𝑈𝑥𝑢 + 3𝑈𝑥𝐹

2𝐹𝑈𝑈𝑥𝑈𝑥

+ 3𝑢𝑥𝐹
2𝐹𝑈𝑥𝑈𝑥𝑢 + 3𝑢2𝑥𝑈𝑥𝐹𝑈𝑢𝑢 + 3𝑢2𝑥𝐹𝐹𝑈𝑥𝑢𝑢 + 3𝑈2

𝑥𝐹𝐹𝑈𝑈𝑈𝑥 + 3𝑢𝑥𝑈
2
𝑥𝐹𝑈𝑈𝑢

+ 3𝑈𝑥𝐹𝐹𝑈𝑈 + 𝐹 3𝐹𝑈𝑥𝑈𝑥𝑈𝑥 + 𝑢3𝑥𝐹𝑢𝑢𝑢 + 3𝑈𝑥𝐹𝐹𝑈𝑥𝐹𝑈𝑈𝑥 + 3𝑢𝑥𝑈𝑥𝐹𝑢𝐹𝑈𝑈𝑥

+ 3𝑢𝑥𝑈𝑥𝐹𝑈𝐹𝑈𝑥𝑢 + 3𝑢𝑥𝐹𝐹𝑈𝑥𝐹𝑈𝑥𝑢 + 6𝑢𝑥𝑈𝑥𝐹𝐹𝑈𝑈𝑥𝑢 − 𝑢𝑥𝑈𝐹𝑈 + 3𝑈𝑥𝐹𝐹𝑈𝐹𝑈𝑥𝑈𝑥

+ 𝑈3
𝑥𝐹𝑈𝑈𝑈 + 3𝑢𝑥𝐹𝐹𝑢𝐹𝑈𝑥𝑈𝑥 + 3𝐹 2𝐹𝑈𝑥𝐹𝑈𝑥𝑈𝑥 − 𝑢2𝑥𝐹𝑢𝑥 − 2𝑢𝑥𝑈𝑥𝐹𝑈𝑥 .

Отметим, что переменные 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑥𝑥 рассматриваются как независимые, поэтому (13) спра-
ведливо тогда и только тогда, когда выполняются следующие равенства

𝛼𝑖(𝑈,𝑈𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥) = 0, 𝑖 = 1, 6. (14)

Исследуем систему уравнений (14). При 𝑖 = 1 и 𝑖 = 3 имеем наиболее простые соотноше-
ния. Из них находим

𝐹 (𝑈,𝑈𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥) = 𝐹1(𝑈,𝑈𝑥, 𝑢)𝑢𝑥 + 𝐹2(𝑈,𝑈𝑥, 𝑢). (15)

Отталкиваясь от представления (15), мы можем в дальнейшем разваливать уравнения
системы (14) по независимой переменной 𝑢𝑥. Сравнивая коэффициенты при 𝑢𝑥 во втором
уравнении системы (14), получим следующие два уравнения:

(𝐹1)𝑢 + 𝐹1(𝐹1)𝑈𝑥 = 0, (16)

𝑈 + 3𝐹2(𝐹1)𝑈𝑥 + 3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 = 0. (17)

Далее выразим из (16) функцию (𝐹1)𝑢, а из (17) функцию 𝐹2:

(𝐹1)𝑢 = −𝐹1(𝐹1)𝑈𝑥 , (18)

𝐹2 = −𝑈 + 3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈
3(𝐹1)𝑈𝑥

, где (𝐹1)𝑈𝑥 ̸= 0. (19)

Действительно, предположим в (19), что (𝐹1)𝑈𝑥 = 0, тогда из (17) имеем:

𝑈 = 0 и (𝐹1(𝑈, 𝑢))𝑈 = 0.

Это противоречит тому, что 𝑈 – динамическая переменная.
Далее, в оставшихся уравнениях системы (14) заменим все производные функции 𝐹1 по

переменной 𝑢 в силу (18), исключим функцию 𝐹2 в силу (19) и приравняем коэффициенты
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при одинаковых степенях переменной 𝑢𝑥. Таким образом, в дополнение к (18) имеем ещё
четыре уравнения

1. − 3𝑈𝑥𝐹1(𝐹1)𝑈𝑈

(𝐹1)𝑈𝑥

− 𝐹1(𝐹1)𝑈(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)(𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥

(𝐹1)3𝑈𝑥

+
(𝐹1)𝑈𝑈

(𝐹1)𝑈𝑥

+ 𝑈𝑥

+
𝐹1(𝑈 + 6𝑈𝑥(𝐹1)𝑈)(𝐹1)𝑈𝑈𝑥

(𝐹1)2𝑈𝑥

= 0, (20)

2.
𝐹1(𝐹1)𝑈 ((3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈) (𝐹1)𝑈𝑥 − 3𝐹1(𝐹1)𝑈)

(𝐹1)3𝑈𝑥

(𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥 + 3𝐹1

(︂
𝑈𝑥 −

𝐹1

(𝐹1)𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)𝑈𝑈

+ 𝐹1

(︂
6𝐹1(𝐹1)𝑈
(𝐹1)2𝑈𝑥

− 𝑈 + 6𝑈𝑥(𝐹1)𝑈
(𝐹1)𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)𝑈𝑈𝑥 + 𝐹1 − 𝑈(𝐹1)𝑈 − 𝑈𝑥(𝐹1)𝑈𝑥 = 0, (21)

3.

(︂
𝑈3
𝑥 − 6𝐹1𝑈

2
𝑥

(𝐹1)𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)𝑈𝑈𝑈 +

(︂
𝐹1(9𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 2𝑈)

(𝐹1)2𝑈𝑥

− 𝑈𝑥(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 − 2𝑈)

(𝐹1)𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)𝑈𝑈

+

(︂
2𝑈𝑥𝐹1(2𝑈 + 9𝑈𝑥(𝐹1)𝑈)− 𝑈2

𝑥(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)(𝐹1)𝑈𝑥

(𝐹1)2𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)𝑈𝑈𝑈𝑥

+

(︂
𝑈𝑥(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)2

3(𝐹1)2𝑈𝑥

− 2𝐹1(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)(9𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)

3(𝐹1)3𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)𝑈𝑈𝑥𝑈𝑥

+

(︂
2(𝐹1)𝑈𝐹1(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)2

3(𝐹1)4𝑈𝑥

− (3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)3

27(𝐹1)3𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥𝑈𝑥

+
3𝑈2

𝑥(5𝐹1 − 𝑈𝑥(𝐹1)𝑈𝑥)(𝐹1)𝑈𝑈𝑥(𝐹1)𝑈𝑈

(𝐹1)2𝑈𝑥

− 𝑈

3(𝐹1)𝑈𝑥

(22)

+

(︂
𝑈2
𝑥(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)

(𝐹1)2𝑈𝑥

− 3𝑈𝑥𝐹1(5𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)

(𝐹1)3𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥(𝐹1)𝑈𝑈

+

(︂
2𝑈2

𝑥(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)

(𝐹1)2𝑈𝑥

− 𝑈𝑥𝐹1(30𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 7𝑈)

(𝐹1)3𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)

2
𝑈𝑈𝑥

+

(︂
5𝐹1(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)(9𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)

3(𝐹1)4𝑈𝑥

− 𝑈𝑥(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)2

(𝐹1)3𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)𝑈𝑈𝑥(𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥

+

(︂
9𝑈𝑥𝐹1 − 6𝑈𝑥𝑈(𝐹1)𝑈 + 18𝑈2

𝑥(𝐹1)
2
𝑈 − 2𝑈2

3(𝐹1)2𝑈𝑥

− 𝐹1(𝐹1)𝑈(5𝑈 + 18𝑈𝑥(𝐹1)𝑈)

(𝐹1)3𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)𝑈𝑈𝑥

+

(︂
𝑈2(𝐹1)𝑈 − 𝑈𝐹1 − 9𝑈2

𝑥(𝐹1)
3
𝑈 − 9𝑈𝑥𝐹1(𝐹1)𝑈

3(𝐹1)3𝑈𝑥

+
3𝐹1(𝐹1)

2
𝑈(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)

(𝐹1)4𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥

+

(︂
(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)3

9(𝐹1)4𝑈𝑥

− 𝐹1(𝐹1)𝑈(3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈)2

3(𝐹1)5𝑈𝑥

)︂
(𝐹1)

2
𝑈𝑥𝑈𝑥

= 0,

4. 𝐺(𝑈,𝑈𝑥, 𝑢, 𝐹1, (𝐹1)𝑈 , (𝐹1)𝑈𝑥 , (𝐹1)𝑢, (𝐹1)𝑈𝑈 , . . . , (𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥𝑈𝑥𝑈𝑥) = 0. (23)

Мы не приводим явного вида уравнения (23), поскольку оно слишком большое.
Рассмотрим уравнения (20) и (21). Умножим уравнение (20) на

(3𝐹1(𝐹1)𝑈 − (3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈) (𝐹1)𝑈𝑥)

и вычтем из него уравнение (21), умноженное на (3𝑈𝑥(𝐹1)𝑈 + 𝑈), в результате получим:

3(𝐹1)
2
𝑈

(𝐹1)𝑈𝑥

+
3𝐹1(𝐹1)𝑈𝑈

(𝐹1)𝑈𝑥

− 3𝐹1(𝐹1)𝑈(𝐹1)𝑈𝑈𝑥

(𝐹1)2𝑈𝑥

− 1 = 0.
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Проинтегрируем полученное равенство по переменной 𝑈 и разрешим относительно (𝐹1)𝑈 :

(𝐹1)𝑈 =
(𝐹1)𝑈𝑥(𝑈 + 𝐹3)

3𝐹1

, 𝐹3 = 𝐹3(𝑈𝑥, 𝑢). (24)

Искомая функция должна удовлетворять всем уравнениям (18), (20)–(23), (24). Из условия
совместности (18) и (24) вытекает следующее равенство

𝜕

𝜕𝑈
(𝐹1)𝑢 −

𝜕

𝜕𝑢
(𝐹1)𝑈

⃒⃒⃒⃒
(18),(24)

= 0. (25)

Таким образом, в силу уравнений (18) и (24) равенство (25) принимает вид:

−(𝐹1)𝑈𝑥 (𝐹1(𝐹3)𝑈𝑥 + (𝐹3)𝑢)

3𝐹1

= 0,

из которого заключаем, что 𝐹3(𝑈𝑥, 𝑢) = 𝑐1, где 𝑐1 – произвольная постоянная.
Далее в уравнениях (20)–(23) заменим все прозводные функции 𝐹1 по переменной 𝑈 в

силу (24). Тогда получаем, что уравнения (20) и (21) тождественно выполняются. Затем
из уравнения (22) выразим (𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥𝑈𝑥 :

(𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥𝑈𝑥 =
3(𝐹1)

2
𝑈𝑥𝑈𝑥

(𝐹1)𝑈𝑥

−
3(6𝐹1𝑈𝑥 + 𝑈2 − 𝑐21)(𝐹1)

3
𝑈𝑥

𝑈2𝐹 2
1

+
9(𝐹1)

2
𝑈𝑥

𝑈2

+
9((𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥 − 𝐹1)(𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥

𝑈2
+

3𝑈𝑥(3𝐹1𝑈𝑥 + 𝑈2 − 𝑐21)(𝐹1)
4
𝑈𝑥

𝑈2𝐹 3
1

. (26)

Пользуясь условием совместности уравнений (24) и (26), приходим к двум возможным
вариантам:

3𝑈𝑥𝐹1(𝐹1)𝑈𝑥 + 𝑐1𝑈(𝐹1)𝑈𝑥 + 𝑈2(𝐹1)𝑈𝑥 − 3𝐹 2
1 = 0, (27)

либо
𝑐21(𝐹1)

3
𝑈𝑥

− 3𝑈𝑥𝐹1(𝐹1)
3
𝑈𝑥

+ 3𝐹 2
1 (𝐹1)

2
𝑈𝑥

− 3𝐹 3
1 (𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥 = 0. (28)

Предположим, что выполняется уравнение (27), тогда

𝐹1 =
𝑈𝑥

2𝐹4

+

√︀
9𝑈2

𝑥 + 6𝐹4𝑈(𝑐1 + 𝑈)

6𝐹4

, 𝐹4 = 𝐹4(𝑈, 𝑢). (29)

Подставляя полученное равенство (29) в уравнения (18) и (24), определяем, что

𝑐1 = 0 и 𝐹4 = 𝑢+ 𝑐2. (30)

Мы проверили, что при выполнении (30) функция (29) удовлетворяет уравнению (23).
Следовательно, в случае (27), искомая функция 𝐹 имеет вид:

𝐹 =
𝑢𝑥𝑈𝑥

2(𝑢+ 𝑐2)
+
𝑢𝑥
√︀

9𝑈2
𝑥 + 6(𝑢+ 𝑐2)𝑈2

6(𝑢+ 𝑐2)
− 2

3
(𝑢+ 𝑐2)𝑈. (31)

Рассмотрим теперь случай (28). Перепишем его в виде:

(𝐹1)𝑈𝑥𝑈𝑥 =
(𝐹1)

2
𝑈𝑥
(𝑐21(𝐹1)𝑈𝑥 − 3𝑈𝑥𝐹1(𝐹1)𝑈𝑥 + 3𝐹 2

1 )

3𝐹 3
1

. (32)

Далее подстановка (32) в уравнение (23) даёт:

𝑐1 = 0 или 3𝑈𝑥𝐹1 + 2𝑈𝑐1 + 𝑈2 = 0. (33)

Второе уравнение (33) противоречит равенству (24), поэтому выберем 𝑐1 = 0.
Заметим, что при 𝑐1 = 0, уравнение (28) явно решается:

𝐹1 =
𝑈𝑥

2𝐹5

+

√︀
𝑈2
𝑥 + 4𝐹5𝐹6

2𝐹5

, 𝐹5 = 𝐹5(𝑈, 𝑢), 𝐹6 = 𝐹6(𝑈, 𝑢). (34)
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Вид функций 𝐹5 и 𝐹6 определим при помощи уравнений (18) и (24). Подставим (34) в
(18) и (24), получим:

𝐹5 = 𝑢+ 𝑐3, 𝐹6 =
1

6
𝑈2 + 𝑐4.

Таким образом, в случае выполнения условия (28), имеем

𝐹 =
𝑢𝑥𝑈𝑥

2(𝑢+ 𝑐3)
+
𝑢𝑥
√︀

9𝑈2
𝑥 + 6(𝑢+ 𝑐3)(𝑈2 + 6𝑐4)

6(𝑢+ 𝑐3)
− 2

3
(𝑢+ 𝑐3)𝑈, (35)

где 𝑐3 и 𝑐4 произвольные постоянные. Следовательно, (31) и (35) представляют собой два
нелинейных обобщенных инвариантных многообразия. Однако, заметим, что (31) является
частным случаем (35), поэтому фактически уравнение (11) имеет ровно одно решение

𝑈𝑥𝑥 =
𝑢𝑥𝑈𝑥

2(𝑢+ 𝑐3)
+
𝑢𝑥
√︀

9𝑈2
𝑥 + 6(𝑢+ 𝑐3)(𝑈2 + 6𝑐4)

6(𝑢+ 𝑐3)
− 2

3
(𝑢+ 𝑐3)𝑈, (36)

зависящее от двух произвольных постоянных 𝑐3, 𝑐4. Теорема доказана.

Следствие 1. Обобщенное инвариантное многообразие (36) не является тривиаль-

ным.

Предположим, что произвольное решение уравнения (36) имеет вид:

𝑈 = 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, . . . , 𝑢𝑗), где
𝜕𝜙

𝜕𝑢𝑗
̸= 0. (37)

Найдем 𝑈𝑥 и 𝑈𝑥𝑥 из уравнения (37):

𝑈𝑥 = 𝜙𝑢𝑢𝑥 + 𝜙𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + · · ·+ 𝜙𝑢𝑗
𝑢𝑗+1, (38)

𝑈𝑥𝑥 = 𝜙𝑢𝑢𝑢
2
𝑥 + 𝜙𝑢𝑢𝑥𝑥 + · · ·+ 𝜙𝑢𝑗

𝑢𝑗+2. (39)

Заменим в уравнении (36) функции 𝑈 , 𝑈𝑥, 𝑈𝑥𝑥 в силу равенств (37), (38) и (39):

𝜙𝑢𝑢𝑢
2
𝑥 + 𝜙𝑢𝑢𝑥𝑥 + · · ·+ 𝜙𝑢𝑗

𝑢𝑗+2 =
𝑢𝑥

2(𝑢+ 𝑐3)

(︀
𝜙𝑢𝑢𝑥 + 𝜙𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + · · ·+ 𝜙𝑢𝑗

𝑢𝑗+1

)︀
+
𝑢𝑥

√︁
9
(︀
𝜙𝑢𝑢𝑥 + 𝜙𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + · · ·+ 𝜙𝑢𝑗

𝑢𝑗+1

)︀2
+ 6(𝑢+ 𝑐3)(𝜙2 + 6𝑐4)

6(𝑢+ 𝑐3)
− 2

3
(𝑢+ 𝑐3)𝜙. (40)

Приравнивая коэффициенты при старшей производной 𝑢𝑗+2 в (40), имеем равенство

𝜙𝑢𝑗
= 0,

которое противоречит предположению (37).

4. Связь между обобщенными инвариантными многообразиями,

парами Лакса и рекурсионными операторами

Инвариантные многообразия задаются обыкновенными дифференциальными уравне-
ниями, содержащими зависимость от постоянных параметров. К ним можно применить
обычные способы понижения порядка, посредством отыскания интегралов либо повыше-
ние порядка путем исключения постоянных параметров. Применим одно из таких преобра-
зований к многообразию (36), найденному выше. Исключим параметр 𝑐4 из уравнения (36)
и его дифференциального следствия. В результате получим линейное по 𝑈,𝑈𝑥, 𝑈𝑥𝑥 обоб-
щенное инвариантное многообразие третьего порядка. Действительно, перепишем (36) в
виде

𝑈𝑥𝑥 −
𝑢𝑥𝑈𝑥

2(𝑢+ 𝑐3)
+

2

3
(𝑢+ 𝑐3)𝑈 =

𝑢𝑥
√︀

9𝑈2
𝑥 + 6(𝑢+ 𝑐3)(𝑈2 + 6𝑐4)

6(𝑢+ 𝑐3)
. (41)
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Возведем в квадрат обе части равенства (41) и разрешим полученное выражение относи-
тельно постоянной 𝑐4:

𝑐4 =
𝑢+ 𝑐3
𝑢2𝑥

𝑈2
𝑥𝑥 +

(︂
4(𝑢+ 𝑐3)

2

3𝑢2𝑥
𝑈 − 1

𝑢𝑥
𝑈𝑥

)︂
𝑈𝑥𝑥 −

2(𝑢+ 𝑐3)

3𝑢𝑥
𝑈𝑈𝑥 +

(︂
4(𝑢+ 𝑐3)

3

9𝑢2𝑥
− 1

6

)︂
𝑈2. (42)

Продифференцируем равенство (42) по переменной 𝑥:(︂
2(𝑢+ 𝑐3)

𝑢2𝑥
𝑈𝑥𝑥 −

1

𝑢𝑥𝑥
𝑈𝑥 +

4(𝑢+ 𝑐3)
2

3𝑢2𝑥
𝑈

)︂
𝑈𝑥𝑥𝑥 −

2(𝑢+ 𝑐3)𝑢𝑥𝑥
𝑢3𝑥

𝑈2
𝑥𝑥 −

2(𝑢+ 𝑐3)

3𝑢𝑥
𝑈2
𝑥

−
(︂
8(𝑢+ 𝑐3)𝑢𝑥𝑥

3𝑢3𝑥
− 2(𝑢+ 𝑐3)

𝑢𝑥

)︂
𝑈𝑈𝑥𝑥 +

(︂
2(𝑢+ 𝑐3)𝑢𝑥𝑥

3𝑢2𝑥
+

8(𝑢+ 𝑐3)
3

9𝑢2𝑥
− 1

)︂
𝑈𝑈𝑥

+

(︂
𝑢𝑥𝑥
𝑢2𝑥

+
4(𝑢+ 𝑐3)

2

3𝑢2𝑥

)︂
𝑈𝑥𝑈𝑥𝑥 +

(︂
4(𝑢+ 𝑐3)

2

3𝑢𝑥
− 8(𝑢+ 𝑐3)

3𝑢𝑥𝑥
9𝑢3𝑥

)︂
𝑈2 = 0.

Упростим полученное выражение и перепишем его в следующем виде:(︂
2(𝑢+ 𝑐3)

𝑢2𝑥
𝑈𝑥𝑥 −

1

𝑢𝑥𝑥
𝑈𝑥 +

4(𝑢+ 𝑐3)
2

3𝑢2𝑥
𝑈

)︂
×(︂

𝑈𝑥𝑥𝑥 −
𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑥

𝑈𝑥𝑥 +
2

3
(𝑢+ 𝑐3)𝑈𝑥 −

(︂
2(𝑢+ 𝑐3)𝑢𝑥𝑥

3𝑢𝑥
− 𝑢𝑥

)︂
𝑈

)︂
= 0.

Это уравнение распадается на следующие два уравнения:

1.
2(𝑢+ 𝑐3)

𝑢2𝑥
𝑈𝑥𝑥 −

1

𝑢𝑥𝑥
𝑈𝑥 +

4(𝑢+ 𝑐3)
2

3𝑢2𝑥
𝑈 = 0, (43)

2. 𝑈𝑥𝑥𝑥 −
𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑥

𝑈𝑥𝑥 +
2

3
(𝑢+ 𝑐3)𝑈𝑥 −

(︂
2(𝑢+ 𝑐3)𝑢𝑥𝑥

3𝑢𝑥
− 𝑢𝑥

)︂
𝑈 = 0. (44)

Предположим, что выполняется условие (43). Тогда, с учетом (41), имеем равенство(︂
1

𝑢𝑥𝑥
− 1

𝑢𝑥

)︂
𝑈𝑥 −

√︀
9𝑈2

𝑥 + 6(𝑢+ 𝑐3)(𝑈2 + 6𝑐4)

3𝑢𝑥
= 0,

которое противоречит тому, что переменные 𝑈𝑥, 𝑈 , 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, 𝑐3, 𝑐4 являются свободными
переменными, принимающими произвольные значения (см. Замечание 1, §2). Следова-
тельно, имеет место только (44), т.е.

𝑈𝑥𝑥𝑥 =
𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑥

𝑈𝑥𝑥 −
2

3
(𝑢+ 𝑐3)𝑈𝑥 +

(︂
2(𝑢+ 𝑐3)𝑢𝑥𝑥

3𝑢𝑥
− 𝑢𝑥

)︂
𝑈. (45)

Удивительный факт состоит в том, что полученное уравнение третьего порядка оказалось
линейным.
Отметим, что уравнения (36) и (45) являются различными формами записи одного и

того же объекта. Переход от одной формы записи к другой заключается в простом пре-
образовании в классе обыкновенных дифференциальных уравнений. Однако, эти формы
записи отличаются друг от друга с точки зрения приложения. Для построения пары Лакса
удобно пользоваться формулой (36), а для построения оператора рекурсии больше подхо-
дит уравнение (45).
Напомним, что оператор рекурсии и пара Лакса являются важными атрибутами теории

интегрируемости. Способы построения пары Лакса ранее обсуждались в работах [8]–[15].
По поводу рекурсионного оператора см., например, обзор [16]. Обсуждаемый в данной
работе способ построения этих объектов через обобщенное инвариантное многообразие
был разработан в работах [3]–[7].
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Найдем пару Лакса для уравнения КдФ, воспользовавшись формулой (36). Положим
𝑐4 = 0, тогда подкоренное выражение будет квадратичной формой от 𝑈 , 𝑈𝑥 с коэффици-
ентом, зависящим от 𝑢, 𝑐3. Перепишем линеаризованное уравнение (9) с учетом уравнения
(36)

𝑈𝑡 =
𝑢𝑥𝑥
√︀
9𝑈2

𝑥 + 6(𝑢+ 𝑐3)𝑈2

6(𝑢+ 𝑐3)
+

(︂
𝑢𝑥𝑥

2(𝑢+ 𝑐3)
+
𝑢− 2𝑐3

3

)︂
𝑈𝑥. (46)

Отметим, что пара, составленная из уравнений (36) и (46), является парой Лакса для
уравнения КдФ (7), но представленной в нелинейной форме. Опыт показывает, что полу-
ченная таким образом пара Лакса линеаризуется при помощи подходящей замены пере-
менных (см. [6]). Для приведения этой пары к линейному виду выразим переменные 𝑈
и 𝑈𝑥 как некоторые квадратичные формы от новых переменных 𝜙 и 𝜓, так чтобы подко-
ренное выражение в уравнении (36) было полным квадратом. Воспользуемся следующей
леммой (см. [6])

Лемма 1. Квадратичная форма 𝑤(𝑃,𝑄) = 𝑃 2 +𝑄2, где

𝑃 = 𝛼1𝜙
2 + 𝛽1𝜙𝜓 + 𝛾1𝜓

2, 𝑄 = 𝛼2𝜙
2 + 𝛽2𝜙𝜓 + 𝛾2𝜓

2 (47)

может быть записана в виде 𝑃 2 + 𝑄2 = (𝛼3𝜙 + 𝛽3𝜓)
2 тогда и только тогда, когда

коэффициенты формы (47) удовлетворяют одному из следующих двух условий

1. 𝛽2 = 𝛼1 = 𝛾1 = 0, 𝛽2
1 + 4𝛼2𝛾2 = 0;

2. существует функция ℎ такая что 𝛼2 = ℎ𝛼1, 𝛾2 = ℎ𝛾1, 𝛽1 = −ℎ𝛽2, 𝛽2
2 + 4𝛼1𝛾1 = 0.

Следуя Лемме 1, выберем следующую замену переменных

𝑈 =
2√
6
𝜙𝜓, 𝑈𝑥 =

1

3

√
𝑢+ 𝑐3(𝜙

2 − 𝜓2).

Тогда вместо пары уравнений (36), (46) получим две системы уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜙𝑥 =

𝑢𝑥
4(𝑢+ 𝑐3)

𝜙−
√
𝑢+ 𝑐3√

6
𝜓,

𝜓𝑥 =

√
𝑢+ 𝑐3√

6
𝜙− 𝑢𝑥

4(𝑢+ 𝑐3)
𝜓,

(48)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜙𝑡 =

(︂
3𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥(𝑢− 2𝑐3)

12(𝑢+ 𝑐3)

)︂
𝜙−

√
6

18
(𝑢− 2𝑐3)

√
𝑢+ 𝑐3𝜓,

𝜓𝑡 =

(︃
𝑢𝑥𝑥√

6
√
𝑢+ 𝑐3

+

√
6

18
(𝑢− 2𝑐3)

√
𝑢+ 𝑐3

)︃
𝜙−

(︂
3𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥(𝑢− 2𝑐3)

12(𝑢+ 𝑐3)

)︂
𝜓.

(49)

Пара (48), (49) представляет собой линейную пару Лакса для уравнения КдФ (7). Приве-
дем пару (48), (49) к известной паре Лакса. Исключим в системе (48) зависимость от 𝑢𝑥.
С этой целью сделаем замену переменных 𝜙 = 𝛼𝑝 и 𝜓 = 𝛽𝑞, которая приводит (48) к виду⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑝𝑥 =

(︂
𝑢𝑥

4(𝑢+ 𝑐3)
− 𝛼𝑥

𝛼

)︂
𝑝−

√
𝑢+ 𝑐3√

6

𝛽

𝛼
𝑞,

𝑞𝑥 =

√
𝑢+ 𝑐3√

6

𝛼

𝛽
𝑝−

(︂
𝑢𝑥

4(𝑢+ 𝑐3)
+
𝛽𝑥
𝛽

)︂
𝑞.

(50)

Потребуем выполнения равенств

𝛼𝑥

𝛼
=

𝑢𝑥
4(𝑢+ 𝑐3)

,
𝛽𝑥
𝛽

= − 𝑢𝑥
4(𝑢+ 𝑐3)

.
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Откуда имеем 𝛼 = (𝑢+ 𝑐3)
1
4 , 𝛽 = (𝑢+ 𝑐3)

− 1
4 , и, следовательно, (50) запишется в виде⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑝𝑥 = − 1√
6
𝑞,

𝑞𝑥 =
1√
6
(𝑢+ 𝑐3)𝑝.

(51)

Перейдем от системы (51) к уравнению второго порядка на переменную 𝑝, т.е. имеем

𝑝𝑥𝑥 = −1

6
(𝑢+ 𝑐3)𝑝. (52)

В результате указанных выше преобразований система (49) перейдет к уравнению вида

𝑝𝑡 =
1

3
(𝑢− 2𝑐3)𝑝𝑥 −

1

6
𝑢𝑥𝑝. (53)

Пара уравнений (52), (53) совпадает с известной парой Лакса для уравнения КдФ
(см. [17]).
Покажем теперь, как при помощи обобщенного инвариантного многообразия (45) найти

рекурсионный оператор уравнения КдФ (7). Перепишем уравнение (45) в следующем виде

𝑈𝑥𝑥𝑥 −
𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑥

𝑈𝑥𝑥 +
2

3
𝑢𝑈𝑥 −

(︂
2𝑢𝑢𝑥𝑥
3𝑢𝑥

− 𝑢𝑥

)︂
𝑈 = −2

3
𝑐3𝑢𝑥𝐷𝑥

(︂
1

𝑢𝑥
𝑈

)︂
. (54)

Для получения рекурсионного оператора из уравнения (54) необходимо представить его

в виде 𝑅𝑈 = 𝜆𝑈 . Для этого умножим уравнение (54) на оператор 𝑢𝑥𝐷
−1
𝑥

(︁
1
𝑢𝑥

)︁
и после

несложных преобразований получим выражение(︂
𝐷2

𝑥 +
2

3
𝑢+

1

3
𝑢𝑥𝐷

−1
𝑥

)︂
𝑈 = 𝜆𝑈, 𝜆 = −2

3
𝑐3.

Таким образом, искомый рекурсионный оператор представляется в виде

𝑅 = 𝐷2
𝑥 +

2

3
𝑢+

1

3
𝑢𝑥𝐷

−1
𝑥 . (55)

Построенный оператор (55) совпадает с известным рекурсионным оператором уравнения
КдФ (см. [18]).
Автор выражает искреннюю признательность И. Т. Хабибуллину за постановку задачи

и постоянное внимание к работе, а также благодарит участников семинара кафедры ВВТС
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