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МЕТОД ФУРЬЕ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ИНВОЛЮЦИЕЙ

И ГРУППЫ ОПЕРАТОРОВ

А.Г. БАСКАКОВ, Н.Б. УСКОВА

Аннотация. Изучается смешанная задача для дифференциального уравнения пер-
вого порядка с инволюцией. Она записывается с помощью дифференциального опера-
тора с инволюцией, действующего в пространстве суммируемых с квадратом модуля
на конечном промежутке функций. Строится преобразование подобия этого операто-
ра в оператор, являющийся ортогональной прямой суммой оператора конечного ранга
и операторов ранга 1. Методом исследования является метод подобных операторов.
Теорема о подобии служит основанием для построения групп операторов, генератором
которой является исходный оператор. Выписываются асимптотические формулы для
групп операторов. Построенная группа позволяет ввести понятие слабого решения, а
также описать слабые решения рассматриваемой задачи.
Она служит для обоснования метода Фурье. Устанавливается почти периодичность

ограниченных слабых решений. Доказательство почти периодичности основывается на
полученном асимптотическом представлении спектра дифференциального оператора
с инволюцией.

Ключевые слова: метод подобных операторов, спектр, смешанная задача, группа
операторов, дифференциальный оператор с инволюцией.
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1. Введение и основные результаты

Изучается смешанная задача для гиперболического уравнения с инволюцией⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑢(𝑡,𝑠)

𝜕𝑡
= 𝜕𝑢(𝑡,𝑠)

𝜕𝑠
− 𝑣(𝑠)𝑢(𝑡, 𝜔 − 𝑠),

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 𝜔),

𝑢(0, 𝑠) = 𝜙(𝑠),

𝑡 ∈ 𝒥 , 𝑠 ∈ [0, 𝜔],

(1)

где символом 𝒥 обозначается один из промежутков вида (−∞,∞), (−∞, 𝛽], [𝛼, 𝛽], [𝛼,∞).
Всюду предполагается, что рассматриваемый промежуток содержит точку нуль.
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Наряду с однородной задачей (1) рассматривается соответствующая неоднородная за-
дача ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢(𝑡,𝑠)
𝜕𝑡

= 𝜕𝑢(𝑡,𝑠)
𝜕𝑠

− 𝑣(𝑠)𝑢(𝑡, 𝜔 − 𝑠) + 𝑓(𝑡, 𝑠),

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 𝜔),

𝑢(0, 𝑠) = 𝜙(𝑠),

𝑡 ∈ 𝒥 , 𝑠 ∈ [0, 𝜔].

(2)

Для постановки задачи введем в рассмотрение следующие функциональные простран-
ства. Символом 𝐿2 = 𝐿2[0, 𝜔] обозначено гильбертово пространство измеримых по Лебегу
на [0, 𝜔] со значениями в C суммируемых с квадратом модуля (классов эквивалентности)
функций. Скалярное произведение в 𝐿2 задается формулой

(𝑥, 𝑦) =
1

𝜔

∫︁ 𝜔

0

𝑥(𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿2,

и норма порождается этим скалярным произведением.
Пространство 𝐿2 изометрически изоморфно гильбертову пространству 𝐿2,𝜔 = 𝐿2,𝜔(R,C)

периодических периода 𝜔, определенных на всей оси R суммируемых с квадратом модуля
на [0, 𝜔] комплексных функций. В дальнейшем каждая функция 𝑥 ∈ 𝐿2 будет отождеств-
ляться с ее периодическим периода 𝜔 продолжением на R.
Через 𝑊 1

2 = 𝑊 1
2 [0, 𝜔] обозначим пространство Соболева абсолютно

непрерывных функций из 𝐿2 с производными из 𝐿2 и скалярным произведением
(𝑥, 𝑦)𝑊 1

2
= (𝑥, 𝑦) + (𝑥′, 𝑦′), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊 1

2 .
Далее символом Endℋ обозначена банахова алгебра ограниченных линейных операто-

ров, действующих в абстрактном гильбертовом пространстве ℋ, с нормой
‖𝑋‖∞ = sup

‖𝑥‖61

‖𝑋𝑥‖, 𝑥 ∈ ℋ, 𝑋 ∈ Endℋ. Введем в рассмотрение двусторонний идеал опе-

раторов Гильберта-Шмидта S2(ℋ) из алгебры Endℋ. Через ‖𝑋‖2 обозначим норму опе-
ратора Гильберта-Шмидта 𝑋 ∈ S2(ℋ), т. е. ‖𝑋‖2 = (tr (𝑋𝑋*))1/2. Здесь tr (𝑋𝑋*) — след
оператора 𝑋𝑋*, принадлежащего двустороннему идеалу S1(ℋ) ядерных операторов из
Endℋ (см. [1]) с нормой ‖𝑋‖1 = tr (𝑋𝑋*) =

∑︀
𝑛∈Z

𝑠𝑛, где (𝑠𝑛) — последовательность 𝑠-чисел

оператора 𝑋. Формула (𝑋, 𝑌 ) = tr (𝑋𝑌 *), 𝑋, 𝑌 ∈ S2(ℋ), задает скалярное произведение
в S2(ℋ).
В статье предполагается, что потенциал 𝑣 принадлежит пространству 𝐿2. В дальнейшем,

символом 𝐶(𝒥 , 𝐿2) обозначим линейное пространство функций 𝑢 : 𝒥 × [0, 𝜔] → C со
следующими свойствами. При фиксированном 𝑡 ∈ 𝒥 функция 𝑠 ↦→ 𝑢(𝑡, 𝑠) принадлежит
пространству 𝐿2. Кроме того, предполагается непрерывность функции̃︀𝑢 : 𝒥 → 𝐿2, ̃︀𝑢(𝑡)(𝑠) = 𝑢(𝑡, 𝑠), 𝑡 ∈ 𝒥 , 𝑠 ∈ [0, 𝜔].

Если 𝒥 — конечный промежуток, то пространство 𝐶(𝒥 , 𝐿2) является банаховым. В этом
случае в качестве нормы берется величина ‖𝑢‖∞ = max

𝑡∈𝒥
‖̃︀𝑢(𝑡)‖2. Функцию ̃︀𝑢 назовем ассо-

циированной с функцией 𝑢, и они будут отождествляться.
Всюду в рассматриваемой неоднородной задаче (2) функция 𝑓 : 𝒥 ×[0, 𝜔] → C считается

принадлежащей пространству 𝐶(𝒥 , 𝐿2).
Отметим серию работ [2]–[5], в которых смешанная задача (1) рассматривалась с глад-

ким потенциалом 𝑣 : [0, 𝜔] → C. В этих работах резольвентным методом (с помощью
контурного интегрирования) рассматривалась задача обоснования метода Фурье для од-
нородной задачи (1). Также изучалась асимптотика собственных значений и равносхо-
димость спектральных разложений для дифференциального оператора 𝐿, определяемого
задачей (1). Мы определим этот оператор несколько позже.
Дифференциальные операторы второго порядка с инволюцией изучались

в статьях[6]–[8]. В работе [8] приведен полный библиографический обзор результатов по
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равносходимости спектральных разложений для операторов первого и второго порядка с
инволюцией.
Качественный анализ решений краевых задач для уравнений первого и второго порядка

с инволюцией приводился в [9]–[13]. Свойства базисности корневых функций рассматри-
вались в [14]. Оператор, порожденный дифференциальным выражением второго порядка
с инволюцией при производной, изучался в [15], [16].
Спектральные свойства оператора 𝐿 (асимптотика собственных значений и оценки рав-

носходимости спектральных разложений) для системы дифференциальных уравнений с
инволюцией были получены методом подобных операторов в [17]. В данной работе ме-
тодом исследования также является метод подобных операторов. Отметим также статьи
[18]–[22], в которых развивался метод подобных операторов.
Операторы с инволюцией возникают в теории фильтрации, теории прогнозирования и

при изучении субгармонических колебаний [23]–[26].
Задачи (1) и (2) в гильбертовом пространстве 𝐿2 записываются соответственно в виде̃︀𝑢′𝑡 = 𝐿̃︀𝑢, ̃︀𝑢(0) = 𝜙, (3)̃︀𝑢′𝑡 = 𝐿̃︀𝑢+ ̃︀𝑓, ̃︀𝑢(0) = 𝜙. (4)

Оператор 𝐿 : 𝐷(𝐿) ⊂ 𝐿2 → 𝐿2, из уравнений (3), (4), задается формулой

(𝐿𝑦)(𝑠) =
𝑑𝑦(𝑠)

𝑑𝑠
− 𝑣(𝑠)𝑦(𝜔 − 𝑠), 𝑠 ∈ [0, 𝜔]. (5)

Его область определения 𝐷(𝐿) задается периодическими краевыми условиями

𝐷(𝐿) = {𝑦 ∈ 𝑊 1
2 : 𝑦(0) = 𝑦(𝜔)}. (6)

Сформулируем определения, связанные с понятием решений рассматриваемых задач
Коши (1), (2).

Определение 1. ([27]) Классическим решением задачи (2) называется непрерывно
дифференцируемая функция 𝑢 : 𝒥 × [0, 𝜔] → C, принадлежащая пространству 𝐶(𝒥 , 𝐿2),
такая, что ассоциированная с ней функция ̃︀𝑢 : 𝒥 → 𝐿2 является непрерывно дифферен-
цируемой, для любого 𝑡 ∈ 𝒥 удовлетворяет условию ̃︀𝑢(𝑡) ∈ 𝐷(𝐿) и уравнению (4).

Определение 2. ([27, § 3.1]) Функция 𝑢 ∈ 𝐶(𝒥 , 𝐿2) называется слабым решением

(mild solution) задачи (4), если
∫︀ 𝑡

0
̃︀𝑢(𝑠) 𝑑𝑠 ∈ 𝐷(𝐿) для любого 𝑡 ∈ 𝒥 и

̃︀𝑢(𝑡) = 𝜙+ 𝐿

∫︁ 𝑡

0

̃︀𝑢(𝑠) 𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

̃︀𝑓(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝒥 ,

где интегралы Римана рассматриваются для непрерывных функций, определенных на 𝒥
со значением в гильбертовом пространстве 𝐿2.

Из определения 1 естественным образом следует

Определение 3. Классическим решением задачи (1), где 𝜙 ∈ 𝑊 1
2 , называется функ-

ция 𝑢 : 𝒥×[0, 𝜔] → C, принадлежащая пространству 𝐶(𝒥 , 𝐿2), такая, что ассоциирован-
ная с ней функция ̃︀𝑢 : 𝒥 → 𝐿2 является непрерывно-дифференцируемой и удовлетворяет
задаче (1).

Определение 4. Функция ̃︀𝑢 : 𝒥 → 𝐿2 называется слабым решением (mild solution)
задачи (1), если она является равномерным пределом (на каждом конечном промежутке
из 𝒥 ) классических решений (̃︀𝑢𝑛), 𝑛 > 1, для которых ̃︀𝑢𝑛(0) = 𝜙𝑛 ∈ 𝑊 1

2 , 𝑛 > 1, где
lim
𝑛→∞

𝜙𝑛 = 𝜙.

Определение 5. Говорят, что задача (1) равномерно корректна, если для любого на-
чального условия 𝜙 ∈ 𝐿2 существует единственное слабое решение 𝑥 ∈ 𝐶(𝒥 , 𝐿2), удовле-
творяющее условию ̃︀𝑥(0) = 𝜙.
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Близкое определение корректной задачи для абстрактного дифференциального урав-
нения с постоянным операторным коэффициентом дано в монографии [28, Гл. II, § 3].
Отметим, что определение равномерно корректной разрешимости задачи (1) эквивалент-
но тому, что оператор 𝐿 является генератором сильно непрерывной группы операторов.
Решающую роль в данной статье для обоснования метода Фурье для уравнения с инво-

люцией будет иметь использование теории полугрупп операторов.

Теорема 1. Задача (1) равномерно корректна. Дифференциальный оператор 𝐿 явля-
ется генератором некоторой сильно непрерывной группы операторов

𝑇 : R → End𝐿2.

Каждое классическое решение 𝑢 ∈ 𝐶(𝒥 , 𝐿2) задачи (1) задается формулой

𝑢(𝑡, 𝑠) = (𝑇 (𝑡)𝜙)(𝑠), 𝑠 ∈ [0, 𝜔], 𝑡 ∈ 𝒥 , (7)

где 𝜙 ∈ 𝑊 1
2 и 𝜙(0) = 𝜙(𝜔). Каждое слабое решение записывается в виде (7), где 𝜙 ∈ 𝐿2.

Благодаря применению метода подобных операторов, теорема 1 далее будет существен-
но усилена (теоремы 6 – 8). Следует отметить, что теорема 1 (по крайней мере для огра-
ниченной функции 𝑣) может быть получена на основе общих теорем о возмущенных по-
лугруппах (группах) операторов (см. [29], [30]).

Замечание 1. Из [27, Proposition 3.1.16] следует, что любое слабое решение
𝑢 ∈ 𝐶(𝒥 , 𝐿2) задачи (2), записанной в виде (4), допускает представление

̃︀𝑢(𝑡) = 𝑇 (𝑡− 𝑡0)̃︀𝑢(𝑡0) −
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑇 (𝑡− 𝜏) ̃︀𝑓(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡, 𝑡0 ∈ 𝒥 , (8)

где 𝑇 : R → End𝐿2 — группа операторов из теоремы 1, генератором которой является
оператор 𝐿.

Из замечания 1 вытекает, что следующее определение классического решения эквива-
лентно определению 1.

Определение 6. Классическим решением задачи (2) называется
функция 𝑢 ∈ 𝐶(𝒥 , 𝐿2), удовлетворяющая равенству (8) (интегральному уравнению), та-
кая, что ̃︀𝑢(𝑡) ∈ 𝐷(𝐿) ⊂ 𝑊 1

2 .

Таким образом, для классического решения выполняется равенство (4).

Теорема 2. Задача Коши (2) имеет единственное слабое решение 𝑥 ∈ 𝐶(𝒥 , 𝐿2) такое,
что ассоциированная с ним функция ̃︀𝑥 представима в виде

̃︀𝑥(𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝜙+

∫︁ 𝑡

0

𝑇 (𝑡− 𝜏) ̃︀𝑓(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ 𝒥 .

Утверждение теоремы 2 следует из теоремы 1 и определения 6.
В дальнейшем в статье систематически используются приводимые ниже определение и

свойства подобных операторов.

Определение 7. Два линейных оператора 𝐴𝑖 : 𝐷(𝐴𝑖) ⊂ ℋ → ℋ, 𝑖 = 1, 2, называются
подобными, если существует непрерывно обратимый оператор 𝑈 ∈ Endℋ такой, что

𝐴1𝑈𝑥 = 𝑈𝐴2𝑥, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴2), 𝑈𝐷(𝐴2) = 𝐷(𝐴1).

Оператор 𝑈 называется оператором преобразования оператора 𝐴1 в 𝐴2.

Подобные операторы обладают рядом совпадающих спектральных свойств. Соответ-
ствующее утверждение удобно формулировать в виде следующей леммы.
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Лемма 1. Пусть 𝐴𝑖 : 𝐷(𝐴𝑖) ⊂ ℋ → ℋ, 𝑖 = 1, 2, — два подобных оператора и
𝑈 ∈ Endℋ — оператор преобразования оператора 𝐴1 в оператор 𝐴2. Тогда справедли-
вы следующие утверждения:
1) 𝜎(𝐴1) = 𝜎(𝐴2), 𝜎𝑑(𝐴1) = 𝜎𝑑(𝐴2), 𝜎𝑐(𝐴1) = 𝜎𝑐(𝐴2), 𝜎𝑟(𝐴1) = 𝜎𝑟(𝐴2), где 𝜎(𝐴𝑖), 𝜎𝑑(𝐴𝑖),

𝜎𝑐(𝐴𝑖), 𝜎𝑟(𝐴𝑖), 𝑖 = 1, 2, — спектр, дискретный, непрерывный и остаточный спектры
операторов 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2, соответственно;
2) если оператор 𝐴2 допускает разложение 𝐴2 = 𝐴21⊕𝐴22, где 𝐴2𝑘 = 𝐴2|ℋ𝑘, 𝑘 = 1, 2, —

сужение 𝐴2 на ℋ𝑘 относительно прямой суммы ℋ = ℋ1 ⊕ ℋ2 инвариантных относи-
тельно 𝐴2 подпространств ℋ1, ℋ2, то подпространства ̃︀ℋ𝑘 = 𝑈(ℋ𝑘), 𝑘 = 1, 2, инвари-

антны относительно оператора 𝐴1 и 𝐴1 = 𝐴11⊕𝐴12, где 𝐴1𝑘 = 𝐴1| ̃︀ℋ𝑘, 𝑘 = 1, 2, при этом

ℋ = ̃︀ℋ1⊕ ̃︀ℋ2. Кроме того, если 𝑃 — проектор, осуществляющий разложение ℋ = ℋ1⊕ℋ2

(т. е. ℋ1 = Im𝑃 — образ проектора 𝑃 , ℋ2 = Im (𝐼 − 𝑃 ) — образ дополнительного про-

ектора 𝐼 − 𝑃 ), то проектор ̃︀𝑃 ∈ Endℋ, осуществляющий разложение ℋ = ̃︀ℋ1 ⊕ ̃︀ℋ2,
определяется формулой ̃︀𝑃 = 𝑈𝑃𝑈−1.

3) если 𝑎 — собственный вектор оператора 𝐴2, отвечающий собственному значению
𝜆0, то 𝑏 = 𝑈𝑎 — собственный вектор оператора 𝐴1, отвечающий тому же собственному
значению 𝜆0.
4) если оператор 𝐴2 является генератором сильно непрерывной полугруппы (группы)

операторов 𝑇2 : J → Endℋ (класса 𝐶0), то оператор 𝐴1 является генератором сильно
непрерывной полугруппы (группы) операторов

𝑇1(𝑡) = 𝑈𝑇2(𝑡)𝑈
−1, 𝑡 ∈ J, 𝑇1 : J → Endℋ,

где J совпадает с одним из множеств R+, R.

Пусть ℋ — абстрактное гильбертово пространство, причем оно представимо в виде пря-
мой суммы взаимно ортогональных ненулевых замкнутых подпространств ℋ𝑛, 𝑛 ∈ Z, т. е.

ℋ =
⨁︁
𝑛∈Z

ℋ𝑛, (9)

где ℋ𝑖 ортогонально ℋ𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ Z, и 𝑥 =
∑︀
𝑛∈Z

𝑥𝑛, 𝑥𝑛 ∈ ℋ𝑛, ‖𝑥‖2 =
∑︀
𝑛∈Z

‖𝑥𝑛‖2.

Такое представление пространства ℋ ведет к существованию разложения единицы систе-
мой ортопроекторов {𝒫𝑛, 𝑛 ∈ Z}. При этом проекторы 𝒫𝑛, 𝑛 ∈ Z, обладают следующими
свойствами:
1) 𝒫*

𝑛 = 𝒫𝑛, 𝑛 ∈ Z;
2) 𝒫𝑖𝒫𝑗 = 0 при 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ Z;
3) ряд

∑︀
𝑛∈Z

𝒫𝑛𝑥 безусловно сходится к 𝑥 ∈ ℋ и ‖𝑥‖2 =
∑︀
𝑛∈Z

‖𝒫𝑛𝑥‖2;

3’) из равенств 𝒫𝑘𝑥 = 0, 𝑘 ∈ Z следует, что вектор 𝑥 нулевой;
4) ℋ𝑘 = Im𝒫𝑘, 𝑥𝑘 = 𝒫𝑘𝑥, 𝑘 ∈ Z.
Отметим, что свойства 3) и 3’) эквивалентны.

Определение 8. Линейный оператор 𝒜 : 𝐷(𝒜) ⊂ ℋ → ℋ называется ортогональной
прямой суммой ограниченных операторов 𝒜𝑛 ∈ Endℋ𝑛, 𝑛 ∈ Z, относительно разложе-
ния (9), при этом используется запись

𝒜 =
⨁︁
𝑛∈Z

𝒜𝑛, (10)

если
1) ℋ𝑛 ⊂ 𝐷(𝒜) = {𝑥 ∈ ℋ :

∑︀
𝑘∈Z

‖𝒜𝑘𝑥𝑘‖2 <∞, 𝑥𝑘 = 𝒫𝑘𝑥, 𝑘 ∈ Z} для всех 𝑛 ∈ Z;

2) каждое подпространство ℋ𝑛, 𝑛 ∈ Z, инвариантно относительно оператора 𝒜 и
𝒜𝑛, 𝑛 ∈ Z, есть сужение оператора 𝒜 на ℋ𝑛, 𝑛 ∈ Z.
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3) 𝒜𝑥 =
∑︀
𝑘∈Z

𝒜𝑘𝑥𝑘, 𝑥 ∈ 𝐷(𝒜), где 𝑥𝑘 = 𝒫𝑘𝑥, 𝑘 ∈ Z.

Отметим включение спектров 𝜎(𝒜𝑘) ⊂ 𝜎(𝒜), 𝑘 ∈ Z.
Если не делать дополнительных ограничений, то 𝜎(𝒜) может не совпадать с объедине-

нием спектров 𝜎(𝒜𝑘), 𝑘 ∈ Z, и даже с замыканием объединения.

Определение 9. Разложение гильбертова пространства ℋ вида

ℋ =
⨁︁
𝑘∈Z

𝑈ℋ𝑘, (11)

где 𝑈 — обратимый оператор из Endℋ и ℋ есть ортогональная прямая сумма под-
пространств ℋ𝑘, 𝑘 ∈ Z, вида (9) назовем квазиортогональным или 𝑈-ортогональным.
Если оператор 𝑈 представим в виде 𝑈 = 𝐼 +𝑊 , где 𝑊 ∈ S2(ℋ), то квазиортогональное
разложение пространства ℋ назовем разложением Рисса.

Отметим, что 𝑈 -ортогональное разложение (11) пространства ℋ является ортогональ-
ным, если в ℋ ввести эквивалентное скалярное произведение вида

(𝑥, 𝑦)* = (𝑈𝑥, 𝑈𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ ℋ.

Определение 10. Будем говорить, что линейный замкнутый оператор
𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ ℋ → ℋ является квазиортогональной (𝑈-ортогональной) прямой суммой

ограниченных операторов ̃︀𝐴𝑘, 𝑘 ∈ Z, относительно квазиортогонального разложения
пространства ℋ вида (11), если ̃︀𝐴𝑘 = 𝑈𝐴𝑘𝑈

−1, 𝑘 ∈ Z, для некоторого обратимого опера-
тора 𝑈 ∈ Endℋ. При этом используется запись

𝐴 =
⨁︁
𝑘∈Z

̃︀𝐴𝑘.

Вернемся к рассмотрению оператора 𝐿, определенного формулами (5), (6). Представим
его в виде 𝐿 = 𝐿0 − 𝑉 , где 𝐿0 : 𝐷(𝐿0) = 𝐷(𝐿) ⊂ 𝐿2 → 𝐿2 — оператор дифференцирования
𝐿0 = 𝑑

𝑑𝑠
и

(𝑉 𝑦)(𝑠) = 𝑣(𝑠)𝑦(𝜔 − 𝑠). (12)

Оператор 𝑉 определен корректно ввиду включения 𝐷(𝐿0) ⊂ 𝐷(𝑉 ). Оператор 𝐿0 далее
будет играть роль невозмущенного оператора, а оператор 𝑉 — возмущения.
Рассмотрим невозмущенный оператор 𝐿0 и опишем его спектральные свойства. Спектр

𝜎(𝐿0) оператора 𝐿0 представим в виде

𝜎(𝐿0) = ∪𝑘∈Z𝜎𝑘,

где 𝜎𝑘 = {𝜆𝑘}, 𝜆𝑘 = 𝑖2𝜋𝑘
𝜔
, 𝑘 ∈ Z, — простые изолированные собственные значения. Соответ-

ствующими собственными векторами являются функции 𝑒𝑘(𝑠) = 𝑒𝑖
2𝜋𝑘
𝜔

𝑠, 𝑠 ∈ [0, 𝜔], 𝑘 ∈ Z,
образующие в пространстве 𝐿2 ортонормированный базис (с учетом введенного в 𝐿2 ска-
лярного произведения). Соответствующий спектральный проектор 𝒫𝑛 = 𝑃 (𝜎𝑛, 𝐿0), 𝑛 ∈ Z,
(проектор Рисса) определяется формулой

(𝒫𝑛𝑥)(𝑠) =
1

𝜔

(︂∫︁ 𝜔

0

𝑥(𝜏)𝑒−𝑖 2𝜋𝑘
𝜔

𝜏 𝑑𝜏

)︂
𝑒𝑖

2𝜋𝑘
𝜔

𝑠 = ̂︀𝑥(𝑛)𝑒𝑖
2𝜋𝑛
𝜔

𝑠, 𝑥 ∈ 𝐿2, 𝑠 ∈ [0, 𝜔]. (13)

Здесь ̂︀𝑥(𝑛), 𝑛 ∈ Z, — коэффициент Фурье периодической функции 𝑥 ∈ 𝐿2, определенный
формулой ̂︀𝑥(𝑛) =

1

𝜔

∫︁ 𝜔

0

𝑥(𝜏)𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝜏 𝑑𝜏.

Отметим, что невозмущенный оператор 𝐿0 = 𝑑
𝑑𝑠
есть ортогональная прямая сумма опе-

раторов (𝐿0)𝑘 = 𝐿0|ℋ𝑘 = 𝑖2𝜋𝑘
𝜔
𝐼𝑘, где 𝐼𝑘 обозначает тождественный оператор в одномерном
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подпространстве ℋ𝑘 = Im𝒫𝑘. т. е. 𝐿0 = ⊕𝑘∈Z(𝐿0)𝑘. При этом все операторы (𝐿0)𝑘, 𝑘 ∈ Z,
имеют ранг 1 и представимы в виде (𝐿0)𝑘 = 𝜆𝑘𝐼𝑘, 𝑘 ∈ Z.
Пусть 𝒫(𝑘) =

∑︀
|𝑖|6𝑘

𝒫𝑖, 𝑘 > 0. Тогда оператор 𝐿0 также есть ортогональная прямая сумма

операторов

𝐿0 = (𝐿0)(𝑘) ⊕
(︂⨁︁

|𝑗|>𝑘

(𝐿0)𝑗

)︂
= (𝐿0)(𝑘) ⊕

(︂⨁︁
|𝑗|>𝑘

𝑖
2𝜋𝑗

𝜔
𝐼𝑗

)︂
, 𝑘 ∈ Z+, 𝑗 ∈ Z,

где (𝐿0)(𝑘) — сужение оператора 𝐿0 = 𝑑
𝑑𝑠

на подпространство ℋ(𝑘) = Im𝒫(𝑘) относительно
представления пространства 𝐿2 в виде

𝐿2 = ℋ(𝑘) ⊕
(︂⨁︁

|𝑗|>𝑘

ℋ𝑗

)︂
. (14)

Отметим, что (𝐿0)(𝑘) =
⨁︀
|𝑗|6𝑘

𝑖2𝜋𝑗
𝜔
𝐼𝑗 относительно ортогонального разложения ℋ(𝑘) =

⨁︀
|𝑗|6𝑘

ℋ𝑗.

В основе всех приводимых в статье результатов и оценок лежит

Теорема 3. Существует такое число 𝑘 ∈ Z+ = N ∪ {0}, что оператор 𝐿 = 𝐿0 − 𝑉
подобен оператору 𝐿0 − 𝑉0, где оператор 𝑉0 принадлежит пространству S2(ℋ), имеет
место равенство

𝐿𝑈 = 𝑈(𝐿0 − 𝑉0),

и подпространства ℋ(𝑘) = Im𝒫(𝑘) и ℋ𝑗 = Im𝒫𝑗, |𝑗| > 𝑘, являются инвариантными
относительно операторов 𝑉0, 𝐿0. Более того, оператор 𝐿 есть 𝑈-ортогональная прямая
сумма вида

𝐿 = 𝑈(𝐿0 −
(︀
𝑉0(𝑘) ⊕

⨁︁
|𝑗|>𝑘

𝑉0𝑗
)︀
)𝑈−1

относительно разложения Рисса (𝑈-ортогонального разложения) пространства
ℋ = 𝑈ℋ(𝑘) ⊕

⨁︀
|𝑗|>𝑘

𝑈ℋ𝑗. Обратимый оператор преобразования 𝑈 из End𝐿2 представим

в виде 𝑈 = 𝐼 +𝑊 , где 𝑊 ∈ S2(ℋ).

Конкретный вид операторов 𝑈 и 𝑉0 будет выписан в параграфах 3, 4, 5.

Теорема 4. Спектр оператора 𝐿 представим в виде

𝜎(𝐿) = ̃︀𝜎(𝑘) ∪ (︂ ⋃︁
|𝑗|>𝑘

̃︀𝜎𝑗)︂,
где множество ̃︀𝜎(𝑘) содержит не более 2𝑘 + 1 собственных значений, множества ̃︀𝜎𝑗,
|𝑗| > 𝑘, одноточечны и ̃︀𝜎𝑗 = {̃︀𝜆𝑗}, ̃︀𝜆𝑗 = 𝑖2𝜋𝑗

𝜔
− 𝑏𝑗, причем

∑︀
|𝑗|>𝑘

|𝑏𝑗|2 <∞.

Соответствующие собственные векторы ̃︀𝑒𝑛 образуют в пространстве 𝐿2 базис Бари
(в частности, базис Рисса) и имеет место оценка

‖̃︀𝑒𝑛 − 𝑒𝑛‖ = 𝑏1𝑛, |𝑛| > 𝑚,

где
∑︀

|𝑛|>𝑚

𝑏21𝑛 <∞.

В работе [5] приводятся уточненные формулы собственных значений и собственных век-
торов оператора 𝐿 в случае гладкого на отрезке [0, 1] потенциала 𝑣 такого, что 𝑣(0) = 𝑣(1).
В статье [17] были получены оценки взвешенных средних собственных значений из мно-

жеств 𝜎𝑛, |𝑛| > 𝑚, и оценки отклонений dist (𝑖2𝜋𝑗
𝜔
, ̃︀𝜎𝑗).

Отметим, что излагаемые в данной работе свойства дифференциальных операторов с
инволюцией существенно отличаются от спектральных свойств дифференциальных опе-
раторов [31], [32].
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Следующая теорема формулируется в условиях теорем 3 и 4 с введенными в теореме 4
обозначениями.
Пусть ̃︀𝒫(𝑘) = 𝑃 (̃︀𝜎(𝑘), 𝐿), 𝑘 > 0, ̃︀𝒫𝑛 = 𝑃 (̃︀𝜆𝑛, 𝐿), |𝑛| > 𝑚, — спектральные проекторы,

построенные по спектральным множествам ̃︀𝜎(𝑘) и ̃︀𝜎𝑗, |𝑗| > 𝑘, соответственно.

Теорема 5. Имеет место предельное соотношение

lim
𝑛→∞

‖ ̃︀𝒫(𝑘) +
𝑛∑︁

|𝑗|=𝑘+1

̃︀𝒫𝑗 − 𝒫(𝑘) −
𝑛∑︁

|𝑗|=𝑘+1

𝒫𝑗‖2 = 0.

Следующая теорема существенно усиливает результат теоремы 1.

Теорема 6. Дифференциальный оператор 𝐿 является генератором сильно непрерыв-
ной группы операторов

𝑇 : R → End𝐿2.

Группа 𝑇 : R → End𝐿2 подобна группе ̃︀𝑇 : R → End𝐿2, которая допускает ортого-
нальное разложение вида

̃︀𝑇 (𝑡) =
−𝑘−1⨁︁
𝑗=−∞

𝑒(
𝑖2𝜋𝑗
𝜔

−𝑏𝑗)𝐼𝑗𝑡 ⊕ 𝑒𝐵(𝑘)𝑡

∞⨁︁
𝑗=𝑘+1

𝑒(
𝑖2𝜋𝑗
𝜔

−𝑏𝑗)𝐼𝑗𝑡, 𝑡 ∈ R, (15)

относительно разложения пространства 𝐿2 вида (14), для некоторого целого 𝑘 > 0,

причем 𝑇 (𝑡) = 𝑈 ̃︀𝑇 (𝑡)𝑈−1, 𝑡 ∈ R. Более того, оператор преобразования 𝑈 ∈ End𝐿2 группы̃︀𝑇 в группу 𝑇 представим в виде 𝑈 = 𝐼+𝑊 , где 𝑊 ∈ S2(ℋ). Оператор 𝐵(𝑘) принадлежит
Endℋ(𝑘) и

∑︀
|𝑗|>𝑘

|𝑏𝑗|2 <∞.

Таким образом, группа операторов 𝑇 (𝑡), 𝑡 ∈ R, допускает 𝑈 -ортогональное разложе-
ние относительно 𝑈 -ортогонального разложения пространства 𝐿2 вида (11). Число 𝑘 из
теоремы 6 будет определено далее в § 4, теореме 16.

Пусть 𝜓 = 𝑈−1𝜙 и функция 𝜓 раскладывается в ряд Фурье 𝜓(𝑠) =
∑︀
𝑛∈Z

̂︀𝜓(𝑛)𝑒𝑖
2𝜋𝑛
𝜔

𝑠,

𝑠 ∈ [0, 𝜔]. Очевидно, что 𝒫𝑗𝜓 = ̂︀𝜓(𝑗)𝑒𝑗, 𝑗 ∈ Z.

Определение 11. Представление группы операторов (слабых решений) вида

𝑇 (𝑡)𝜙 = 𝑈 ̃︀𝑇 (𝑡)𝑈−1𝜙 =
−𝑘−1∑︁
𝑗=−∞

𝑒(
𝑖2𝜋𝑗
𝜔

−𝑏𝑗)𝑡𝑈𝒫𝑗𝜓+

+ 𝑈𝑒𝐵(𝑘)𝑡𝒫(𝑘)𝜓 +
∞∑︁

𝑗=𝑘+1

𝑒(
𝑖2𝜋𝑗
𝜔

−𝑏𝑗)𝑡𝑈𝒫𝑗𝜓 (16)

назовем рядом Фурье слабого решения 𝑢(𝑡, 𝑠) = (𝑇 (𝑡)𝜙)(𝑠), 𝑡 ∈ R, 𝑠 ∈ [0, 𝜔], 𝜙 ∈ 𝐿2, задачи
(1).

Непосредственно из представления (15) теоремы 6 получаем, что имеет место

Теорема 7. Группа ̃︀𝑇 допускает представление вида̃︀𝑇 (𝑡) = 𝑒𝐵(𝑘)𝑡𝒫(𝑘) +
∑︁

|𝑗|>𝑘+1

𝑒(𝑖
2𝜋𝑗
𝜔

−𝑏𝑗)𝑡𝒫𝑗.

Рассмотрим последовательности чисел 𝛽𝑙 = ‖𝒫𝑙𝑊‖2, 𝛼𝑙 = sup
|𝑗|>𝑙

|𝑏𝑗|, 𝑙 ∈ Z. Они обладают

свойствами: lim
𝑙→∞

𝑎𝑙 = 0 и (𝛽𝑙) — суммируемая с квадратом последовательность.

Из представления решения в виде (16) следует
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Теорема 8. Для любой функции 𝜙 ∈ 𝐿2 имеют место оценки

‖𝑇 (𝑡)𝜙− 𝑈𝑒𝐵(𝑘)𝑡𝒫(𝑘)𝜓 −
∑︁

𝑘6|𝑗|6𝑁

𝑒(
𝑖2𝜋𝑗
𝜔

−𝑏𝑗)𝑡𝑈𝒫𝑗𝜓(𝑗)‖2 6

6 𝐶

(︂ ∑︁
|𝑗|>𝑁+1

𝑒2𝑏𝑗 |𝑡|(| ̂︀𝜓(𝑗)|2 + 𝛽2
𝑗 ‖𝜓‖2)

)︂ 1
2

6

6 𝐶𝑒𝛼𝑁+1|𝑡|
(︂ ∑︁

|𝑗|>𝑁+1

(| ̂︀𝜓(𝑗)|2 + 𝛽2
𝑗 ‖𝜓‖2)

)︂ 1
2

, 𝑡 ∈ R,

для 𝑁 > 𝑘 и некоторой постоянной 𝐶 > 0.

Наличие группы операторов 𝑇 позволяет корректно определить оператор 𝑑
𝑑𝑡
− 𝐿 в ря-

де функциональных пространств. Символом 𝐶𝑏 = 𝐶𝑏(𝒥 , 𝐿2) обозначено банахово про-
странство непрерывных ограниченных на 𝒥 функций со значениями в 𝐿2 и нормой
‖𝑥‖∞ = sup

𝑡∈𝒥
‖𝑥(𝑡)‖2, 𝑥 ∈ 𝐶𝑏. Из теоремы 4 следует, что 𝜎(𝐿) ∩ 𝑖R есть не более чем счет-

ное множество, не имеющее конечных предельных точек. Поэтому непосредственно из [33]
следует

Теорема 9. Каждое слабое ограниченное решение ̃︀𝑢 ∈ 𝐶𝑏 задачи (1) является почти
периодической функцией Бора (см. [34]).

Далее и до конца параграфа предполагается, что 𝒥 совпадает с одним из множеств R+

или R.

Определение 12 ([35], [36]). Функция 𝑥0 ∈ 𝐶𝑏 называется медленно меняющейся на
бесконечности, если lim

|𝑠|→∞
‖𝑥0(𝑡+ 𝑠) − 𝑥0(𝑠)‖2 = 0.

Определение 13 ([35], [36]). Равномерно непрерывная функция 𝑥 ∈ 𝐶𝑏 называется
почти периодической на бесконечности, если для любого 𝜀 > 0 можно указать (обоб-

щенный) тригонометрический многочлен вида 𝜙𝑛(𝑡) =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑥𝑘(𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑘𝑡, 𝑡 ∈ 𝒥 , где 𝑥𝑘,

1 6 𝑘 6 𝑛, — медленно меняющиеся на бесконечности функции и 𝜆𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑛, —
вещественные числа, такой, что

sup
𝑡∈𝒥

‖𝑥(𝑡) −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑥𝑘(𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑘𝑡‖ < 𝜀.

Символом 𝐶0 = 𝐶0(𝒥 , 𝐿2) обозначим пространство функций, исчезающих на бесконеч-
ности, т. е. lim

|𝑡|→∞
‖𝑥(𝑡)‖2 = 0, 𝑥 ∈ 𝐶0. Непосредственно из статьи [35, Теорема 6.3] следует

Теорема 10. Пусть ̃︀𝑢 ∈ 𝐶0 — слабое решение неоднородной задачи (2) и ̃︀𝑓 ∈ 𝐶0. Тогда̃︀𝑢 : 𝒥 → 𝐿2 является почти периодической на бесконечности.

2. Метод подобных операторов

Отметим, что метод подобных операторов обычно используется в спектральном ана-
лизе различных классов дифференциальных (см. [37] – [40]) и разностных (см. [41], [42])
операторов. В изложении метода мы будем опираться на работы [21], [22].
Пусть 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ ℋ → ℋ — линейный замкнутый оператор с плотной обла-

стью определения, действующий в комплексном (абстрактном) гильбертовом простран-
стве ℋ. Введем в рассмотрение линейное пространство L𝐴(ℋ) операторов, действующих
в ℋ, и подчиненных оператору 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ ℋ → ℋ. Будем говорить, что оператор
𝐵 : 𝐷(𝐵) ⊂ ℋ → ℋ подчинен оператору 𝐴, если 𝐷(𝐵) ⊃ 𝐷(𝐴) и конечна величина
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‖𝐵‖𝐴 = inf{𝐶 > 0 : ‖𝐵𝑥‖ 6 𝐶(‖𝑥‖ + ‖𝐴𝑥‖), 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴)}. Эта величина принимается за
норму оператора 𝐵 ∈ L𝐴(ℋ) в L𝐴(ℋ). Таким образом, L𝐴(ℋ) — банахово пространство.
Рассмотрим возмущенный абстрактный оператор 𝐴 − 𝐵 : 𝐷(𝐴) ⊂ ℋ → ℋ,

где 𝐵 ∈ L𝐴(ℋ), и спектральные свойства линейного замкнутого оператора 𝐴 известны.
Определим трансформатор (т. е. линейный оператор в пространствах операторов; тер-

минология М.Г. Крейна) ad𝐴 : 𝐷(ad𝐴) ⊂ Endℋ → Endℋ формулой

ad𝐴𝑋 = 𝐴𝑋 −𝑋𝐴, 𝑋 ∈ 𝐷(ad𝐴),

с областью определения 𝐷(ad𝐴), состоящей из операторов 𝑋 ∈ Endℋ, обладающих свой-
ствами:
1) 𝑋𝐷(𝐴) ⊂ 𝐷(𝐴);
2) оператор ad𝐴𝑋 : 𝐷(𝐴) → ℋ допускает ограниченное расширение 𝑌 наℋ и полагается

ad𝐴𝑋 = 𝑌 (такое расширение единственно).
Наиболее важным понятием метода подобных операторов является понятие допустимой

тройки.

Определение 14 ([21], [22]). Пусть ℳ — линейное подпространство из L𝐴(ℋ) и
𝐽 : ℳ → ℳ, Γ : ℳ → Endℋ — трансформаторы. Тройку (ℳ, 𝐽,Γ) назовем допустимой
тройкой для оператора 𝐴, а ℳ — пространством допустимых возмущений, если:
1) ℳ — банахово пространство со своей нормой ‖ · ‖*, непрерывно вложенное в L𝐴(ℋ),

т. е. существует постоянная 𝐶 > 0 такая, что ‖𝑋‖𝐴 6 𝐶‖𝑋‖* для любого 𝑋 ∈ ℳ;
2) 𝐽 и Γ — ограниченные линейные операторы, причем 𝐽 — проектор;
3) (Γ𝑋)𝐷(𝐴) ⊂ 𝐷(𝐴) и имеют место равенства

(ad𝐴 Γ𝑋)𝑥 = (𝑋 − 𝐽𝑋)𝑥, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), 𝑋 ∈ ℳ,

и Γ𝑋 ∈ Endℋ — единственное решение уравнения

ad𝐴 𝑌 = 𝐴𝑌 − 𝑌 𝐴 = 𝑋 − 𝐽𝑋,

удовлетворяющее условию 𝐽𝑌 = 0;
4) 𝑋Γ𝑌 , (Γ𝑋)𝑌 ∈ ℳ для любых 𝑋, 𝑌 ∈ ℳ и существует постоянная 𝛾 > 0 такая,

что

‖Γ‖ 6 𝛾, max{‖𝑋Γ𝑌 ‖*, ‖(Γ𝑋)𝑌 ‖*} 6 𝛾‖𝑋‖*‖𝑌 ‖*;
5) 𝐽((Γ𝑋)𝐽𝑌 ) = 0 для всех 𝑋, 𝑌 ∈ ℳ;
6) для любых 𝑋 ∈ ℳ и 𝜀 > 0 существует такое число 𝜆𝜀 ∈ 𝜌(𝐴), что

‖𝑋(𝐴− 𝜆𝜀𝐼)−1‖∞ < 𝜀.

Теперь зафиксируем некоторую допустимую тройку (ℳ, 𝐽,Γ) для невозмущенного опе-
ратора 𝐴.

Теорема 11 ([21], [22]). Пусть (ℳ, 𝐽,Γ) — допустимая для оператора
𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ ℋ → ℋ тройка и 𝐵 — некоторый оператор из ℳ. Тогда, если

4‖𝐽‖‖𝐵‖*𝛾 < 1, (17)

то оператор 𝐴 − 𝐵 подобен оператору 𝐴 − 𝐽𝑋*, где 𝑋* ∈ ℳ является решением нели-
нейного уравнения

𝑋 = 𝐵Γ𝑋 − (Γ𝑋)(𝐽𝐵) − (Γ𝑋)𝐽(𝐵Γ𝑋) +𝐵 = Φ(𝑋). (18)

Решение 𝑋* может быть найдено методом простых итераций, положив 𝑋0 = 0,
𝑋1 = 𝐵, . . . . Преобразование подобия оператора 𝐴−𝐵 в оператор 𝐴−𝐽𝑋* осуществляет
обратимый оператор 𝐼 + Γ𝑋* ∈ Endℋ. Отображение Φ : ℳ → ℳ является сжимаю-
щим в шаре {𝑋 ∈ ℳ : ‖𝑋 −𝐵‖* 6 3‖𝐵‖*}.

Из леммы 1 и теоремы 11 следует (далее используются обозначения теоремы 11)
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Теорема 12 ([22]). Пусть (ℳ, 𝐽,Γ) — допустимая тройка для оператора
𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ ℋ → ℋ, оператор 𝐵 ∈ ℳ удовлетворяет условию (17) и оператор 𝐴 − 𝐽𝑋*

является генератором сильно непрерывной группы операторов ̃︀𝑇 : R → Endℋ. Тогда
оператор 𝐴− 𝐵 является генератором группы операторов 𝑇 : R → Endℋ, определенной
равенствами:

𝑇 (𝑡) = (𝐼 + Γ𝑋*)̃︀𝑇 (𝑡)(𝐼 + Γ𝑋*)
−1, 𝑡 > 0,

где 𝑋* — решение уравнения (18).

Часто бывает сложно построить пространство допустимых возмущений, содержащее
рассматриваемое возмущение. В таком случае осуществляется предварительное преобра-
зование подобия исследуемого оператора в оператор, возмущение которого принадлежит
пространству допустимых возмущений ℳ из некоторой допустимой тройки (ℳ, 𝐽,Γ). Та-
кое преобразование возможно в условиях следующего предположения.

Предположение 1 ([22]). Для оператора 𝐶 ∈ L𝐴(ℋ) существуют операторы Γ𝐶,
𝐽𝐶 ∈ L𝐴(ℋ), удовлетворяющие условиям:
1) Γ𝐶 ∈ Endℋ и ‖Γ𝐶‖ < 1;
2) (Γ𝐶)𝐷(𝐴) ⊂ 𝐷(𝐴);
3) 𝐶Γ𝐶, (Γ𝐶)𝐽𝐶 ∈ ℳ;
4) 𝐴(Γ𝐶)𝑥− (Γ𝐶)𝐴𝑥 = 𝐶𝑥− (𝐽𝐶)𝑥, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴);
5) для любого 𝜀 > 0 существует число 𝜆𝜀 ∈ 𝜌(𝐴) такое, что ‖𝐶(𝐴− 𝜆𝜀𝐼)−1‖ < 𝜀.

Теорема 13 ([22]). При выполнении условий предположения 1 оператор 𝐴−𝐶 подобен
оператору 𝐴 − 𝐽𝐶 − 𝐶0, где 𝐶0 = (𝐼 + Γ𝐶)−1(𝐶Γ𝐶 − (Γ𝐶)𝐽𝐶), причем имеет место
равенство

(𝐴− 𝐶)(𝐼 + Γ𝐶) = (𝐼 + Γ𝐶)(𝐴− 𝐽𝐶 − 𝐶0).

Пусть невозмущенный оператор 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ ℋ → ℋ является кососамосопряженным
оператором, и его спектр 𝜎(𝐴) допускает представление вида

𝜎(𝐴) =
⋃︁
𝑘∈Z

∆𝑘,

где ∆𝑘, 𝑘 ∈ Z, — компактные взаимно непересекающиеся множества. Пусть 𝑃𝑘, 𝑘 ∈ Z, —
проектор Рисса, построенный по спектральному множеству ∆𝑘, 𝑘 ∈ Z. Тогда система
проекторов {𝑃𝑘, 𝑘 ∈ Z} и система подпространств ℋ𝑛 = Im𝑃𝑛, 𝑛 ∈ Z, удовлетворяют
свойствам, перечисленным после леммы 1.
Зафиксируем теперь допустимую для оператора 𝐴 тройку (ℳ, 𝐽,Γ), в которой транс-

форматор 𝐽 : ℳ → ℳ определен корректно с помощью формулы

𝐽𝑋 =
∑︁
𝑘∈Z

𝑃𝑘𝑋𝑃𝑘, 𝑋 ∈ ℳ.

Таким образом, каждый из операторов 𝐽𝑋, 𝑋 ∈ ℳ, является ортогональной прямой
суммой операторов 𝑋𝑘 = 𝑃𝑘𝑋|ℋ𝑘, 𝑋𝑘 ∈ Endℋ𝑘, 𝑘 ∈ Z. Более того (что очень важно),
таким же свойством обладает оператор 𝐴− 𝐽𝑋, причем

𝐴− 𝐽𝑋 =
⨁︁
𝑘∈Z

(𝐴𝑘 −𝑋𝑘), (19)

где 𝐴𝑘 = 𝐴|ℋ𝑘 — сужение оператора 𝐴 на ℋ𝑘.

Теорема 14. В условиях теоремы 12 оператор 𝐴 − 𝐵, где 𝐵 ∈ ℳ, подобен операто-
ру 𝐴 − 𝐽𝑋*, 𝑋* ∈ ℳ, являющемуся ортогональной прямой суммой операторов (19),
где 𝑋 = 𝑋*, относительно ортогонального разложения пространства ℋ вида (9), где
ℋ𝑖 = Im𝑃𝑖, 𝑖 ∈ Z. Оператор 𝐴 − 𝐵 является квазиортогональной прямой суммой огра-
ниченных операторов относительно квазиортогонального разложения пространства 𝐻
вида (9), где 𝑈 — оператор преобразования оператора 𝐴−𝐵 в оператор 𝐴− 𝐽𝑋*.
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Обозначим оператор 𝐴 − 𝐽𝑋* через 𝐴0. Для операторов 𝐴0 вида (19) имеет место сле-
дующая

Лемма 2. Для того чтобы оператор 𝐴0 вида (19) был генератором некоторой сильно
непрерывной группы 𝑇0 : R → Endℋ, необходимо и достаточно выполнение условия

sup
|𝑡|6𝑏

sup
𝑛∈Z

‖𝑒𝐴0,𝑛𝑡‖Endℋ𝑛 = 𝐶(𝑏) < 𝑐 <∞, (20)

где 𝑏 > 1. Если условие (20) выполнено, то операторы 𝑇0(𝑡), 𝑡 ∈ R, представимы в виде
ортогональной прямой суммы

𝑇0(𝑡) =
⨁︁
𝑛∈Z

𝑒𝐴0,𝑛𝑡, 𝑡 ∈ R,

относительно разложения пространства ℋ вида (9).

Доказательство. Если выполнено условие (20), то формула

𝑇0(𝑡)𝑥 =
∑︁
𝑛∈Z

𝑒𝐴0,𝑛𝑡𝑃𝑛𝑥, 𝑡 ∈ R,

определяет ограниченный оператор, что следует из равенства Парсеваля и оценки

‖𝑇0(𝑡)𝑥‖2 =
∑︁
𝑛∈Z

‖𝑒𝐴0,𝑛𝑡𝑃𝑛𝑥‖2 6 𝐶2(𝑏)
∑︁
𝑛∈Z

‖𝑃𝑛𝑥‖2 = 𝐶2(𝑏)‖𝑥‖2, 𝑥 ∈ ℋ, |𝑡| 6 𝑏.

Непосредственно проверяется, что операторы 𝑇0(𝑡) ∈ Endℋ, 𝑡 ∈ R, образуют группу опе-
раторов. Ввиду того, что она сильно непрерывна на плотном подпространстве векторов,
представимых в виде 𝑥 =

∑︀
|𝑛|6𝑚

𝑃𝑛𝑥, 𝑚 ∈ Z+, то она сильно непрерывна на всем простран-

стве ℋ.
Обратное утверждение очевидно. Лемма доказана.

Таким образом, построение группы операторов, для исходного оператора сводится к по-
строению группы операторов для оператора, являющегося прямой ортогональной суммой
операторов относительно разложения (19) с использованием леммы 2.

3. Первое преобразование подобия

Далее в качестве пространства допустимых возмущений ℳ в методе подобных операто-
ров будем использовать пространство S2(𝐿2), а в качестве системы проекторов 𝒫 = (𝒫𝑛),
𝑛 ∈ Z, — систему спектральных проекторов невозмущенного оператора 𝐿0 (см. формулу
(13)).
Здесь и далее символом ℋ будет обозначаться гильбертово пространство 𝐿2.
Далее будут использоваться матрицы операторов двух видов: операторные и числовые.

Каждому оператору 𝑋 ∈ Endℋ поставим в соответствие операторную матрицу 𝑋 ∼ (𝑋𝑖𝑗),
где 𝑋𝑖𝑗 = 𝒫𝑖𝑋𝒫𝑗 ∈ Endℋ, 𝑖, 𝑗 ∈ Z, и проекторы 𝒫𝑖, 𝑖 ∈ Z, определены формулой (13).
Числовая матрица 𝑋 ∼ (𝑥𝑖𝑗) состоит из элементов 𝑥𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ Z, которые определяются

формулой 𝑥𝑖𝑗 = (𝑋𝑒𝑗, 𝑒𝑖), и в качестве базиса 𝑒𝑖, 𝑖 ∈ Z, берутся собственные нормированные
векторы невозмущенного оператора 𝐿0.
Далее будут использоваться следующие свойства идеала S2(ℋ) (см. [1]):

1) Оператор 𝑋 ∈ Endℋ является оператором Гильберта-Шмидта тогда и только тогда,
когда его матрица 𝑥𝑘𝑛 = (𝑋𝑔𝑛, 𝑔𝑘), 𝑛, 𝑘 ∈ Z, является матрицей Гильберта-Шмидта для
некоторого ортонормированного базиса {𝑔𝑘, 𝑘 ∈ Z} и ‖𝑋‖22 =

∑︀
𝑘,𝑛∈Z

|𝑥𝑘𝑛|2.

2) Произведение 𝑋𝑌 операторов 𝑋, 𝑌 ∈ S2(ℋ) является ядерным оператором и
‖𝑋𝑌 ‖1 6 ‖𝑋‖2‖𝑌 ‖2.
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3) Пусть {𝑄𝑛, 𝑛 > 0} — система ортопроекторов из Endℋ, образующая разложение еди-

ницы, тогда ‖𝑋‖22 =
∞∑︀

𝑛,𝑚=0

‖𝑄𝑛𝑋𝑄𝑚‖22.

4) Пусть оператор 𝑋 : 𝐷(𝑋) ⊂ ℋ → ℋ принадлежит пространству L𝐴(ℋ) (и, сле-
довательно, имеет плотную в ℋ область определения 𝐷(𝑋)). Если конечна величина∑︀
𝑛,𝑘∈Z

|(𝑋𝑒𝑛, 𝑒𝑘)|2, для некоторого ортонормированного базиса {𝑒𝑘, 𝑘 ∈ Z} со свойством

𝑒𝑘 ∈ 𝐷(𝑋), 𝑘 ∈ Z, то оператор 𝑋 допускает единственное расширение на ℋ. Оно является
оператором Гильберта-Шмидта и будет обозначаться тем же символом 𝑋.
Понятие операторной матрицы естественным образом расширяется и на операторы, под-

чиненные оператору 𝐿0 (не обязательно ограниченные).
Каждому оператору 𝑋 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐿2 → 𝐿2, 𝑋 ∈ L𝐿0(ℋ), поставим в соответ-

ствие операторную матрицу (𝑋𝑖𝑗), 𝑖, 𝑗 ∈ Z, составленную из ограниченных операторов
𝑋𝑖𝑗 = 𝒫𝑖𝑋𝒫𝑗 ∈ Endℋ, 𝑖, 𝑗 ∈ Z.
Заметим также, что в рассматриваемом случае (dim Im𝑃𝑗 = 1 для всех 𝑗 ∈ Z):

𝑋𝑖𝑗𝑥 = (𝑃𝑖𝑋𝑃𝑗)𝑥 = (𝑋𝑃𝑗𝑥, 𝑒𝑖)𝑒𝑖 = (𝑋𝑒𝑖, 𝑒𝑗)(𝑥, 𝑒𝑗)𝑒𝑖 = (𝑥𝑖𝑗)̂︀𝑥(𝑗)𝑒𝑖, 𝑖, 𝑗 ∈ Z.

Оператор 𝑉 , определенный формулой (12), подчинен оператору 𝐿0 и имеет матрицу
(𝑉𝑘𝑛) относительно разложения единицы (𝒫𝑘, 𝑘 ∈ Z), элементы которой определяются
формулами

(𝑉𝑙𝑛𝑥)(𝑠) = (𝑉 𝑒𝑙, 𝑒𝑛)̂︀𝑥(𝑛)𝑒𝑖
2𝜋𝑙
𝜔

𝑠 =
1

𝜔

∫︁ 𝜔

0

𝑣(𝜏)𝑒−𝑖 2𝜋𝑙
𝜔

(𝜔−𝜏) 𝑑𝜏 · ̂︀𝑥(𝑛)𝑒𝑖
2𝜋𝑙
𝜔

𝑠 =

= ̂︀𝑣(𝑙 + 𝑛)̂︀𝑥(𝑛)𝑒𝑖
2𝜋𝑙
𝜔

𝑠.

Таким образом, операторная матрица оператора 𝑉 имеет вид:

𝑉 ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . ̂︀𝑣(−2) ̂︀𝑣(−1) ̂︀𝑣(0) ̂︀𝑣(1) . . .
. . . ̂︀𝑣(−1) ̂︀𝑣(0) ̂︀𝑣(1) ̂︀𝑣(2) . . .
. . . ̂︀𝑣(0) ̂︀𝑣(1) ̂︀𝑣(2) ̂︀𝑣(3) . . .
. . . ̂︀𝑣(1) ̂︀𝑣(2) ̂︀𝑣(3) ̂︀𝑣(4) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Далее через 𝒫(𝑚) обозначается проектор 𝒫(𝑚) =

∑︀
|𝑖|6𝑚

𝒫𝑖. Введем в рассмотрение опера-

торы 𝐽𝑚𝑉 , Γ𝑚𝑉 , 𝑚 > 0, формулами:

𝐽𝑉 = 𝐽0𝑉 =
∑︁
𝑖∈Z

𝒫𝑖𝑉 𝒫𝑖,

𝐽𝑚𝑉 = 𝒫(𝑚)𝑉 𝒫(𝑚) +
∑︁
|𝑖|>𝑚

𝒫𝑖𝑉 𝒫𝑖, 𝑚 > 0,

Γ𝑉 = Γ0𝑉 =
𝜔

2𝜋𝑖

∑︁
𝑛∈Z∖{0}

̃︀𝑉𝑛, ̃︀𝑉𝑛 =
∑︁

𝑘−𝑗=𝑛

𝒫𝑘𝑉 𝒫𝑗

𝑘 − 𝑗
,

Γ𝑚𝑉 = Γ𝑉 − 𝒫(𝑚)(Γ𝑉 )𝒫(𝑚).

Матрицы операторов 𝐽𝑉 и Γ𝑉 относительно разложения единицы (𝒫𝑘, 𝑘 ∈ Z) имеют вид:

𝐽𝑉 ∼

⎛⎜⎜⎜⎝
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . ̂︀𝑣(−2) 0 0 . . .
. . . 0 ̂︀𝑣(0) 0 . . .
. . . 0 0 ̂︀𝑣(2) . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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Γ𝑉 ∼ 𝜔

2𝜋𝑖

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . 0 −̂︀𝑣(−1) −1

2
̂︀𝑣(0) −1

3
̂︀𝑣(1) . . .

. . . ̂︀𝑣(−1) 0 −̂︀𝑣(1) −1
2
̂︀𝑣(2) . . .

. . . 1
2
̂︀𝑣(0) ̂︀𝑣(1) 0 −̂︀𝑣(3) . . .

. . . 1
3
̂︀𝑣(1) 1

2
̂︀𝑣(2) ̂︀𝑣(3) 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Непосредственно из определения операторов 𝐽𝑚𝑉 и Γ𝑚𝑉 , 𝑚 > 0, следует, что они при-
надлежат S2(ℋ). Они определены корректно, т. е. ряды, определяющие эти операторы,
сходятся S2(ℋ).
Для предварительного преобразования подобия нам потребуются еще операторы

𝑍𝑚 = 𝑉 Γ𝑚𝑉 , 𝑚 > 0. Элементы операторной матрицы оператора 𝑍 = 𝑉 Γ𝑉 определя-
ются формулой

𝑍𝑖𝑗 =
𝜔

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘 ̸=𝑗

̂︀𝑣(𝑖+ 𝑘)̂︀𝑣(𝑘 + 𝑗)

𝑗 − 𝑘
, 𝑖, 𝑗 ∈ Z.

Лемма 3. Операторы 𝐽𝑚𝑉 , Γ𝑚𝑉 и 𝑉 Γ𝑚𝑉 , 𝑚 > 0, являются операторами из S2(ℋ).

Доказательство. Осталось показать, что 𝑍 ∈ S2(ℋ). Его принадлежность простран-
ству S2(ℋ) следует из приводимого в [17], [21] интегрального представления оператора
𝑍 = 𝑉 Γ𝑉 вида

(𝑍𝑦)(𝑠) =
1

2𝜔

∫︁ 2𝜔

0

𝑓
(︁𝑠− 𝜏

2

)︁̂︀𝑣(︁2𝜔 − 𝑠− 𝜏

2

)︁
𝑣(𝑠)𝑦(𝜏) 𝑑𝜏, (21)

где функция 𝑓 определена следующим образом 𝑓(𝑠) = 𝑖
(︁
𝑠− 𝜔

2

)︁
.

Пусть 𝐿∞([0, 𝜔],C) — банахово пространство (классов) функций, существенно ограничен-
ных на [0, 𝜔] функций со значениями в C и нормой ‖𝑥‖∞ = vrai sup

𝑠∈[0,𝜔]
‖𝑥(𝑠)‖.

Лемма 4. Операторы Γ𝑚𝑉 , 𝑚 ∈ Z+, обладают свойствами:
1) (Γ𝑚𝑉 )𝐷(𝐿0) ⊂ 𝐷(𝐿0);
2) 𝐿0(Γ𝑚𝑉 )𝑥− (Γ𝑚𝑉 )𝐿0𝑥 = (𝑉 − 𝐽𝑚𝑉 )𝑥, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐿0);
3) Для любого 𝜀 > 0 существует число 𝜆𝜀 ∈ 𝜌(𝐿0) такое, что ‖𝑉 (𝐿0 − 𝜆𝜀𝐼)−1‖2 < 𝜀.

Доказательство. Пусть 𝜆𝜀 ∈ 𝜌(𝐿0). Рассмотрим последовательность проекторов
𝑄(𝑛) =

∑︀
|𝑗|6𝑛

𝑃𝑗, 𝑛 > 0. Для любого вектора 𝑦 ∈ ℋ имеют место равенства (проверяемые на

базисных векторах):

𝑄(𝑛)𝐿0(Γ𝑚𝑉 )(𝐿0 − 𝜆𝜀𝐼)−1𝑦 = 𝑄(𝑛)(Γ𝑚𝑉 )𝐿0(𝐿0 − 𝜆𝜀𝐼)−1𝑦+

+𝑄(𝑛)(𝑉 − 𝐽𝑚𝑉 )(𝐿0 − 𝜆𝜀𝐼)−1𝑦 = 𝑄(𝑛)ℒ𝑦,
где оператор ℒ представим в виде

ℒ𝑦 = (Γ𝑚𝑉 )𝐿0(𝐿0 − 𝜆𝜀𝐼)−1𝑦 + (𝑉 − 𝐽𝑚𝑉 )(𝐿0 − 𝜆𝜀𝐼)−1𝑦.

Так как оператор ℒ является оператором из Endℋ, то последовательность операторов
из правой части сходится к оператору ℒ по норме пространства Endℋ. Из замкнутости
оператора 𝐿0 следует, что Γ𝑚𝑉 𝑥 ∈ 𝐷(𝐿0) при 𝑥 ∈ 𝐷(𝐿0) и имеет место равенство

(Γ𝑚𝑉 )𝐿0(𝐿0 − 𝜆𝜀𝐼)−1 = 𝐿0(Γ𝑚𝑉 )(𝐿0 − 𝜆𝜀𝐼)−1 + (𝑉 − 𝐽𝑚𝑉 )(𝐿0 − 𝜆𝜀𝐼)−1.

Таким образом, выполнены свойства 1) и 2).
Осталось проверить свойство 3). Пусть 𝑌 = 𝑉 (𝐿0 − 𝜆𝜀𝐼)−1, 𝜆𝜀 ∈ 𝜌(𝐴). В этом

представлении оператора 𝑌 мы рассматриваем его как произведение двух операторов
(𝐿0 − 𝜆𝜀𝐼)−1 ∈ Endℋ, 𝑉∞ : 𝐿∞([0, 𝜔],C) → 𝐿2, (𝑉∞𝑥)(𝑠) = (𝑉 𝑥)(𝑠), 𝑠 ∈ [0, 𝜔],
𝑥 ∈ 𝐿∞([0, 𝜔],C). Ясно, что ‖𝑉 ‖∞ = ‖𝑣‖𝐿2 . Осталось доказать, что ‖(𝐿0−𝜆𝜀𝐼)−1‖ < 𝜀/‖𝑣‖𝐿2
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для числа 𝜆𝜀 вида 𝜆𝜀 = 𝑘 для достаточно большого 𝑘 ∈ N и выбранного 𝜀 > 0. Для любой
функции 𝑥 ∈ ℋ имеет место представление

(𝐿0 − 𝑘𝐼)−1𝑥 =
∑︁
𝑙∈Z

̂︀𝑥(𝑙)𝑒𝑖
2𝜋𝑙
𝜔

𝑠

𝑖2𝜋𝑙
𝜔

− 𝑘
.

Поэтому

‖(𝐿0 − 𝑘𝐼)−1𝑥‖𝐿2 6

(︂∑︁
𝑙∈Z

1

𝑘2 +
(︀
2𝜋𝑙
𝜔

)︀2)︂ 1
2

‖𝑥‖2 6
𝜀‖𝑥‖2
‖𝑉 ‖𝐿2

для достаточно большого 𝑘.
Следовательно, доказано свойство ‖(𝐿0 − 𝑘𝐼)−1𝑥‖2 6 𝜀/‖𝑣‖𝐿2 . Таким образом

‖𝑉 (𝐿0 − 𝑘𝐼)−1‖ 6 ‖𝑣‖𝐿2‖(𝐿0 − 𝑘𝐼)−1‖ < 𝜀. Лемма доказана.

В следующей теореме (основном результате этого параграфа) будет использоваться

Лемма 5. lim
𝑚→∞

‖Γ𝑚𝑉 ‖2 = lim
𝑚→∞

‖Γ𝑉 − 𝑃(𝑚)(Γ𝑉 )𝑃(𝑚)‖ = 0.

Доказательство. Поскольку оператор Γ𝑉 является оператором Гильберта-Шмидта, то
непосредственно из определения последовательности ортопроекторов 𝑃(𝑚), 𝑚 > 0, следует
утверждение леммы.

Из полученных утверждений относительно последовательности операторов 𝐽𝑚𝑉 , Γ𝑚𝑉 ,
𝑚 > 0, и теоремы 13 следует, что имеет место

Теорема 15. Существует такое число 𝑚 ∈ Z+, что ‖Γ𝑚𝑉 ‖2 < 1 (т. е. оператор

𝐼 + Γ𝑚𝑉 обратим), и оператор 𝐿0 − 𝑉 подобен оператору 𝐿0 − ̃︀𝑉 , где̃︀𝑉 = 𝐽𝑚𝑉 + (𝐼 + Γ𝑚𝑉 )−1(𝑉 Γ𝑚𝑉 − (Γ𝑚𝑉 )𝐽𝑚𝑉 ) ∈ S2(ℋ,𝒫), (22)

причем имеет место равенство

(𝐿0 − 𝑉 )(𝐼 + Γ𝑚𝑉 ) = (𝐼 + Γ𝑚𝑉 )(𝐿0 − ̃︀𝑉 ).

Оператор ̃︀𝑉 представим в виде̃︀𝑉 = 𝐽𝑚𝑉 + 𝑉 Γ𝑚𝑉 − (Γ𝑚𝑉 )𝐽𝑚𝑉 + 𝐶 = 𝐽𝑉 + 𝑉 Γ𝑉 − (Γ𝑉 )𝐽𝑉 + 𝐶1, (23)

где 𝐶, 𝐶1 ∈ S1(ℋ).

Доказательство. Осталось доказать формулу (23). Из представления

(𝐼 + Γ𝑚𝑉 )−1(𝑉 Γ𝑚𝑉 − (Γ𝑚𝑉 )𝐽𝑚𝑉 ) = (𝐼 + Γ𝑚𝑉 )−1(Γ𝑚𝑉 )(𝑉 Γ𝑚𝑉−
− (Γ𝑚𝑉 )𝐽𝑚𝑉 ) + 𝑉 Γ𝑚𝑉 − (Γ𝑚𝑉 )𝐽𝑚𝑉

и того, что произведение двух операторов из S2(ℋ) есть оператор из S1(ℋ), вытекает
первая часть равенства (23). Так как операторы 𝑉 Γ𝑚𝑉 − 𝑉 Γ𝑉 , 𝐽𝑚𝑉 − 𝐽𝑉 , Γ𝑚𝑉 − Γ𝑉
имеют конечный ранг, то они принадлежат S1(ℋ) и имеет место вторая часть формулы
(23). Теорема доказана.

4. Построение трансформаторов 𝐽𝑘 и Γ𝑘, 𝑘 > 0, в S2(ℋ)

Из теоремы 15 следует, что исследуемый дифференциальный оператор с инволюцией
подобен оператору 𝐿0 − ̃︀𝑉 , где оператор ̃︀𝑉 , определенный формулой (22), принадлежит

S2(ℋ). В дальнейшем (см. § 5) к оператору 𝐿0− ̃︀𝑉 будет применяться метод подобных опе-
раторов (см. теорему 3). При этом будет существенно использоваться последовательности
трансформаторов

𝐽𝑘,Γ𝑘 : S2(ℋ) → S2(ℋ), 𝑘 > 0.



26 А.Г. БАСКАКОВ, Н.Б. УСКОВА

Эти трансформаторы определим следующими формулами для любого оператора
𝑋 ∈ S2(ℋ):

𝐽𝑋 = 𝐽𝑋0 =
∑︀
𝑛∈Z

𝒫𝑛𝑋𝒫𝑛,

𝐽𝑘𝑋 = 𝑃(𝑘)𝑋𝑃(𝑘) +
∑︀
|𝑗|>𝑘

𝒫𝑗𝑋𝒫𝑗, 𝑘 > 1, (24)

Γ𝑋 = Γ0𝑋 = 𝜔
2𝜋𝑖

∑︀
𝑛∈Z
𝑛 ̸=0

̃︀𝑋𝑛, где ̃︀𝑋𝑛 = 1
𝑛

∑︀
𝑝−𝑗=𝑛

𝑋𝑝𝑗,

Γ𝑘𝑋 = Γ𝑋 − 𝑃(𝑘)(Γ𝑋)𝑃(𝑘), 𝑘 > 1.

(25)

В этих формулах 𝑋𝑝𝑗 = 𝒫𝑝𝑋𝒫𝑗, 𝑝, 𝑗 ∈ Z, — матричные элементы оператора 𝑋.
Трансформаторы 𝐽𝑘, Γ𝑘 ∈ End (S2(ℋ)), 𝑘 > 0, определены корректно, все выписанные

ряды сходятся в S2(ℋ).

Определение 15. Оператор 𝑋𝑘 =
∑︀
𝑖,𝑗∈Z
𝑖−𝑗=𝑘

𝑋𝑖𝑗, 𝑘 ∈ Z, называется 𝑘-ой диагональю опе-

раторной матрицы оператора 𝑋 ∈ S2(ℋ).

Замечание 2. Для 𝑛-ой диагонали 𝑋𝑛 оператора 𝑋 ∈ S2(ℋ) имеют место формулы

‖𝑋𝑛‖22 =
∑︁
𝑖,𝑗∈Z
𝑖−𝑗=𝑛

‖𝑋𝑖𝑗‖2,

причем

‖𝑋‖22 =
∑︁
𝑛∈Z

‖𝑋𝑛‖22.

В статьях [17], [21] для определения трансформаторов 𝐽 и Γ, действующих в Endℋ,
использовался другой подход, основанный на применении теории представлений. Для
его описания отметим, что оператор дифференцирования 𝐿0 = 𝑑

𝑑𝑠
является генератором

𝜔- периодической группы 𝑆 : R → End𝐿2,𝜔, (𝑆(𝑡)𝑥)(𝑠) = 𝑥(𝑠 + 𝑡), 𝑡, 𝑠 ∈ R, 𝑥 ∈ 𝐿2,𝜔.
Эта группа представима в виде

𝑆(𝑡)𝑥 =
∑︁
𝑛∈Z

𝑒𝑖
2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑃𝑛𝑥.

Каждому оператору 𝑋 ∈ Endℋ поставим в соответствие 𝜔-периодическую, сильно непре-
рывную операторозначную функцию

𝑡 ↦→ 𝑆(𝑡)𝑋𝑆(−𝑡) : R → Endℋ.
При этом возникает изометрическое периода 𝜔 представление̃︀𝑆 : R → End (Endℋ), ̃︀𝑆(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑋𝑆(−𝑡), 𝑡 ∈ R.

Для функции ̃︀𝑆 : R → End (Endℋ) рассмотрим ее ряд Фурье̃︀𝑆(𝑡)𝑥 ∼
∑︁
𝑛∈Z

𝑋𝑛𝑥𝑒
𝑖 2𝜋𝑛

𝜔
𝑡, 𝑥 ∈ ℋ, 𝑡 ∈ R,

где операторы 𝑋𝑛 имеют вид

𝑋𝑛𝑥 =
1

𝜔

∫︁ 𝜔

0

𝑆(𝑡)𝑋𝑆(−𝑡)𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ ℋ, 𝑛 ∈ Z.

Ряд
∑︀
𝑛∈Z

𝑋𝑛 называется рядом Фурье оператора 𝑋 ∈ Endℋ относительно группы операто-

ров ̃︀𝑆, а операторы 𝑋𝑛, 𝑛 ∈ Z, — коэффициентами Фурье этого оператора (см. [43], [44]).
Важно отметить, что𝑋𝑛 — 𝑛-ая диагональ оператора𝑋 ∈ S2(ℋ) в смысле определения 15.
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Замечание 3. Группу изометрий ̃︀𝑆 можно рассматривать относительно инвари-
антного для этой группы подпространства S2(ℋ). В этом случае коэффициенты Фурье
𝑋𝑛, 𝑛 ∈ Z, также являются операторами, принадлежащими S2(ℋ).

Отметим, что, следуя работам [17] и [21], трансформаторы 𝐽 и Γ можно было определить
формулами

(𝐽𝑋)𝑥 = 𝑋0𝑥 =
1

𝜔

∫︁ 𝜔

0

𝑆(𝜏)𝑋𝑆(−𝜏)𝑥 𝑑𝜏, 𝑥 ∈ ℋ,

(Γ𝑋)𝑥 =
1

𝜔

∫︁ 𝜔

0

𝑓(𝜏)𝑆(𝜏)𝑋𝑆(−𝜏)𝑥 𝑑𝜏, 𝑥 ∈ ℋ, (26)

где 𝑓 : R → C есть 𝜔-периодическая функция, 𝑓(𝑠) = 𝑖
(︁
𝑠 − 𝜔

2

)︁
, 𝑠 ∈ [0, 𝜔], имеющая ряд

Фурье вида 𝑓(𝑠) ∼
∑︀
𝑛 ̸=0

𝜔
2𝜋𝑛

𝑒𝑖
2𝜋𝑛
𝜔

𝑠.

Важно заметить, что определение трансформаторов 𝐽 и Γ интегральным представле-
нием совпадает с их определением на матричных элементах формулами (24) и (25).
Из представления трансформатора Γ : ℳ → ℳ формулой (26) следует

Лемма 6. Оператор Γ𝑉 принадлежит S2(ℋ) и является интегральным оператором
вида

(Γ𝑉 )𝑥(𝑠) =
1

2𝜔

∫︁ 2𝜔

0

𝑓
(︁𝜔 − 𝑠− 𝜏

2

)︁
𝑣
(︁𝜔 + 𝑠− 𝜏

2

)︁
𝑥(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑥 ∈ 𝐿2.

Причем (Γ𝑉 )𝑥 ∈ 𝐿∞([0, 𝜔], 𝐻), 𝑥 ∈ 𝐿2.

5. Второе преобразование подобия

Для доказательства теоремы 3 нам потребуется другое пространство допустимых воз-
мущений ℳ ⊂ S2(ℋ). Для его описания для любого ненулевого оператора 𝑋 ∈ S2(ℋ)
введем в рассмотрение двустороннюю последовательность вещественных чисел вида

𝛼𝑛(𝑋) = ‖𝑋‖−
1
2

2 max

{︂(︂ ∑︁
|𝑘|>𝑛
𝑘∈Z

‖𝒫𝑘𝑋‖22
)︂ 1

4

,

(︂ ∑︁
|𝑘|>𝑛
𝑘∈Z

‖𝑋𝒫𝑘‖22
)︂ 1

4
}︂
, 𝑛 ∈ Z. (27)

Последовательность (𝛼𝑛(𝑋)), 𝑛 ∈ Z, обладает следующими свойствами:
1) 𝛼𝑛(𝑋) = 𝛼−𝑛(𝑋), 𝑛 ∈ Z;
2) lim

|𝑛|→∞
𝛼𝑛(𝑋) = 0, 𝑛 ∈ Z;

3) 𝛼𝑛(𝑋) 6 1 для всех 𝑛 ∈ Z;
4) 𝛼𝑛(𝑋) > 𝛼𝑛+1(𝑋), 𝑛 > 0;
5) 𝛼𝑛(𝑋) ̸= 0 для всех 𝑛 ∈ Z, если 𝑃(𝑚)𝑋𝑃(𝑚) ̸= 𝑋 для всех 𝑚 ∈ Z+;
6) конечна величина ∑︁

𝑛∈Z

‖𝑋𝒫𝑛‖22 + ‖𝒫𝑛𝑋‖22
(𝛼𝑛(𝑋))2

.

В качестве возмущения оператора 𝐿0 будет выступать оператор ̃︀𝑉 из S2(ℋ), определен-
ной формулой (22) в теореме 15. Без ограничения общности можно в дальнейшем считать,

что 𝑃(𝑛)
̃︀𝑉 𝑃(𝑛) ̸= 0 для всех 𝑛 ∈ Z+. В противном случае оператор 𝐿0 − ̃︀𝑉 есть ортогональ-

ная сумма оператора конечного ранга (𝐿0 − ̃︀𝑉 )|ℋ(𝑛)
для некоторого 𝑛 > 0 и оператора

𝐿0|ℋ(𝑛) , где ℋ(𝑛) = 𝐼 −ℋ(𝑛).

Итак, далее рассматривается оператор 𝐿0 − ̃︀𝑉 .
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Для любого оператора 𝑋 ∈ S2(ℋ) рассмотрим самосопряженный компактный оператор
𝐹𝑋 , определяемый формулой

𝐹𝑋 =
∑︁
𝑛∈Z

𝛼𝑛(𝑋)𝒫𝑛.

Отметим, что 𝐹𝑋 ∈ Endℋ есть функция от самосопряженного оператора 𝐿0 вида
𝐹𝑋 = 𝑓𝑋(𝐿0), где 𝑓𝑋 : 𝜎(𝐿0) → R+, 𝑓𝑋(𝜆𝑛) = 𝛼𝑛(𝑋), 𝑛 ∈ Z, и ‖𝐹𝑋‖∞ = max

𝑛∈Z
|𝛼𝑛(𝑋)| = 1.

Для упрощения дальнейшей записи оператор 𝐹̃︀𝑉 обозначим через 𝐹 .
Введем множество операторов ℳ из S2(ℋ), допускающих представление вида

𝑋 = 𝑋𝑙𝐹, 𝑋 = 𝐹𝑋𝑟,

где 𝑋𝑙, 𝑋𝑟 ∈ S2(ℋ). Положим ‖𝑋‖ℳ = max{‖𝑋𝑙‖2, ‖𝑋𝑟‖2}. Очевидно, что ‖𝑋‖2 6 ‖𝑋‖ℳ,
𝑋 ∈ ℳ.
Свойство Ker𝐹 = 0 (см. свойство 5 последовательности 𝛼𝑛(𝑋)) позволяет заключить,

что введенное множество операторов ℳ является банаховым пространством.
Очевидно, что для любого оператора 𝑋 из S2(ℋ) имеет место представление

𝑋 =
(︁∑︁

𝑛∈Z

1

𝛼𝑛(𝑋)
𝑋𝒫𝑛

)︁
𝐹𝑋 = 𝐹𝑋

(︁∑︁
𝑛∈Z

1

𝛼𝑛(𝑋)
𝒫𝑛𝑋

)︁
.

Поэтому возмущение ̃︀𝑉 принадлежит пространству S2(ℋ).
Поскольку ℳ ⊂ S2(ℋ), то трансформаторы 𝐽𝑘 и Γ𝑘, 𝑘 > 0, определены и для опера-

торов из ℳ. Более того, подпространство ℳ инвариантно относительно 𝐽𝑘 и Γ𝑘, 𝑘 > 0,
и

𝐽𝑘(𝑋𝑙𝐹 ) = (𝐽𝑘𝑋𝑙)𝐹, 𝐽𝑘(𝐹𝑋𝑟) = 𝐹 (𝐽𝑘𝑋𝑟),

Γ𝑘(𝑋𝑙𝐹 ) = (Γ𝑘𝑋𝑙)𝐹, Γ𝑘(𝐹𝑋𝑟) = 𝐹 (Γ𝑘𝑋𝑟),

где 𝑋𝑟, 𝑋𝑙 ∈ S2(ℋ).
Для оценки норм ‖Γ𝑘(𝑋𝐹 )‖2 и ‖Γ𝑘(𝐹𝑋)‖2, 𝑋 ∈ S2(ℋ), рассмотрим две последователь-

ности (𝛼′
𝑛), 𝑛 ∈ N, и (̃︀𝛼𝑛), 𝑛 ∈ N, определенные формулами

𝛼′
𝑛 = max

|𝑖|>𝑛
|𝑗|<𝑛

|𝛼𝑖 − 𝛼𝑗|
|𝑖− 𝑗|

, ̃︀𝛼𝑛 =
𝜔

2𝜋
(2𝛼𝑛 + 𝛼′

𝑛), 𝑛 ∈ N.

Последовательности (𝛼′
𝑛) и (̃︀𝛼𝑛) принадлежат пространству 𝑐0(𝑁) сходящихся к нулю по-

следовательностей.
Следующая лемма является аналогом леммы 3 из [21].

Лемма 7. Для всех 𝑘 ∈ Z+ и любого оператора 𝑋 ∈ S2(ℋ) имеют место оценки:

max{‖Γ𝑘(𝑋𝐹 )‖2, ‖Γ𝑘(𝐹𝑋)‖2} 6 ̃︀𝛼𝑘+1‖𝑋‖2.
Доказательство. Пусть 𝒫(𝑘) = 𝐼 − 𝒫(𝑘), 𝑘 ∈ Z+, дополнительный к 𝒫(𝑘) проектор. Тогда

‖𝐹𝒫(𝑘)‖∞ = ‖
∑︀
𝑛∈Z

𝛼𝑛𝒫𝑛𝒫(𝑘)‖∞ 6 𝛼𝑘+1. Из определения трансформатора Γ𝑘 следует оценка

‖Γ𝑘(𝑋𝐹 )‖2 = ‖Γ𝑘(𝑋𝐹𝒫(𝑘)) + Γ𝑘(𝒫(𝑘)𝑋𝐹𝒫(𝑘))‖2 6

6
𝜔

2𝜋
𝛼𝑘+1‖𝑋‖2 + ‖Γ𝑘(𝒫(𝑘)𝑋𝐹𝒫(𝑘))‖2.

Представим оператор Γ𝑘(𝒫(𝑘)𝑋𝐹𝒫(𝑘)) в виде

Γ𝑘(𝒫(𝑘)𝑋𝐹𝒫(𝑘)) = Γ𝑘(𝒫(𝑘)𝐹𝑋𝒫(𝑘)) + Γ𝑘(𝒫(𝑘)(𝑋𝐹 − 𝐹𝑋)𝒫(𝑘)).

При этом последний оператор имеет операторную матрицу (𝒫𝑖𝑍(𝑘)𝒫𝑗), 𝑖, 𝑗 ∈ Z, 𝑘 > 0, где

𝑍(𝑘) = Γ𝑘(𝒫(𝑘)(𝑋𝐹 − 𝐹𝑋)𝒫(𝑘)), составленную из элементов вида

𝒫𝑖𝑍(𝑘)𝒫𝑗 =
𝑓(𝜆𝑖) − 𝑓(𝜆𝑗)

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗
𝒫𝑖𝑋𝒫𝑗 =

𝜔

2𝜋

𝛼𝑖 − 𝛼𝑗

𝑖− 𝑗
𝒫𝑖𝑋𝒫𝑗,
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где |𝑖| > 𝑘 + 1, |𝑗| 6 𝑘, и 𝒫𝑖𝑍(𝑘)𝒫𝑗 = 0 в остальных случаях. Таким образом,

‖Γ𝑘(𝒫(𝑘)𝑋𝐹𝒫(𝑘))‖2 6
𝜔

2𝜋
𝛼𝑘+1‖𝑋‖2 +

𝜔

2𝜋
max
|𝑖|>𝑘+1
|𝑗|6𝑘

|𝛼𝑖 − 𝛼𝑗|
|𝑖− 𝑗|

‖𝑋‖2 =

=
𝜔

2𝜋
(𝛼𝑘+1 + 𝛼′

𝑘+1)‖𝑋‖2 = ̃︀𝛼𝑘+1‖𝑋‖2.

Аналогичным образом и той же величиной оценивается норма Γ𝑘(𝐹𝑋), 𝑋 ∈ S2(ℋ).
Лемма доказана.

Лемма 8. Тройка (ℳ, 𝐽𝑘,Γ𝑘) является допустимой тройкой для невозмущенного опе-
ратора 𝐿0 при любом 𝑘 > 0 и постоянная 𝛾 = 𝛾𝑘 из определения 14 допускает оценку

𝛾𝑘 6 ̃︀𝛼𝑘+1, 𝑘 ∈ Z.

Доказательство. Выше было установлено, что введенное пространство допустимых воз-
мущений ℳ является банаховым пространством. Из вложения ℳ ⊂ S2(ℋ) следует, что
ℳ вложено в L𝐿0(ℋ), так как любой ограниченный оператор является подчиненным невоз-
мущенному оператору 𝐿0. Поэтому свойство 1) определения 14 выполнено.
Выполнение свойств 2) и 5) следует из построения трансформаторов 𝐽𝑘, Γ𝑘, 𝑘 > 0, и

леммы 5.
Свойства 3) и 6) проверяются так же, как были установлены соответствующие свойства

в лемме 4.
Перейдем к доказательству свойства 4). Пусть 𝑋 = 𝑋𝑙𝐹 ∈ ℳ, 𝑌 = 𝑌𝑙𝐹 ∈ ℳ, где 𝑋𝑙,

𝑌𝑙 ∈ S2(ℋ). Тогда 𝑋Γ𝑘𝑌 = 𝑍𝑙𝐹 , где 𝑍𝑙 = 𝑋𝑙Γ𝑘(𝐹𝑌𝑙). Из леммы 5 следует, что

‖𝑍𝑙‖2 6 ̃︀𝛼𝑘+1‖𝑋𝑙‖2‖𝑌𝑙‖2 6 ̃︀𝛼𝑘+1‖𝑋‖ℳ‖𝑌 ‖ℳ.

Пусть теперь𝑋 = 𝐹𝑋𝑟, 𝑌 = 𝐹𝑌𝑟,𝑋𝑟, 𝑌𝑟 ∈ S2(ℋ). Тогда𝑋Γ𝑘𝑌 = 𝐹𝑍𝑟, где 𝑍𝑟 = 𝑋𝑟Γ𝑘(𝐹𝑌𝑟),
и опять же из леммы 5 следует, что

‖𝑍𝑟‖2 6 ̃︀𝛼𝑘+1‖𝑋𝑟‖2‖𝑌𝑟‖2 6 ̃︀𝛼𝑘+1‖𝑋‖ℳ‖𝑌 ‖ℳ.

Аналогичная оценка имеет место и для нормы оператора (Γ𝑘𝑋)𝑌 . Лемма доказана.

Теорема 16. Пусть целое число 𝑘 > 𝑚 такое, что выполнено условие

4̃︀𝛼𝑘+1‖̃︀𝑉 ‖ℳ < 1.

Тогда оператор 𝐿0− ̃︀𝑉 подобен оператору 𝐿0−𝐽𝑘𝑋* = 𝐿0−𝑉0, где оператор 𝑋* ∈ ℳ есть
решение нелинейного операторного уравнения (18) из теоремы 11 с трансформаторами

𝐽 = 𝐽𝑘 и Γ = Γ𝑘, определенными формулами (24), (25) и 𝐵 = ̃︀𝑉 . Более того, оператор 𝑉0
есть ортогональная прямая сумма

𝑉0 = 𝑉0(𝑘) ⊕
⨁︁
|𝑖|>𝑘

𝑉0𝑖

относительно представления пространства 𝐿2 вида

ℋ = ℋ(𝑘) ⊕
⨁︁
|𝑖|>𝑘

ℋ𝑖,

где ℋ(𝑘) = Im𝑃(𝑘), ℋ𝑖 = Im𝑃𝑖, |𝑖| > 𝑘, и проекторы 𝑃(𝑘), 𝑃𝑖, |𝑖| > 𝑘, есть спектральные
проекторы невозмущенного оператора 𝐿0 и определяются формулами (13). Оператором

преобразования оператора 𝐿0 − ̃︀𝑉 , ̃︀𝑉 ∈ S2(ℋ), в 𝐿0 − 𝑉0 является оператор 𝐼 + Γ𝑘𝑋, где
𝑋 ∈ ℳ ⊂ S2(ℋ) и Γ𝑘𝑋 ∈ S2(ℋ).

Утверждение теоремы 16 следует теорем 11, 14, лемм 7, 8 и свойства lim
𝑘→∞

̃︀𝛼𝑘 = 0, что

гарантирует выполнение условия (17) теоремы 11.
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6. Доказательство теорем 3, 4, 5

Из теорем 15 и 16 следует теорема 3, приведенная в § 1. Особо отметим, что оператор
𝑈 из теоремы 3 имеет вид

𝑈 = 𝑈𝑚𝑘 = (𝐼 + Γ𝑚𝑉 )(𝐼 + Γ𝑘𝑋*) = 𝐼 +𝑊𝑚𝑘, (28)

где оператор 𝑊𝑚𝑘 = Γ𝑚𝑉 + Γ𝑘𝑋* + (Γ𝑚𝑉 )(Γ𝑘𝑋*) принадлежит S2(ℋ).
Перейдем к оценкам собственных значений и спектральных проекторов. Из теоремы 16

и леммы 1 следует

Теорема 17. Спектр оператора 𝐿 совпадает со спектром оператора

𝐿0 − 𝑉0 = 𝐿0 − 𝑃(𝑘)𝑋*𝑃(𝑘) −
⨁︁
|𝑗|>𝑘

𝑃𝑗𝑋*𝑃𝑗.

Более того, имеет место равенство

𝜎(𝐿) = 𝜎(𝐿(𝑘)) ∪
(︁ ⋃︁

|𝑗|>𝑘

𝜎(𝐿𝑗)
)︁

= 𝜎(𝐿(𝑘)) ∪
{︁
𝑖
2𝜋𝑗

𝜔
+ 𝑥*𝑗𝑗, |𝑗| > 𝑘

}︁
,

где 𝐿(𝑘) — сужение оператора 𝐿0−𝑃(𝑘)𝑋*𝑃(𝑘) на ℋ(𝑘) = Im𝑃(𝑘) и 𝐿𝑗 — сужение оператора
𝐿0−𝑃𝑗𝑋*𝑃𝑗 на Im𝑃𝑗, |𝑗| > 𝑘, и 𝑥*𝑗𝑗, |𝑗| > 𝑘, — диагональные элементы числовой матрицы
оператора 𝑋*.

Непосредственно из теоремы 17 следует теорема 4. В теореме 4 учтено, что для любого
ограниченного оператора его спектральный радиус не превосходит нормы, и последова-
тельность (𝑥*𝑗𝑗), |𝑗| > 𝑘, суммируема с квадратом, так как 𝑋* ∈ S2(ℋ). Все утверждения
относительно собственных векторов следуют из леммы 1 и представления обратимого опе-
ратора преобразования (28) в виде 𝑈 = 𝐼 + Γ𝑘𝑚𝑋*, где Γ𝑘𝑚𝑋* ∈ S2(ℋ).
Доказательство теоремы 5. Все рассуждения проводятся в условиях теоремы 3.

Зафиксируем числа 𝑘, 𝑚 ∈ Z+ такие, что выполнены условия теорем 15, 16.

Пусть 𝒫𝑛 = 𝑃 ({𝜆𝑛}, 𝐿0), 𝜆𝑛 = { 𝑖2𝜋𝑛
𝜔

}, 𝑛 ∈ Z, 𝒫(𝑚) =
∑︀

|𝑛|6𝑚

𝒫𝑛, ̃︀𝒫(𝑚) = 𝑈𝑘𝑚𝒫(𝑚)𝑈
−1
𝑘𝑚,̃︀𝒫𝑛 = 𝑈𝑘𝑚𝒫𝑛𝑈

−1
𝑘𝑚. В соответствии с леммой 1 проекторы ̃︀𝒫(𝑚) и ̃︀𝒫𝑛 есть спектральные

проекторы оператора 𝐿. Обозначим символом 𝒫(Ω) и ̃︀𝒫(Ω) соответственно следующие
проекторы

𝒫(Ω) =
∑︁
𝑛∈Ω

𝒫𝑛, ̃︀𝒫(Ω) =
∑︁
𝑛∈Ω

̃︀𝒫𝑛 =
∑︁
𝑛∈Ω

𝑈𝑘𝑚𝒫𝑛𝑈
−1
𝑘𝑚, Ω = Z ∖ {−𝑚, . . . ,𝑚}.

Отметим, что 𝒫(Ω) есть спектральный проектор, построенный по спектральному множе-
ству {𝜆𝑛, 𝑛 ∈ Ω} оператора 𝐿0.
Для любого 𝑋 ∈ S2(ℋ) определим величину

𝛼(Ω, 𝑋) = max
𝑛∈Ω

𝛼𝑛(𝑋), Ω ⊂ Z,

где последовательность 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ Z, определяется формулой (27).
Пусть 𝑋 ∈ ℳ, т. е. 𝑋 = 𝑋𝑙𝐹𝑋 = 𝐹𝑋𝑋𝑟, где 𝑋𝑙, 𝑋𝑟 ∈ S2(ℋ). Оценим норму

‖𝒫(Ω)𝑋‖2 = ‖𝒫(Ω)𝐹𝑋𝑋𝑟‖2 =
⃦⃦⃦(︁∑︁

𝑛∈Z

𝛼𝑛(𝑋)𝒫𝑛

)︁
𝑋𝑟

⃦⃦⃦
2
6 𝛼(Ω, 𝑋)‖𝑋‖2.

Аналогично получается оценка для оператора 𝑋𝒫(Ω). Следовательно,

max{‖𝒫(Ω)𝑋‖2, ‖𝑋𝒫(Ω)‖2} 6 ‖𝑋‖ℳ𝛼(Ω, 𝑋).
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Перейдем к оценке величин ‖𝒫(Ω)Γ𝑚𝑋‖2, ‖Γ𝑚𝑋𝒫(Ω)‖2:

‖𝒫(Ω)Γ𝑚𝑋‖22 =
∑︁

𝑖∈Ω,𝑗∈Z
𝑖 ̸=𝑗

‖𝒫𝑖𝒫(Ω)𝑋𝒫𝑗‖22
|𝜆𝑖 − 𝜆𝑗|2

6
(︁ 𝜔

2𝜋

)︁2∑︁
𝑖∈Ω

‖𝒫𝑖𝑋‖22 6

6
(︁ 𝜔

2𝜋

)︁2

𝛼4(Ω, 𝑋)‖𝑋‖22.

Таким образом,

‖𝒫(Ω)Γ𝑚𝑋‖2 6
𝜔

2𝜋
𝛼2(Ω, 𝑋)‖𝑋‖2.

Аналогично и той же величиной оценивается величина ‖Γ𝑚𝑋𝒫(Ω)‖2. Отметим, что из
определения последовательности 𝛼 и построения пространства допустимых возмущений
ℳ следуют равенства ‖𝐹𝒫(Ω)‖ = ‖𝒫(Ω)𝐹‖ = 𝛼(Ω, 𝐵). Поэтому 𝛼(Ω, 𝑋) 6 ‖𝑋‖ℳ𝛼(Ω, 𝐵).
Также из определения последовательности 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ Z, вытекают следующие свойства:
1) Если 𝑋 =

∑︀
𝑙>1

𝑋𝑙, где 𝑋𝑙 ∈ S2(ℋ), то этот ряд сходится абсолютно и

‖𝑋‖2𝛼𝑛(𝑋) 6
∑︁
𝑙>1

‖𝑋𝑙‖2𝛼𝑛(𝑋𝑙).

2) Если 𝑋 = 𝑋1 · · · · ·𝑋𝑙, 𝑋𝑗 ∈ S2(ℋ), 1 6 𝑗 6 𝑙, то

‖𝑋‖2𝛼𝑛(𝑋) 6 (𝛼𝑛(𝑋1) + · · · + 𝛼𝑛(𝑋𝑙))
𝑙⋂︁

𝑗=1

‖𝑋𝑗‖2.

Перейдем к оценке нормы разности ̃︀𝒫(Ω)−𝒫(Ω), где Ω ⊂ Z∖{−𝑚, . . . ,𝑚}. Напомним, что
оператор 𝑈 из теоремы 3, осуществляющий преобразование подобия, представим в виде
𝑈𝑚𝑘 = 𝐼 +𝑊𝑚𝑘, где 𝑊𝑚𝑘 = Γ𝑚𝑉 + Γ𝑘𝑋* + (Γ𝑚𝑉 )(Γ𝑘𝑋*). Из леммы 1 следует равенство̃︀𝒫(Ω) − 𝒫(Ω) = (𝑊𝑚𝑘𝒫(Ω) − 𝒫(Ω)𝑊𝑚𝑘)(𝐼 +𝑊𝑚𝑘)−1.

Тогда

‖𝒫(Ω)𝑊𝑚𝑘‖2 6 ‖𝒫(Ω)(Γ𝑚𝑉 )‖2 + ‖𝒫(Ω)(Γ𝑘𝑋*)‖2+
+ ‖𝒫(Ω)(Γ𝑚𝑉 )(Γ𝑘𝑋*)‖2 6 ‖𝒫(Ω)(Γ𝑉 )‖2 + ‖𝒫(Ω)(Γ𝑋*)‖2+
+ ‖𝒫(Ω)(Γ𝑉 )(Γ𝑋*)‖2 6 𝐶1(𝛼(Ω,Γ𝑉 ) + 𝛼2(Ω, 𝑋*)) 6 𝐶2(𝛼(Ω,Γ𝑉 ) + 𝛼2(Ω, 𝑉 )).

Отметим, что константы 𝐶1 и 𝐶2 не зависят от Ω. Аналогичной величиной оценивается
норма ‖𝑊𝑚𝑘𝒫(Ω)‖2.
Оператор (𝐼 +𝑊𝑚𝑘)−1 представим в виде (𝐼 +𝑊𝑚𝑘)−1 = 𝐼 +

∞∑︀
𝑗=1

(−1)𝑗𝑊 𝑗
𝑚𝑘, поэтому

‖(𝐼 +𝑊𝑚𝑘)−1 − 𝐼‖2 6
‖𝑊𝑚𝑘‖2

1 − ‖𝑊𝑚𝑘‖2
.

В итоге получаем

‖ ̃︀𝒫(Ω) − 𝒫(Ω)‖2 6 𝐶3(𝛼(Ω,Γ𝑉 ) + 𝛼2(Ω, 𝑉 )), (29)

где константа 𝐶3 не зависит от Ω.
Отметим, что в пространстве ℋ есть два разложения единицы

𝐼 =
∑︁
|𝑖|>𝑘

𝒫𝑖 + 𝒫(𝑘), 𝐼 =
∑︁
|𝑖|>𝑘

̃︀𝒫𝑖 + ̃︀𝒫(𝑘).

Утверждение теоремы 5 немедленно вытекает из оценки (29), если в качестве Ω рас-
смотреть множество Ω = {𝑛 ∈ Z, |𝑛| > 𝑁}, где 𝑁 — достаточно большое натуральное
число, и свойства 2) последовательности {𝛼𝑛}.
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Следствие 1. Оператор 𝐿 является спектральным оператором скалярного типа
(см. [45]).

7. Доказательство теорем 1, 6, 8

Для построения группы операторов 𝑇 : R → End𝐿2, генератором которой является
исследуемый дифференциальный оператор с инволюцией 𝐿 : 𝑊 1

2 ⊂ 𝐿2 → 𝐿2, используем
теорему 3 и ее более подробный вариант — теорему 16. Из теоремы 16, теорем 3, 12 и
леммы 2 следует, что группа операторов 𝑇 (𝑡), 𝑡 ∈ R, является 𝑈 = 𝑈𝑚𝑘-ортогональной
прямой суммой

𝑇 (𝑡) = 𝑈
(︁ −𝑘−1⨁︁

𝑗=−∞

𝑒(
𝑖2𝜋𝑗
𝜔

+𝑥*𝑗𝑗)𝑡 ⊕ 𝑒𝑋*(𝑚)𝑡

∞⨁︁
𝑗=𝑘+1

𝑒(
𝑖2𝜋𝑗
𝜔

+𝑥*𝑗𝑗)𝑡
)︁
𝑈−1, 𝑡 ∈ R, (30)

относительно 𝑈 -ортогонального разложения

𝐿2 = ℋ =
−𝑘−1⨁︁
𝑗=−∞

𝑈ℋ𝑗 ⊕ 𝑈ℋ(𝑘) ⊕
(︁ ∞⨁︁

𝑗=𝑘+1

𝑈ℋ𝑗

)︁
.

Отметим, что числа 𝑚, 𝑘 ∈ Z+, определены в теоремах 15 и 16 соответственно. При
этом оператор 𝑈𝑚𝑘 представим в виде (28), т. е. 𝑈𝑚𝑘 = 𝐼 +𝑊𝑚𝑘, где 𝑊𝑚𝑘 ∈ S2(ℋ).
Таким образом, построена группа 𝑇 : R → End𝐿2, генератором которой является опера-

тор 𝐿 = 𝐿0−𝑉 . Утверждение теоремы 1 о представлении классических и слабых решений
задачи (1) следует из общей теории полугрупп операторов (см. [29], [30], [45]). Из дока-
занного представления (30) следует утверждение теоремы 6, где 𝑏𝑗 = 𝑥𝑗𝑗, |𝑗| > 𝑚 + 1,
𝐵(𝑘) = 𝑋*. Отметим, что из теорем 3, 16 вытекает свойство

∑︀
|𝑗|>𝑚+1

|𝑏𝑗|2 <∞.

Для доказательства теоремы 8 используем представление (30) группы 𝑇 и равенство
Парсеваля. Производимые оценки фактически помещены в формулировку теоремы 8.
В заключении отметим, что результаты данной работы частично анонсированы в [46] и

[47]. В [48] исследование проведено в русле данной работы.
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