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О НЕПРЕРЫВНОСТИ И ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ

МАКСИМАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИЙ

В.А. КЛЯЧИН

Аннотация. В статье рассматриваются функции являющиеся максимальными значе-
ниями непрерывных функций на семействах компактных подмножеств. Такие функции
используются, например, при исследовании геометрического строения различных рав-
новесных поверхностей – минимальных поверхностей, поверхностей постоянной сред-
ней кривизны и т.п. Обычно подобные функции строятся как геометрические характе-
ристики исследуемых поверхностей – расстояние от точки поверхности до фиксирован-
ной прямой, радиус описанной сферы и т.п. Одним из ключевых моментов этого под-
хода является обоснование их непрерывности и дифференцируемости. Это позволяет
выводить дифференциальные соотношения для рассматриваемых функций. В настоя-
щей работе вопросы непрерывности и дифференцируемости рассматриваются в более
общей постановке – для топологических и метрических пространств. В частности, най-
дены условия на отображение топологических пространств 𝐹 : 𝑋 → 𝑇 , при которых
функция вида 𝜌(𝑡) = max𝑥∈𝐹−1(𝑡) 𝑔(𝑥) является непрерывной. Кроме этого, для такого
рода функций получены условия липшицевости и 𝛿-выпуклости в R𝑚.
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1. Введение

Один из методов исследования минимальных поверхностей и поверхностей с предписан-
ной средней кривизной основан на использовании так называемой функции обхвата 𝜌(𝑡),
которая представляет собой максимальное значение расстояния от точки некоторой пря-
мой до точек поверхности лежащих в плоскости ортогональной этой прямой. Для функ-
ции обхвата выводятся различные дифференциальные неравенства, из которых, путем
интегрирования извлекается определенная информация о строении поверхности в целом.
Данный подход был использован в работах В.М. Миклюкова, А.Д. Веденяпина, М.В. При-
валова, Н.В. Лосевой, В.Г. Ткачева, В.А. Клячина [1]–[7].
В работе [1] доказано, что для минимальных гиперповерхностей трубчатого типа эта

функция является выпуклой вниз и удовлетворяет почти всюду дифференциальному нера-
венству

𝜌′′(𝑡)𝜌(𝑡) ≥ (𝑛− 1)(1 + 𝜌′2(𝑡)).

В работах [2]–[7] аналогичные неравенства были получены для минимальных поверхно-
стей произвольной коразмерности, 𝑝-минимальных гиперповерхностей, поверхностей пред-
писанной средней кривизны. Во всех этих случаях доказательство основано на принци-
пе сравнения эллиптических операторов типа средней кривизны, а существование почти
всюду вторых производных получается с использованием принципа максимума для спе-
циальным образом построенных субгармонических функций в метрике соответствующей
поверхности. Так же следует упомянуть классическую теорему Адамара о трех кругах.

V.A. Klyachin, On continuity and differentiability of the maximum values of functions.

c○Клячин В.А. 2017.
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В этой теореме утверждается, что для голоморфной функции 𝑓(𝑧), заданной в кольце
𝑟1 6 |𝑧| 6 𝑟3 для всякого 𝑟1 < 𝑟2 < 𝑟3 имеет место неравенство

log

(︂
𝑟3
𝑟1

)︂
log𝑀(𝑟2) 6 log

(︂
𝑟3
𝑟2

)︂
log𝑀(𝑟1) + log

(︂
𝑟2
𝑟1

)︂
log𝑀(𝑟3),

где 𝑀(𝑟) = max|𝑧|=𝑟 |𝑓(𝑧)|. Это неравенство эквивалентно тому, что функция
𝜙(𝑡) = log𝑀(𝑒𝑡) выпукла вниз для 𝑡 ∈ (log 𝑟1, log 𝑟3). Некоторые обобщения этой теоре-
мы можно найти в [8]. Доказательство неравенства Адамара также основано на приме-
нении принципа максимума. В настоящей статье мы предлагаем доказательства непре-
рывности, дифференцируемости и 𝛿-выпуклости функций, представляющих собой макси-
мальные значения непрерывных и гладких функций не используя факта справедливости
принципа максимума или его аналога.

2. Непрерывность

Пусть 𝑋 и 𝑇 топологические пространства и 𝐹 : 𝑋 → 𝑇 – некоторое непрерывное
отображение такое, что для каждого предкомпактного множества𝐾 ⊂ 𝑇 прообраз 𝐹−1(𝐾)
предкомпактен в 𝑋. В частности, тогда множества Σ(𝑡) = 𝐹−1(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 компактны. Пусть
𝑔 : 𝑋 → R – непрерывная функция для которой определим

𝜌(𝑡) = max
𝑥∈Σ(𝑡)

𝑔(𝑥).

Теорема 1. Предположим, что любое открытое покрытие компакта Σ(𝑡) является
открытым покрытием Σ(𝑡′) для всех 𝑡′ из некоторой окрестности точки 𝑡. Тогда, если
отображение 𝐹 открыто, то функция 𝜌(𝑡) непрерывна.

Доказательство. Пусть 𝑡0 ∈ 𝑇 – некоторая точка и 𝑥0 ∈ Σ(𝑡0) такая, что 𝑔(𝑥0) = 𝜌(𝑡0).
Пусть 𝜀 > 0 произвольно. Поскольку функция 𝑔 непрерывна, то для каждой точки
𝑥 ∈ Σ(𝑡0) можно определить окрестность 𝑈(𝑥) такую, что

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)| < 𝜀, ∀𝑦 ∈ 𝑈(𝑥).

Совокупность таких окрестностей образует открытое покрытие компактного множества
Σ(𝑡0). Выберем из этого покрытия конечное подпокрытие 𝑈(𝑥𝑘), 𝑘 = 1, ...,𝑚. Тогда, в силу
открытости отображения 𝐹 множество ∪𝑚

𝑘=1𝐹 (𝑈(𝑥𝑘)) = 𝑉 (𝑡0) открыто. Пусть 𝑉 ′(𝑡0) такая
окрестность точки 𝑡0, для которой объединение ∪𝑚

𝑘=1𝑈(𝑥𝑘) является покрытием Σ(𝑡′) для
всякого 𝑡′ ∈ 𝑉 ′(𝑡0). Ясно, что для 𝑡′ ∈ 𝑉 ′(𝑡0) пересечение Σ(𝑡′) ∩ 𝑈(𝑥𝑘) ̸= ∅ для некоторого
𝑘. Рассмотрим 𝑥′ ∈ Σ(𝑡′), 𝑔(𝑥′) = 𝜌(𝑡′) и 𝑥′ ∈ 𝑈(𝑥𝑘). Тогда

𝜌(𝑡0) = 𝑔(𝑥0) ≥ 𝑔(𝑥𝑘) > 𝑔(𝑥′) − 𝜀 = 𝜌(𝑡′) − 𝜀.

Поскольку Σ(𝑡′) ∩ 𝑈(𝑥𝑘) ̸= ∅, то найдется 𝑦′ ∈ Σ(𝑡′) ∩ 𝑈(𝑥𝑘). Тогда

𝜌(𝑡′) = 𝑔(𝑥′) ≥ 𝑔(𝑦′) > 𝑔(𝑥0) − 𝜀 = 𝜌(𝑡0) − 𝜀.

Так, что для 𝑡′ ∈ 𝑉 ′(𝑡0) выполнено

|𝜌(𝑡′) − 𝜌(𝑡0)| < 𝜀.

Следовательно функция 𝜌(𝑡) непрерывна. Теорема доказана.
Рассмотрим пример. Пусть в круге 𝐵 = {𝑥 ∈ R2, |𝑥| < 1} задана функция

𝐹 (𝑥) = 𝑒−𝑟 cos 3𝜋𝑟, 𝑟 = |𝑥|.
Тогда

Σ(𝑡) = {𝑥 ∈ 𝐵 : 𝐹 (𝑥) = 𝑡}.
Положим 𝑔(𝑥) = 𝑥1. Тогда, как не сложно видеть, функция 𝜌(𝑡) = maxΣ(𝑡) 𝑔(𝑥) имеет
разрыв в точке 𝑡 = 𝑒−𝑟0 cos 3𝜋𝑟0, 𝑟0 = 2/3− (1/(3𝜋)) arctan(1/(3𝜋)). При этом заметим, что
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отображение, заданное функцией 𝐹 (𝑥) не является открытым в окрестности окружности
𝑟 = 𝑟0.
Пусть теперь 𝑋 = (𝑋, 𝑑𝑋) – метрическое пространство. Через 𝐾(𝑋) мы обозначим

метрическое пространство компактных подмножеств 𝐾 ∈ 𝑋, снабженное стандартной
метрикой Хаусдорфа

𝑑𝐾(𝐾1, 𝐾2) = max{max
𝑦∈𝐾2

min
𝑥∈𝐾1

𝑑𝑋(𝑥, 𝑦),max
𝑦∈𝐾1

min
𝑥∈𝐾2

𝑑𝑋(𝑥, 𝑦)}.

Пусть 𝐹 : 𝑇 → 𝐾(𝑋) некоторое непрерывное отображение, и 𝑔 : 𝑋 → R непрерывная
функция. Положим Σ(𝑡) = 𝐹 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 .

Теорема 2. Если функция 𝑔(𝑥) равномерно непрерывна, то функция

𝜌(𝑡) = max
Σ(𝑡)

𝑔(𝑥)

непрерывна.

Доказательство. Пусть задано 𝜀 > 0. В силу равномерной непрерывности функции
𝑔(𝑥) найдется 𝛿 > 0, такое, что если 𝑑𝑋(𝑥′, 𝑥′′) < 𝛿, то |𝑔(𝑥′) − 𝑔(𝑥′′)| < 𝜀. Пусть 𝑡0 ∈ 𝑇 .
Поскольку отображение 𝐹 непрерывно в точке 𝑡0, то для 𝛿 > 0 найдется такая окрестность
𝑉 (𝑡0) точки 𝑡0 что для всякой точки 𝑡 ∈ 𝑉 (𝑡0) будет выполнено

𝑑𝐾(Σ(𝑡),Σ(𝑡0)) < 𝛿.

В силу компактности множеств Σ(𝑡0) и Σ(𝑡) найдутся точки 𝑥0 ∈ Σ(𝑡0) и 𝑥′ ∈ Σ(𝑡) такие,
что

𝑔(𝑥0) = 𝜌(𝑡0), 𝑔(𝑥′) = 𝜌(𝑡).

А также найдутся точки 𝑦0 ∈ Σ(𝑡0) и 𝑦′ ∈ Σ(𝑡) такие, что

𝑑𝑋(𝑥0, 𝑦
′) = min

𝑦∈Σ(𝑡)
𝑑𝑋(𝑥0, 𝑦)

𝑑𝑋(𝑥′, 𝑦0) = min
𝑦∈Σ(𝑡0)

𝑑𝑋(𝑥′, 𝑦).

По определению расстояния Хаусдорфа получаем

𝑑𝑋(𝑥0, 𝑦
′) < 𝛿, 𝑑𝑋(𝑥′, 𝑦0) < 𝛿. (1)

Тогда, будем иметь

𝜌(𝑡) − 𝜌(𝑡0) = 𝑔(𝑥′) − 𝑔(𝑥0) 6 𝑔(𝑥′) − 𝑔(𝑦0) < 𝜀,

𝜌(𝑡) − 𝜌(𝑡0) = 𝑔(𝑥′) − 𝑔(𝑥0) ≥ 𝑔(𝑦′) − 𝑔(𝑥0) > −𝜀,

в силу неравенств (1). Таким образом, для всякого 𝑡 ∈ 𝑉 (𝑡0) будет выполнено
|𝜌(𝑡) − 𝜌(𝑡0)| < 𝜀. Теорема доказана.

3. Липшицевость и 𝛿-выпуклость

Предположим, что пространство 𝑇 является метрическим с метрикой 𝑑𝑇 .

Теорема 3. Пусть отображение 𝐹 : 𝑇 → 𝐾(𝑋) и функция 𝑔 : 𝑋 → R удовлетворяют

условиям Липшица:

𝑑𝐾(𝐹 (𝑡1), 𝐹 (𝑡2)) 6 𝐿0𝑑𝑇 (𝑡1, 𝑡2),

и

|𝑔(𝑥1) − 𝑔(𝑥2)| 6 𝐿1𝑑𝑋(𝑥1, 𝑥2).

Тогда функция

𝜌(𝑡) = max
𝑥∈𝐹 (𝑡)

𝑔(𝑥)

удовлетворяет условию Липшица:

|𝜌(𝑡1) − 𝜌(𝑡2)| 6 𝐿0𝐿1𝑑𝑇 (𝑡1, 𝑡2).
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Доказательство. Рассмотрим некоторые 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝑇 и 𝑥1 ∈ Σ(𝑡1), 𝜌(𝑡1) = 𝑔(𝑥1),
𝑥2 ∈ Σ(𝑡2), 𝜌(𝑡2) = 𝑔(𝑥2). Выберем 𝑦1 ∈ Σ(𝑡1), 𝑦2 ∈ Σ(𝑡2) такие, что
𝑑𝑋(𝑥1, 𝑦2) = min𝑧∈Σ(𝑡2) 𝑑𝑋(𝑥1, 𝑧), 𝑑𝑋(𝑥2, 𝑦1) = min𝑧∈Σ(𝑡1) 𝑑𝑋(𝑥2, 𝑧). Поскольку отображение
𝐹 липшицево, имеем

𝑑𝐾(Σ(𝑡1),Σ(𝑡2)) 6 𝐿0𝑑𝑇 (𝑡1, 𝑡2).

Следовательно
𝑑𝑋(𝑥1, 𝑦2) 6 𝐿0𝑑𝑇 (𝑡1, 𝑡2)

и
𝑑𝑋(𝑥2, 𝑦1) 6 𝐿0𝑑𝑇 (𝑡1, 𝑡2).

Таким образом, получаем

𝜌(𝑡1) = 𝑔(𝑥1) ≥ 𝑔(𝑦1) ≥ 𝑔(𝑥2) − 𝐿1𝑑𝑋(𝑦1, 𝑥2) ≥ 𝜌(𝑡2) − 𝐿0𝐿1𝑑𝑇 (𝑡1, 𝑡2),

и
𝜌(𝑡2) = 𝑔(𝑥2) ≥ 𝑔(𝑦2) ≥ 𝑔(𝑥1) − 𝐿1𝑑𝑋(𝑦2, 𝑥1) ≥ 𝜌(𝑡1) − 𝐿0𝐿1𝑑𝑇 (𝑡2, 𝑡1).

Следовательно
|𝜌(𝑡1) − 𝜌(𝑡2)| 6 𝐿0𝐿1𝑑(𝑡1, 𝑡2).

Теорема доказана.
Пусть Ω ⊂ R𝑚 – область в R𝑚 и 𝐹 : Ω → R𝑝, 𝑝 < 𝑚 𝐶1-гладкое отображение с

rank𝑑𝐹 = 𝑝. Мы предположим, что для всех 𝑡 ∈ R𝑝 множество 𝐹−1(𝑡) = Σ(𝑡) компактно в
Ω. Рассмотрим 𝐶2-гладкую функцию 𝑔 : Ω → R и положим

𝜌(𝑡) = max
𝑥∈Σ(𝑡)

𝑔(𝑥).

Теорема 4. Функция 𝜌(𝐹 (𝑥)) является локально 𝛿-выпуклой, т.е. для любой точки

𝑥0 ∈ R𝑚 найдется окрестность 𝑈(𝑥0) и выпуклая функция 𝑣(𝑥) такие, что функция

𝜌(𝐹 (𝑥)) + 𝑣(𝑥) выпукла в 𝑈(𝑥0).

Для доказательства теоремы нам понадобится следующая

Лемма 1. Пусть ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑚 непрерывная функция такая, что для некоторого

𝛼 ∈ R, 𝛼 > 0 и для каждой точки 𝑥0 ∈ R𝑚 существует квадратичная функция вида

𝑟(𝑥) = −𝛼|𝑥− 𝑥0|2 + ⟨𝑥− 𝑥0, 𝛽⟩ + ℎ(𝑥0) такая, что ℎ(𝑥) ≥ 𝑟(𝑥) в некоторой окрестности

точки 𝑥0. Тогда функция ℎ(𝑥) + 𝛼|𝑥|2 выпукла вниз.

Доказательство. Имеем

ℎ(𝑥) + 𝛼|𝑥|2 = ℎ(𝑥) + 𝛼|𝑥− 𝑥0|2 − 2𝛼⟨𝑥0, 𝑥− 𝑥0⟩+
+𝛼|𝑥0|2 ≥ −𝛼|𝑥− 𝑥0|2 + ⟨𝛽, 𝑥− 𝑥0⟩ + ℎ(𝑥0)+

+𝛼|𝑥− 𝑥0|2 − 2𝛼⟨𝑥0, 𝑥− 𝑥0⟩ + 𝛼|𝑥0|2 =

= ℎ(𝑥0) + 𝛼|𝑥0|2 + ⟨−2𝛼𝑥0 + 𝛽, 𝑥− 𝑥0⟩.
Это неравенство показывает, что график функции ℎ(𝑥) + 𝛼|𝑥|2 лежит выше гиперплоско-
сти, заданной уравнением 𝑥𝑚+1 = ℎ(𝑥0) +𝛼|𝑥0|2 + ⟨−2𝛼𝑥0 +𝛽, 𝑥−𝑥0⟩, а это в свою очередь
означает, что функция ℎ(𝑥) выпукла вниз.
Доказательство теоремы 4. Зафиксируем точку 𝑡0 ∈ R𝑝. Найдется точка 𝑥0 ∈ Ω,

такая, что 𝜌(𝑡0) = 𝑔(𝑥0). Поскольку rank𝑑𝐹 = 𝑝, то отображение 𝐹 открыто, а следо-
вательно функция 𝜌(𝑡) непрерывна согласно теореме 1. Пусть 𝑈(𝑥0) некоторая окрест-
ность точки 𝑥0 и 𝑉 (𝑡0) = 𝐹 (𝑈(𝑥0)). Рассмотрим функцию ℎ(𝑥) = 𝜌(𝐹 (𝑥)). Ясно, что
𝑔(𝑥) 6 ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈(𝑥0) и 𝑔(𝑥0) = ℎ(𝑥0). Поскольку функция 𝑔(𝑥) дважды непрерыв-
но дифференцируема, то существует постоянная 𝛼 > 0 такая, что для каждой точки 𝑥0 и
подходящего вектора 𝛽 ∈ R𝑚 будет выполнено ℎ(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) ≥ −𝛼|𝑥−𝑥0|2+⟨𝛽, 𝑥−𝑥0⟩+ℎ(𝑥0)
в некоторой окрестности точки 𝑥0. Согласно лемме функция ℎ(𝑥) +𝛼|𝑥|2 является выпук-
лой, а значит 𝜌(𝐹 (𝑥)) – 𝛿-выпукла.
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В общем случае в условиях теоремы 4 невозможно доказать дифференцируемость функ-
ции 𝜌(𝐹 (𝑥)) в каждой точке. Рассмотрим пример. Пусть в прямоугольнике [0, 𝜋] × [−𝜋, 𝜋]
задана функция 𝑔(𝑥) = cos 𝑥1 sin𝑥2. Положим 𝐹 (𝑥) = 𝑥1. Тогда

𝜌(𝑡) = max
𝑥1=𝑡

𝑔(𝑥) = | cos 𝑡|, 𝑡 ∈ [0, 𝜋].

Таким образом 𝜌(𝐹 (𝑥)) = | cos𝑥1| и эта функция не дифференцируема в точках отрезка
𝑥1 = 𝜋/2.

Теорема 5. Пусть 𝐶2-гладкое отображение 𝐹 (𝑥) таково, что отображение

𝐻(𝑥) = (𝑦, 𝑥̃), 𝑦 = 𝐹 (𝑥), 𝑥̃ = (𝑥𝑝+1, ..., 𝑥𝑚)

является диффеоморфизмом области Ω на область Ω′ = 𝐻(Ω). Тогда функция

𝜌(𝑡) = max
𝑥∈Σ(𝑡)

𝑔(𝑥)

является локально 𝛿-выпуклой.

Доказательство. Пусть 𝑥 = 𝐺(𝑦, 𝑥̃) отображение, обратное к 𝐻(𝑥). Тогда функция
ℎ(𝑦, 𝑥̃) = 𝑔(𝐺(𝑦, 𝑥̃)) является 𝐶2-гладкой в области Ω′. При этом

max
𝑦=𝑧

ℎ(𝑦, 𝑥̃) = 𝜌(𝑧).

Тогда, применяя теорему 4 для функции ℎ(𝑦, 𝑥̃) и отображения 𝐹 ′(𝑦, 𝑥̃) = 𝑦, получаем,
что функция 𝜌(𝑦) является локально 𝛿-выпуклой в R𝑚. То есть в окрестности 𝑈 каждой
точки найдется выпуклая функция 𝑣(𝑦, 𝑥̃), такая, что функция 𝜌(𝑦) + 𝑣(𝑦, 𝑥̃) выпуклая.
Тогда функция

max
(𝑦,𝑥̃)∈𝑈,𝑦=𝑧

{𝜌(𝑦) + 𝑣(𝑦, 𝑥̃)} = 𝜌(𝑧) + max
(𝑦,𝑥̃)∈𝑈,𝑦=𝑧

𝑣(𝑦, 𝑥̃)

также является выпуклой в R𝑝. Отсюда получаем требуемое.
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