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ДИСКРЕТНЫЕ ИНТЕГРИРУЕМЫЕ УРАВНЕНИЯ

И СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ

В.Ю. НОВОКШЕНОВ

Аннотация. На основе метода матричной задачи Римана предложена универсальная
схема построения классических специальных функций, удовлетворяющих разностным
уравнениям. К таким спецфункциям относятся гамма- и дзета-функции, ортогональ-
ные полиномы и другие классы функций с соотношениями рекурренции. Показано, что
разностные уравнения для этих функций представляют собой условия совместности
пар Лакса, возникающих из решений задачи Римана. При этом интегральные представ-
ления решений классической задачи Римана о сопряжении аналитических функций на
контуре комплексной плоскости обобщены на случай дискретных мер, то есть на беско-
нечные последовательности точек на комплексной плоскости. Установлено, что такое
обобщение позволяет обслужить ряд нелинейных разностных уравнений, обладающих
свойством интегрируемости в смысле теории солитонов.
Решения указанных задач Римана позволяют воспроизвести аналитические свойства

классических спецфункций, изложенные в справочниках, а также описать ряд новых
функций, претендующих на роль специальных. К таковым, в частности, относятся
разностные уравнения Пенлеве. Приведен пример применения разностного уравнения
Пенлеве второго типа к задаче представления симметрической группы.
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В работе [18] рассмотрена схема описания классических специальных функций, основан-
ная на матричной задаче Римана. Было показано, что такие функции, удовлетворяющие
обыкновенным дифференциальным уравнениям, допускают представления в терминах ре-
шения некоторой задачи Римана, то есть задачи о восстановлении аналитической функции
по ее граничным значениям. Тем самым проверялось свойство интегрируемости соответ-
ствующего дифференциального уравнения, понимаемое в смысле теории солитонов [1],
[26]. Другое понимание свойства интегрируемости как вычисление значения функции в
точке по ее глобальному поведению подразумевает наличие интегрального представления
этой функции. По сути, метод задачи Римана демонстрирует эквивалентность этих двух
определений интегрируемости [6], [15]. Функциями, попадающими под такое понимание
интегрируемости, являются, например, гипергеометрические и эллиптические функции.
Однако, в справочниках (см., например, [7], [14], [27]) имеются другие специальные функ-
ции, которые не удовлетворяют никакому дифференциальному уравнению. К таковым
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относятся гамма- и дзета-функции и их обобщения, возникающие в теории чисел, ком-
бинаторике и теории представления групп. Каким образом можно распространить метод
задачи Римана на эти специальные функции?
В данной статье делается попытка ответить на этот вопрос. Ключевым здесь является

то обстоятельство, что имеется то или иное дискретное уравнение, которому удовлетво-
ряют специальные функции. Оказывается, что эти уравнения также можно уложить в
схему теории солитонов. А именно, для каждого дискретного уравнения предъявляется
пара Лакса из двух линейных уравнений, условием совместности которых служит данное
уравнение. Эта пара Лакса, в свою очередь, строится на основе некоторой спектральной
задачи для матричных операторов. Уравнения пары Лакса здесь являются дискретными
по спектральному параметру, где дифференцирование заменено на разностный оператор
или оператор другого дискретного преобразования. Ниже в §2 будет показано, как эти
операторы строятся естественным образом из решений подходящей задачи Римана.
Следует отметить специфику задач Римана для дискретного случая. Здесь задача со-

пряжения граничных значений на непрерывном контуре в комплексной плоскости заме-
няется заданием вычетов мероморфной функции на дискретном множестве точек. В тео-
рии солитонов аналогом этой задачи служит восстановление собственных функций по
дискретному спектру заданного оператора, что эквивалентно решению уравнений «оде-
вающей» цепочки для 𝑁 -солитонного решения [22]. В нашем случае такого ряда цепочка
нелинейных уравнений возникает из дискретной задачи Римана и обладает всеми свой-
ствами интегрируемости, присущими дифференциальным уравнениям. Ниже в §3 этот
подход будет проиллюстрирован на примере дискретного уравнения Пенлеве второго ти-
па. В заключение кратко рассматривается приложение этого уравнения в комбинаторике
с целью подчеркнуть тот факт, что «дискретный трансцендент Пенлеве» служит новой
нелинейной специальной функцией.

1. Задачи Римана и лаксовы пары

Задача Римана на контуре. Начнем с традиционной задачи Римана, в которой выби-
рается ориентированный гельдеровский контур Γ на комплексной плоскости 𝜆, который,
возможно, имеет точки самопересечения и более одной связной компоненты. На контуре
Γ задается 𝑁 ×𝑁 обратимая матрица 𝐺 = 𝐺(𝜆), называемая матрицей скачка. Решение
задачи Римана, заданное парой (Γ, 𝐺), состоит в определении 𝑁 × 𝑁 -матричнозначной
функции 𝑌 (𝜆) ∈ Mat (𝑁,C), удовлетворяющей условиям

1) 𝑌 (𝜆) кусочно-аналитична в областях 𝜆 ∈ C∖Γ и существуют ее пределы на контуре Γ

𝑌±(𝜆) = lim
𝜆′→𝜆

𝜆′∈± сторонаC∖Γ

𝑌 (𝜆′).

2) На контуре Γ det𝐺(𝜆) ̸= 0 и выполняется соотношение скачка

𝑌+(𝜆) = 𝑌−(𝜆)𝐺(𝜆).

3) 𝑌 (𝜆) стремится к единичной матрице 𝐼 на бесконечности 𝜆 → ∞.

В скалярном случае 𝑁 = 1 задача Римана 1) – 3) решается явно. Действительно, при
𝐺(𝜆) ̸= 0 можно перейти к аддитивной задаче сопряжения

ln𝑌+(𝜆) = ln𝑌−(𝜆) + ln𝐺(𝜆).

Аддитивная задача о скачке вида 𝑦+(𝜆) = 𝑦−(𝜆) + 𝑔(𝜆) с условием 𝑦(𝜆) → 0 на бесконеч-
ности решается в явном виде с помощью интеграла Коши

𝑦(𝜆) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑔(𝜇)

𝜇− 𝜆
𝑑𝜇.
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Условие 2) вытекает из формулы Сохоцкого-Племеля о граничных значениях интеграла
Коши (см., например, [11]). Более того, задача Римна 1) – 3) допускает явное решение
в абелевом случае, когда 𝐺(𝜆1)𝐺(𝜆2) = 𝐺(𝜆2)𝐺(𝜆1) для всех 𝜆1 и 𝜆2 на контуре Γ. Это
решение дается формулой

𝑌 (𝜆) = exp

⎧⎨⎩ 1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

ln𝐺(𝜇)

𝜇− 𝜆
𝑑𝜇

⎫⎬⎭ . (1)

Таким образом, формула (1) верна при условии нулевого индекса матрицы скачка, т.е.
∆ ln𝐺|Γ = 0. В случае ненулевого индекса формула (1) модифицируется домножением на
полином степени не выше значения индекса [11]. В этом случае решение задачи Римана
неединственно и имеет конечное число линейно независимых решений.
В неабелевом случае при 𝑁 > 1, когда матрицы 𝐺(𝜆1) и 𝐺(𝜆2) не коммутируют на

контуре Γ, формула (1) не годится. В этом случае, как правило, нет явного решения за-
дачи Римана. Тем не менее, теоремы существования и единственности имеют место для
широкого класса матриц скачка. Например, достаточным условием однозначной разре-
шимости задачи Римана является положительная определенность матрицы 𝐺(𝜆) [4]. В
общем случае задача Римана 1) – 3) сводится к решению системы сингулярных инте-
гральных уравнений на компоненты матрицы 𝑌 (𝜆) [11]. Этот подход полезен не только
для доказательства разрешимости, но и для оценок нормы матрицы 𝑌 (𝜆) и анализа ее
асимптотического поведения.
В приложениях матрица скачка зависит от дополнительных параметров. Здесь мы огра-

ничимся случаем 𝑁 = 2 и одного скалярного параметра 𝑥, причем

𝐺(𝜆, 𝑥) = e𝑝(𝜆,𝑥)𝜎3𝑆e−𝑝(𝜆,𝑥)𝜎3 , 𝜎3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
, (2)

где 𝑆 — постоянная по 𝜆 и 𝑥 матрица, а 𝑝 — скалярный полином от 𝜆 и 𝑥. Тогда
решение задачи Римана 1)–3) также зависит от параметра 𝑥. Вводя новые матрицы
Ψ(𝜆, 𝑥) = 𝑌 (𝜆, 𝑥)e𝑝(𝜆,𝑥)𝜎3 , получим задачу Римана

1′) Ψ(𝜆, 𝑥) кусочно-аналитична по 𝜆 при 𝜆 ∈ C ∖ Γ

2′) Ψ+(𝜆, 𝑥) = Ψ−(𝜆, 𝑥)𝑆, 𝜆 ∈ Γ.

3′) Ψ(𝜆, 𝑥) → e𝑝(𝜆,𝑥)𝜎3 , 𝜆 → ∞.

Рассмотрим логарифмические производные

𝐴(𝜆, 𝑥) = Ψ𝜆Ψ−1, 𝑈(𝜆, 𝑥) = Ψ𝑥Ψ−1. (3)

Из условия 2′) следует (𝑆 — постоянная матрица!)

𝐴+(𝜆, 𝑥) = (Ψ−)𝜆𝑆Ψ−1
+ = (Ψ−)𝜆Ψ−1

− = 𝐴−(𝜆, 𝑥),

𝑈+(𝜆, 𝑥) = (Ψ−)𝑥𝑆Ψ−1
+ = (Ψ−)𝑥Ψ−1

− = 𝑈−(𝜆, 𝑥), 𝜆 ∈ Γ. (4)

Следовательно, 𝐴 и 𝑈 аналитичны по 𝜆 во всей комплексной плоскости. С другой стороны,
из условия 3′) вытекает, что на бесконечности эти матрицы имеют полиномиальный рост

𝐴(𝜆, 𝑥) → 𝑝𝜆(𝜆, 𝑥)𝜎3, 𝑈(𝜆, 𝑥) → 𝑝𝑥(𝜆, 𝑥)𝜎3, 𝜆 → ∞,

По теореме Лиувилля матрицы 𝐴 и 𝑈 являются матричными полиномами по 𝜆 степеней
deg 𝑝𝜆 и deg 𝑝𝑥 соответственно. Таким образом, матрица Ψ(𝜆, 𝑥) удовлетворяет переопре-
деленной системе дифференциальных уравнений с полиномиальными коэффициентами
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(пара Лакса) {︃
Ψ𝜆 = 𝐴Ψ,

Ψ𝑥 = 𝑈Ψ.
(5)

Условием совместности системы (5) является уравнение

𝐴𝑥 − 𝑈𝜆 + [𝐴,𝑈 ] = 0. (6)

Это уравнение распадается на конечный набор матричных уравнений на коэффициенты
при каждой степени 𝜆, что, в свою очередь, дает уравнения на скалярные функции от 𝑥.
При подходящем выборе пары (Γ, 𝐺) на этом пути можно получить дифференциальные
уравнения для спецфункций, а также их интегральные представления.
Например, выбирая контур Γ в виде объединения трех лучей

Γ𝑘 = {𝜆 | argκ = 𝜋/2 + 2𝜋𝑘/3}, 𝑘 = 0, 1, 2, полином 𝑝(𝜆, 𝑥) = 8𝜆3/3 + 𝜆𝑥, а матрицу 𝑆 в
формуле (2) в виде ([9], глава 3)

𝑆𝑘 =

(︂
1 𝑠𝑘
0 1

)︂
, 𝑠0 + 𝑠1 + 𝑠2 = 0,

получим явное решение задачи Римана 1) – 3) в виде

𝑌 (𝜆, 𝑥) =

(︂
1 𝑦(𝜆, 𝑥)
0 1

)︂
, 𝑦(𝜆, 𝑥) =

⎧⎨⎩𝑠0

∫︁
Γ0

+𝑠1

∫︁
Γ1

+𝑠2

∫︁
Γ2

⎫⎬⎭ e𝑝(𝜇,𝑥)

𝜇− 𝜆
𝑑𝜇.

При этом уравнение (6) эквивалентно уравнению Эйри 𝑢′′ = 𝑥𝑢 на функцию

𝑢(𝑥) = − lim
𝜆→∞

𝜆𝑦(𝜆, 𝑥) =

⎧⎨⎩𝑠0

∫︁
Γ0

+𝑠1

∫︁
Γ1

+𝑠2

∫︁
Γ2

⎫⎬⎭ e𝑝(𝜇,𝑥)𝑑𝜇.

Ниже в §2 будут приведены примеры использования задачи Римана 1) – 3) для других
специальных функций.
Дискретная задача Римана. Нелинейные разностные уравнения для специальных

функций требуют другой версии задачи Римана. Следуя работам А. Бородина [2], [3],
определим дискретную задачу Римана следующим образом.
Пусть Σ – некоторое счетное множество точек на комплексной плоскости 𝜆 ∈ C, имею-

щее единственную предельную точку на бесконечности. Пусть 𝐻(𝜆) – матричная функция
на Σ, 𝐻 : Σ → Mat(𝑁,C).
Будем говорить, что матричнозначная функция 𝑌 : C ∖ Σ → Mat(𝑁,C) с простыми

полюсами в точках 𝑥 ∈ Σ является решением дискретной задачи Римана (Σ, 𝐻), если
выполняются следующие условия:

1∘ 𝑌 (𝜆) аналитична в C ∖ Σ и имеет простые полюсы в точках Σ,

2∘ Res𝜆=𝑥 𝑌 (𝜆) = lim
𝜆→𝑥

(𝑌 (𝜆)𝐻(𝑥)) , 𝑥 ∈ Σ,

3∘ 𝑌 (𝜆) → 𝐼 при 𝜆 → ∞.

Так же как и выше, 𝐻(𝜆) называется матрицей скачка.
Заметим, что данная постановка дискретной задачи Римана выше очень похожа на

чисто солитонный случай в обратной задаче рассеяния [26], часть III.
Обозначим

Z′ = Z +
1

2
=

{︂
. . . ,−3

2
,−1

2
,
1

2
,
3

2
, . . .

}︂
= Z′

+ ∪ Z′
−,

где Z′
+ =

{︀
1
2
, 3
2
, . . .

}︀
и Z′

− =
{︀
. . . ,−3

2
,−1

2

}︀
.
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Рассмотрим построение пары Лакса для задачи 1∘–3∘ в частном случае 𝑁 = 2 и

Σ𝑘 = {𝑘, 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, . . .} , 𝑘 ∈ Z′.

𝐻(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
0 − κ2𝑥

Γ2(𝑥+ 1
2)

0 0

)︃
, 𝑥 ∈ Z′

+,(︃
0 0

− κ−2𝑥

Γ2(−𝑥+ 1
2)

0

)︃
, 𝑥 ∈ Z′

−.

(7)

В статье [2] доказано, что существует единственное решение задачи (Σ𝑘, 𝐻). Следуя [3],
докажем, что для любого 𝑛 ∈ Z𝑘 существует постоянная нильпотентная матрица 𝐴𝑛,

𝐴𝑛 =

(︂
𝑝𝑛 𝑞𝑛
𝑟𝑛 −𝑝𝑛

)︂
, 𝑝2𝑛 = −𝑟𝑛𝑞𝑛, (8)

и функции 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 1, такие что

𝑌𝑛+1(𝜆) =

(︂
𝐼 +

𝐴𝑛

𝜆− 𝑛

)︂
𝑌𝑛(𝜆), (9)

𝑌𝑛(𝜆− 1)

(︂
κ−1(𝜆− 1

2
) 0

0 κ(𝜆− 1
2
)−1

)︂
=

(︂
κ−1(𝜆− 1

2
− 𝑝𝑛) 𝑎𝑛

−𝑏𝑛 0

)︂
𝑌𝑛+1(𝜆). (10)

Действительно, поскольку 𝐻 не зависит от 𝑛, мы видим, что 𝑌𝑛(𝜆) и 𝑌𝑛+1(𝜆) удовлетво-
ряют одному и тому же условию скачка на Σ𝑛. Однако, 𝑌𝑛+1 имеет лишний полюс в точке
{𝑛} = Σ𝑛+1 ∖ Σ𝑛. Следовательно, отношение 𝑌𝑛+1𝑌

−1
𝑛 имеет один полюс в точке 𝜆 = 𝑛.

Обозначая вычет в этой точке через 𝐴𝑛, мы заключаем, что функция

𝑌𝑛+1(𝜆)𝑌 −1
𝑛 (𝜆) − 𝐴𝑛

𝜆− 𝑛

является целой. Вычисляя асимптотику в окрестности 𝜆 = ∞, получаем по теореме Ли-
увилля, что эта функция тождественно равна 𝐼, что доказывает первое уравнение. Далее,
из того, что det𝑌𝑛 ≡ det𝑌𝑛+1 ≡ 1, следует det(𝐼 + 𝐴𝑛/(𝜆− 𝑛)) ≡ 1. Отсюда заключаем,
что 𝐴𝑛 нильпотентна.
Заметим, что условие 2∘ означает, что функция 𝑌 (𝜆) имеет существенную особенность

на бесконечности. Действительно, функция с полюсами, накапливающимися к бесконечно-
сти, не может иметь регулярную асимптотику. Для того чтобы условие было корректным,
нужно потребовать, например, равномерную асимптотику на последовательности окруж-
ностей |𝜆| = 𝑎𝑘, 𝑎𝑘 → +∞.
Для того чтобы гарантировать единственность решений дискретной задачи Римана,

рассматриваемой ниже в §3, будем предполагать, что существует последовательность рас-
ширяющихся контуров, таких, что расстояние от них до множества Σ отграничено от нуля,
и мы будем требовать, чтобы решение 𝑌 (𝜆) имело нужную асимптотику на этих контурах.
Вычислим, с учетом этих замечаний, асимптотику 𝑌𝑛(𝜆) на бесконечности. Из условия

3∘ следует, что

𝑌𝑛(𝜆) = 𝐼 +

(︂
𝛼𝑛 𝛽𝑛

𝛾𝑛 𝛿𝑛

)︂
𝜆−1 + 𝑂(𝜆−2), 𝜆 → ∞, (11)

с некоторыми константами 𝛼𝑛, . . . , 𝛿𝑛.
Для вывода уравнения (10) разделим слева на матрицу 𝑌𝑛+1(𝜆) и докажем, что его левая

часть

𝑌𝑛(𝜆− 1)

(︂
κ−1(𝜆− 1

2
) 0

0 κ(𝜆− 1
2
)−1

)︂
𝑌 −1
𝑛+1(𝜆) (12)

является полиномом по 𝜆.
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В силу (11) асимптотика матрицы (12) имеет вид(︂
𝐼 +

(︂
𝛼𝑛 𝛽𝑛

𝛾𝑛 𝛿𝑛

)︂
𝜆−1

)︂(︂
κ−1(𝜆− 1

2
) 0

0 0

)︂(︂
𝐼 −

(︂
𝛼𝑛+1 𝛽𝑛+1

𝛾𝑛+1 𝛿𝑛+1

)︂
𝜆−1)

)︂
+ 𝑂(𝜆−1)

= κ−1

(︂
𝜆− 1

2
+ 𝛼𝑛 − 𝛼𝑛+1 −𝛽𝑛+1

𝛾𝑛 0

)︂
+ 𝑂(𝜆−1).

Обозначим 𝑎𝑛 = −κ−1𝛽𝑛+1, 𝑏𝑛 = −κ−1𝛾𝑛, 𝑐𝑛 = 𝛼𝑛+1 − 𝛼𝑛. Тогда из теоремы Лиувилля
следует, что выражение (12) равно(︂

κ−1(𝜆− 1
2
− 𝑐𝑛) 𝑎𝑛

−𝑏𝑛 0

)︂
.

В заключение покажем, что 𝑐𝑛 = 𝑝𝑛 и 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 1. Второе равенство следует из того факта,
что определитель 𝑌𝑛(𝜆) равен 1. Чтобы доказать, что 𝑐𝑛 = 𝑝𝑛, подставим (9) в только что
доказанное соотношение (10). Получаем

𝑌𝑛(𝜆− 1)

(︂
κ−1(𝜆− 1

2
) 0

0 κ(𝜆− 1
2
)−1

)︂

=

(︂
κ−1(𝜆− 1

2
− 𝑐𝑛) 𝑎𝑛

−𝑏𝑛 0

)︂(︂
𝐼 + (𝜆− 𝑛)−1

(︂
𝑝𝑛 𝑞𝑛
𝑟𝑛 −𝑝𝑛

)︂)︂
𝑌𝑛(𝜆).

Сравнивая асимптотику матричных элементов ( · )11 в этом равенстве, заключаем, что
𝑐𝑛 = 𝑝𝑛. Тем самым доказана справедливость уравнений пары Лакса (9) и (10).

2. Линейные разностные уравнения

Как было замечено во Введении, имеется много специальных функций, не удовлетворя-
ющих какому-либо дифференциальному уравнению. Что в этом случае служит свойством
интегрируемости таких функций? Проиллюстрируем это свойство на трех примерах.
Гамма-функция. Определим «усеченную» гамма-функцию следующим образом

𝛾(𝑥)
𝑑𝑒𝑓
=

1

2𝜋𝑖

(︀
1 − e2𝜋𝑖𝑥

)︀
Γ(𝑥 + 1) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

e−𝜃(𝜆,𝑥)𝑑𝜆,

где 𝜃(𝜆, 𝑥) = 𝜆 − 𝑥 ln𝜆, и контур интегрирования Γ охватывает положительную полуось
с обходом по часовой стрелке. Определим абелеву задачу Римана 1) – 3) при 𝑁 = 2 на
контуре Γ с матрицей скачка [16]

𝐺(𝜆, 𝑥) =

(︂
1 e−𝜃(𝜆,𝑥)

0 1

)︂
.

Ее решение сводится к двум скалярным задачам сопряжения аналитических функций и
дается явной формулой

𝑌 (𝜆, 𝑥) =

(︃
1
∫︀
𝐶

e−𝜃(𝜇,𝑥)

𝜇−𝜆
𝑑𝜇

0 1

)︃
.

Соответствующая пара Лакса выписывается в терминах Ψ-функции (см. [16])

Ψ(𝜆, 𝑥) = 𝑌 (𝜆, 𝑥)e−𝜃(𝜆,𝑥)𝜎3/2𝜆
𝑥
2
𝜎3

𝐴 = Ψ𝜆(𝜆, 𝑥)Ψ−1(𝜆, 𝑥) = −𝜎3

2
+ 1

𝜆

(︂
𝑥/2 −𝛾(𝑥)
0 −𝑥/2

)︂
,

𝑈 = Ψ(𝜆, 𝑥 + 1)Ψ−1(𝜆, 𝑥) = −
√
𝜆

(︂
0 𝛾(𝑥)
0 1

)︂
+ 1√

𝜆

(︂
0 𝛾(𝑥)
0 1

)︂
,
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где условие совместности имеет вид

𝑈𝜆 = 𝐴(𝜆, 𝑥 + 1)𝑈 − 𝑈𝐴(𝜆, 𝑥).

Последнее распадается на цепочку тождеств и одно нетривиальное разностное уравнение

𝛾(𝑥 + 1) = (𝑥 + 1)𝛾(𝑥),

которое влечет определяющее уравнений для гамма-функции

Γ(𝑥 + 1) = 𝑥Γ(𝑥).

Дзета-функция Римана. Так же как и выше, начнем с интегрального представления
для 𝜁-функции [27]

𝜋−𝑥
2 Γ
(︁𝑥

2

)︁
𝜁(𝑥) = −1

𝑥
+

1

𝑥− 1
+

1∫︁
0

𝜔(𝜆−1)𝜆
𝑥
2
− 3

2𝑑𝜆 +

∞∫︁
1

𝜔(𝜆)𝜆
𝑥
2
−1𝑑𝜆,

где

𝜔(𝜆) =
∞∑︁
𝑛=1

e−𝜋𝑛2𝜆 ≡ 1

2
(𝜃3(0|𝑖𝜆) − 1) ,

а 𝜃3(𝑧|𝜅) =
∑︀

𝑚 e𝜋𝑖𝜅𝑚
2+2𝜋𝑖𝑧𝑚 — тета-функция Якоби от аргумента 𝑥 с модулем 𝜅 [7].

Соотношение Римана для 𝜁-функции

𝜋−𝑥
2 Γ
(︁𝑥

2

)︁
𝜁(𝑥) = 𝜋− 1−𝑥

2 Γ

(︂
1 − 𝑥

2

)︂
𝜁(1 − 𝑥)

переписывается в терминах функции

𝜉(𝑥) =

1∫︁
0

𝜔(𝜆−1)𝜆
𝑥
2
− 3

2𝑑𝜆 +

∞∫︁
1

𝜔(𝜆)𝜆
𝑥
2
−1𝑑𝜆

в виде разностного уравнения

𝜉(𝑥) = 𝜉(1 − 𝑥), 𝑥 ̸= 0, 𝑥 ̸= 1. (13)

Следуя [15], составим контур Γ как объединение отрезков Γ1 = [0, 1] и Γ2 = [1,+∞) с
естественной ориентацией и выберем матрицу скачка в виде

𝐺(𝜆, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
1 2𝜋𝑖𝜔(𝜆−1)𝜆

𝑥
2
− 3

2

0 1

)︃
, 𝜆 ∈ Γ1,

(︃
1 2𝜋𝑖𝜔(𝜆)𝜆

𝑥
2
−1

0 1

)︃
, 𝜆 ∈ Γ2.

(14)

В силу абелевости задачи Римана (Γ1∪Γ2, 𝐺) ее решение 𝑌 (𝜆, 𝑥) существует и единственно.
Для получения соответствующей пары Лакса определим Ψ-функцию следующим образом

Ψ(𝜆, 𝑥) = 𝑌 (𝜆, 𝑥)𝜆(𝑥
4
− 5

8
)𝜎3 , 𝜎3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
.

Тогда для матрицы Ψ справедливы уравнения{︃
𝜎3Ψ

(︀
1
𝜆
, 5 − 𝑥

)︀
𝜎3 = 𝐴(𝜆, 𝑥)Ψ(𝜆, 𝑥),

Ψ(𝜆, 𝑠 + 2) = 𝑈(𝜆, 𝑥)Ψ(𝜆, 𝑥),
(15)

где матрицы 𝐴 и 𝑈 имеют вид

𝐴(𝜆, 𝑥) =

(︂
1 −𝜉(3 − 𝑥)
0 1

)︂
,
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𝑈(𝜆, 𝑥) =

(︂ 1√
𝜆

−𝜉(𝑥)

0
√
𝜆

)︂
.

Уравнения лаксовой пары (15) вытекают из оценок «логарифмических производных»

𝜎3Ψ

(︂
1

𝜆
, 5 − 𝑥

)︂
𝜎3Ψ

−1(𝜆, 𝑥) и Ψ (𝜆, 𝑥 + 2) Ψ−1(𝜆, 𝑥).

Последние, в свою очередь, следуют из инвариантности матриц скачка (14) относительно

сдвига 𝑥 ↦→ 𝑥 + 2 и модулярного преобразования тета-константы 𝜃3(0|𝑖/𝜆) =
√
𝜆𝜃3(0|𝑖𝜆)

(см. [7], [15]). Условие совместности пары Лакса (15) имеет вид

𝜎3𝑈

(︂
1

𝜆
, 3 − 𝑥

)︂
𝜎3𝐴(𝜆, 𝑥 + 2)𝑈(𝜆, 𝑥)𝐴−1(𝜆, 𝑥) = 𝐼,

что эквивалентно разностному уравнению (13).
Ортогональные полиномы. Выберем в качестве контура Γ вещественную ось с есте-
ственной ориентацией Γ = R. Матрицу скачка положим в виде

𝐺(𝜆) =

(︂
1 2𝜋𝑖𝑤(𝜆)
0 1

)︂
, 𝜆 ∈ Γ,

где

𝑤(𝜆) = e−𝑉 (𝜆), 𝑉 (𝜆) =
2𝑘∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗𝑡𝑗, 𝑡2𝑘 > 0. (16)

Рассмотрим задачу Римана (Γ, 𝐺), где условие нормировки 3) заменено на следующее

𝑌 (𝜆)

(︂
𝜆−𝑛 0

0 𝜆𝑛

)︂
→ 𝐼, 𝜆 → ∞, 𝑛 ∈ Z+. (17)

В работе А. Фокаса, А. Итса и А. Китаева [8] доказано, что эта задача имеет единственное
решение при любом 𝑛 ∈ Z+. Более того, это решение может быть представлено в виде

𝑌𝑛(𝜆) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑃𝑛(𝜆)

∞∫︁
−∞

𝑃𝑛(𝜇)𝑤(𝜇)𝑑𝜇

𝜆− 𝜇

1

ℎ𝑛−1

𝑃𝑛−1(𝜆)
1

ℎ𝑛−1

∞∫︁
−∞

𝑃𝑛−1(𝜇)𝑤(𝜇)𝑑𝜇

𝜆− 𝜇

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (18)

где {𝑃𝑛}∞𝑛=1 — семейство полиномов вида

𝑃𝑛(𝜆) = 𝜆𝑛 + 𝑎𝑛,𝑛−1𝜆
𝑛−1 + . . . + 𝑎𝑛,0.

Из формулировки задачи Римана нетрудно вывести свойства этих полиномов. В частно-
сти, они ортогональны на вещественной оси с весом 𝑤(𝜆) = e−𝑉 (𝜆):

∞∫︁
−∞

𝑃𝑛(𝜆)𝑃𝑚(𝜆)𝑤(𝜆)𝑑𝜆 = ℎ𝑛𝛿𝑛𝑚. (19)

Для локазательства формулы (19) выпишем асимптотику на бесконечности из усло-
вия (17)

𝑌𝑛(𝜆) =
{︁
𝐼 + 𝑚

(𝑛)
1 𝜆−1 + 𝑂(𝜆−2)

}︁(︂
𝜆𝑛 0
0 𝜆−𝑛

)︂
, 𝜆 → ∞, (20)
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так что

(𝑌𝑛(𝜆)22 = 𝜆−𝑛 + 𝑂(𝜆−𝑛−1) =
1

ℎ𝑛−1

∞∫︁
−∞

𝑃𝑛−1(𝜇)𝑤(𝜇)𝑑𝜇

𝜆− 𝜇
=

=
1

𝜆ℎ𝑛−1

∞∫︁
−∞

𝑃𝑛−1(𝜇)𝑤(𝜇)

(︂
1 +

𝜇

𝜆
+ . . . +

𝜇𝑛

𝜆𝑛
+ . . .

)︂
𝑑𝜇.

Отсюда следует

ℎ𝑛−1 =

∞∫︁
−∞

𝑃𝑛−1(𝜇)𝑤(𝜇)𝜇𝑛−1𝑑𝜇, 0 =

∞∫︁
−∞

𝑃𝑛−1(𝜇)𝑤(𝜇)𝜇𝑘𝑑𝜇, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 2,

что доказывает равенство (19).
Для ортогональных полиномов справедливо линейное рекуррентное соотношение, свя-

зывающее полиномы с номерами 𝑛 − 1, 𝑛 и 𝑛 + 1 [25]. Его можно рассматривать как
уравнение по 𝑛 для семейства полиномов, ортогональных с заданным весом.
Для вывода этого рекуррентного соотношения рассмотрим «логарифмическую произ-

водную»
𝑈𝑛(𝜆) = 𝑌𝑛+1(𝜆)𝑌 −1

𝑛 (𝜆).

Очевидно, в силу явных формул (16) и (18) 𝑈𝑛(𝑧) аналитична во всей комплексной плос-
кости. Установим асимптотику 𝑈𝑛(𝜆) на бесконечности. В силу асимптотики (20) матрица
𝑈𝑛 имеет следующее асимптотическое разложение

𝑈𝑛(𝜆) = 𝑌𝑛+1(𝜆)𝑌 −1
𝑛 (𝜆) = 𝜆

(︂
1 0
0 0

)︂
+ 𝑚

(𝑛+1)
1

(︂
1 0
0 0

)︂
−
(︂

1 0
0 0

)︂
𝑚

(𝑛)
1 + . . .

Таким образом, при 𝜆 → ∞

𝑌𝑛+1𝑌
−1
𝑛 =

(︂
𝜆 0
0 0

)︂
+

(︂
𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 −𝑏𝑛

𝑐𝑛+1 0

)︂
+ 𝑂(𝜆−1), где 𝑚

(𝑛)
1 =

(︂
𝑎𝑛 𝑏𝑛
𝑐𝑛 𝑑𝑛

)︂
.

По теореме Лиувилля

𝑈𝑛(𝜆) =

(︂
𝜆 + 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 −𝑏𝑛

𝑐𝑛+1 0

)︂
,

что дает разностное уравнение на матричный элемент ( · )11

𝑃𝑛+1(𝜆) = 𝜆𝑃𝑛(𝜆) + (𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛)𝑃𝑛(𝜆) − 𝑏𝑛
ℎ𝑛−1

𝑃𝑛−1(𝜆).

Окончательно, рекуррентное соотношение имеет вид

𝑃𝑛+1(𝜆) + (𝛼𝑛 − 𝜆)𝑃𝑛(𝜆) + 𝛽𝑛𝑃𝑛−1(𝜆) = 0, (21)

где
𝛼𝑛 = 𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1 = lim

𝜆→∞
[𝜆1−𝑛(𝑌𝑛(𝜆))11 − 𝜆−𝑛(𝑌𝑛+1(𝜆))11] ,

𝛽𝑛 =
𝑏𝑛

ℎ𝑛−1

= lim
𝜆→∞

𝜆2(𝑌𝑛(𝜆))12(𝑌𝑛(𝜆))21.

В частном случае весовой функции 𝑤(𝜆) = e−𝜆2
получаются полиномы Эрмита (см. [5],

глава 3),

𝑃𝑛(𝜆) = 𝐻𝑛(𝜆) = (−1)𝑛𝑒𝜆
2 𝑑𝑛

𝑑𝜆𝑛
𝑒−𝜆2

.

В этом случае задача Римана позволяет вычислить и обосновать асимптотики полино-
мов Эрмита при 𝑛 → ∞ (см. [5], глава 7). Это вычисление воспроизводит формулы
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Планшереля-Ротаха [21], причем метод «асимптотического раздевания» задачи Римана
в [6] годится для других классов полиномов [19].
Заметим в заключение, что в случае экспоненциального веса (16) с параметрами

𝑡 = {𝑡1, . . . , 𝑡2𝑘} коэффициенты 𝛼𝑛 и 𝛽𝑛 в рекуррентном соотношении (21) становятся функ-
циями от 𝑡. При этом они, в свою очередь, удовлетворяют интегрируемым уравнениям.
Например, в случае

𝑉 (𝜆) =
𝜆4

4
+ 𝑡𝜆2

для коэффициента 𝛽𝑛 справедливо уравнение Пенлеве четвертого типа

𝑢𝑡𝑡 =
𝑢2
𝑡

2𝑢
+

1

2𝑢
(3𝑢2 + 2𝑡𝑢− 𝑛− 1))(𝑢2 + 2𝑡𝑢 + 𝑛 + 1),

где 𝑢(𝑡) = 𝛽𝑛ℎ𝑛−1 [17].

3. Нелинейные разностные уравнения

Уравнение dPII. Применим дискретную задачу Римана, рассмотренную в §1, для
вывода дискретного аналога второго уравнения Пенлеве (dPII). Решения классического
дифференциального уравнения Пенлеве II по праву вошли в состав «нелинейных» специ-
альных функций (см. [9]) благодаря большому числу приложений в различных задачах
математики и физики. Ниже будет показано, что решения дискретного уравнения dPII
также достойны статуса специальных функций.
Следуя статье [2] и поставленной в §1 дискретной задаче Римана 1∘–3∘ на множестве Σ𝑘

с матрицей скачка (7), выведем условия совместности пары Лакса (9), (10). Сдвигая 𝜆 на
1 в (10) и подставляя правую часть (10) в правую часть (9), получаем

𝑌𝑛+1(𝜆) =

(︂
𝐼 +

𝐴𝑛

𝜆− 𝑛

)︂(︂
κ−1(𝜆 + 1

2
− 𝑝𝑛) 𝑎𝑛

−𝑏𝑛 0

)︂
×𝑌𝑛+1(𝜆 + 1)

(︂
κ(𝜆 + 1

2
)−1 0

0 κ−1(𝜆 + 1
2
)

)︂
.

С другой стороны, сдвигая 𝑛 и 𝜆 на 1 в (9) и (10) и подставляя правую часть (9) в правую
часть (10), получаем

𝑌𝑛+1(𝜆) =

(︂
κ−1(𝜆 + 1

2
− 𝑝𝑛+1) 𝑎𝑛+1

−𝑏𝑛+1 0

)︂(︂
𝐼 +

𝐴𝑛+1

𝜆− 𝑛

)︂
×𝑌𝑛+1(𝜆 + 1)

(︂
κ(𝜆 + 1

2
)−1 0

0 κ−1(𝜆 + 1
2
)

)︂
.

Сравнивая эти два соотношения, получим условие совместности для пары Лакса (9), (10)(︂
𝐼 +

𝐴𝑛

𝜆− 𝑛

)︂(︂
κ−1(𝜆 + 1

2
− 𝑝𝑛) 𝑎𝑛

−𝑏𝑛 0

)︂
=

(︂
κ−1(𝜆 + 1

2
− 𝑝𝑛+1) 𝑎𝑛+1

−𝑏𝑛+1 0

)︂(︂
𝐼 +

𝐴𝑛+1

𝜆− 𝑛

)︂
. (22)

Это соотношение является аналогом уравнения (6), полученного путем перекрестного
дифференцирования уравнений пары Лакса в §1.
Из матричного уравнения (22) легко получить скалярные уравнения на переменные 𝑝𝑛

и 𝑟𝑛. А именно, вычисление асимптотики элементов ( · )12 и ( · )21 в равенстве (22) при
𝜆 → ∞ дает соотношения{︃

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+1 + κ−1𝑞𝑛+1, 𝑏𝑛 = 𝑏𝑛+1 + κ−1𝑟𝑛,

𝑎𝑛𝑟𝑛 = −𝑏𝑛+1𝑞𝑛+1.
(23)
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Вычеты в простом полюсе в 𝜆 = 𝑛 в равенстве (22) имеют вид(︂
𝑝𝑛 𝑞𝑛
𝑟𝑛 −𝑝𝑛

)︂(︂
κ−1(𝑛 + 1

2
− 𝑝𝑛) 𝑎𝑛

−𝑏𝑛 0

)︂
=

(︂
κ−1(𝑛 + 1

2
− 𝑝𝑛+1) 𝑎𝑛+1

−𝑏𝑛+1 0

)︂(︂
𝑝𝑛+1 𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1 −𝑝𝑛+1

)︂
.

Матричный элемент ( · )22 этого равенства совпадает с последним равенством (23), а эле-
мент ( · )12 дает

𝑎𝑛𝑝𝑛 = κ−1(𝜆 + 1
2
− 𝑝𝑛+1)𝑞𝑛+1 − 𝑎𝑛+1𝑝𝑛+1.

Умножая обе части на 𝑏𝑛+1, получаем (напомним, что 𝑎𝑛+1𝑏𝑛+1 = 1)

𝑏𝑛+1𝑎𝑛𝑝𝑛 = −κ−1(𝜆 + 1
2
− 𝑝𝑛+1)𝑎𝑛𝑟𝑛 − 𝑝𝑛+1. (24)

Обозначим
𝑠𝑛 = 𝑎𝑛𝑟𝑛,

тогда, умножая первое соотношение (23) на 𝑏𝑛+1, мы видим, что 𝑎𝑛𝑏𝑛+1 = 1 − κ−1𝑠𝑛.
Подставляя это выражение в (24), получаем

(𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1)(𝑠𝑛 − κ) =
(︀
𝑛 + 1

2

)︀
𝑠𝑛.

Используя нильпотентность матрицы 𝐴𝑛 (8), имеем

𝑝2𝑛+1 = −𝑞𝑛+1𝑟𝑛+1 = (−𝑏𝑛+1𝑞𝑛+1)(𝑎𝑛+1𝑟𝑛+1) = 𝑠𝑛𝑠𝑛+1.

Тем самым, для любого 𝑛 ∈ Z𝑘 получается система скалярных уравнений{︃
(𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1)(𝑠𝑛 − κ) =

(︀
𝑛 + 1

2

)︀
𝑠𝑛,

𝑝2𝑛+1 = 𝑠𝑛𝑠𝑛+1.

Из этой системы легко исключить переменную 𝑝𝑛, а именно, полагая

𝑠𝑛 = κ𝑥2
𝑛,

получим скалярное разностное уравнение

𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛−1 =

(︀
𝑛 + 1

2

)︀
𝑥𝑛

κ(𝑥2
𝑛 − 1)

. (25)

Уравнение (25) называется уравнением dPII или разностным уравнением Пенлеве II ,
(см. [3], [13], [24]). Покажем [20], что это уравнение переходит в дифференциальное урав-
нение Пенлеве II в пределе κ → ∞. Введем непрерывную переменную 𝑡

𝑡 = (𝑛− 2κ)κ− 1
3

и предположим, что 𝑥𝑛 ≈ (−1)𝑛κ− 1
3𝑢(𝑡) при κ → ∞ с некоторой гладкой функцией 𝑢( · ).

Тогда

𝑥𝑛±1 = (−1)𝑠+1κ− 1
3

(︁
𝑢(𝑡) ± κ− 1

3𝑢′(𝑡) + κ− 2
3𝑢′′(𝑡) + 𝑂(κ−1)

)︁
,

(𝑛 + 1
2
)𝑥𝑛

κ(𝑥2
𝑛 − 1)

= (−1)𝑛+1
(︁

2 + κ− 2
3 𝑡 + 1

2
κ−1

)︁
κ− 1

3𝑢(𝑡)
(︁

1 + κ− 2
3𝑢2(𝑡) + 𝑂(κ− 4

3 )
)︁

=

= (−1)𝑛+1κ− 1
3

(︁
2𝑢(𝑡) + κ− 2

3 (𝑡𝑢(𝑡) + 2𝑢3(𝑡)) + 𝑂(κ−1)
)︁
.

Подставляя в (25) и переходя к пределу κ → ∞, получаем

𝑢′′(𝑡) = 𝑡𝑢(𝑡) + 2𝑢3(𝑡),

что представляет собой частный случай уравнения Пенлеве II [9].
Представления симметрической группы. Пусть 𝑆𝑛 – симметрическая группа сте-

пени 𝑛, то есть группа перестановок множества из 𝑛 элементов, обозначаемых обычно
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натуральными числами 1, 2, . . . , 𝑛. Обозначим через 𝑙𝑛(𝜎) длину наибольшей возрастаю-
щей последовательности подстановки 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, а через | · | – число элементов множества.
Положим

𝑝𝑛𝑘 =
1

𝑛!

⃒⃒⃒
{𝜎 ∈ 𝑆𝑛 | 𝑙𝑛(𝜎) ≤ 𝑘}

⃒⃒⃒
,

и введем производящую функцию

𝑝𝑘(κ) = e−κ2
∞∑︁
𝑛=0

κ2𝑛

𝑛!
𝑝𝑛𝑘 ,

где κ – некоторый комплексный параметр. Другое эквивалентное определение вы-
текает из алгоритма Робинсона-Шенстеда [10]. Возьмем все разбиения подстановки
𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑙) ∈ 𝑆|𝜆| такие, что |𝜆1| ≥ · · · ≥ |𝜆𝑙| > 0, |𝜆1| ≤ 𝑘 и |𝜆| = |𝜆1| + · · · + |𝜆𝑙|.
Обозначим через dim𝜆 размерность неприводимого представления симметрической груп-
пы 𝑆|𝜆|, тогда

𝑝𝑘(κ) = e−κ2
∑︁
|𝜆1|≤𝑘

(︂
dim𝜆

|𝜆|!
κ|𝜆|
)︂2

,

где суммирование берётся по всем таким разбиениям 𝜆.
Вычисление функции 𝑝𝑘(κ) составляет важную задачу теории представлений симмет-

рической группы. В работе [12] доказано, что эта функция может быть записана как
тёплицев определитель

𝑝𝑘(κ) = e−κ2

det[𝑓𝑖−𝑗 ]𝑘𝑖,𝑗=1 ,
+∞∑︁

𝑚=−∞

𝑓𝑚𝜁
𝑚 = eκ(𝜁+𝜁−1). (26)

В статье [23] впервые была установлена связь функции 𝑝𝑘(κ) с решением уравнения
dPII. Определим последовательность {𝑥𝑛}∞𝑛=0 начальными условиями 𝑥0 = −1, 𝑥1 = 𝑓1/𝑓0
с 𝑓𝑖 из (26) и рекуррентным соотношением

𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛−1 =
𝑛𝑥𝑛

κ(𝑥2
𝑛 − 1)

, 𝑛 ≥ 1.

Тогда для любого 𝑘 ≥ 1 и κ в общем положении справедливы рекуррентные соотношения

𝑝𝑘+1(κ)𝑝𝑘−1(κ)

𝑝2𝑘(κ)
= 1 − 𝑥2

𝑘.

Слова «в общем положении» здесь означают, что κ не принадлежит множеству полюсов
мероморфной функции 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(κ).
Другой вывод этого результата с помощью дискретной задачи Римана был приведен

позднее в [2].
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