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ОЦЕНКИ КОНСТАНТ ХАРДИ-РЕЛЛИХА

ДЛЯ ПОЛИГАРМОНИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

И ИХ ОБОБЩЕНИЙ

Ф.Г. АВХАДИЕВ

Аннотация. Доказаны оценки снизу для функционалов, определяемых как макси-
мальные константы в неравенствах типа Харди и Реллиха для полигармонических
операторов порядка 𝑚 в областях евклидова пространства. В доказательствах суще-
ственно используются известное интегральное тождество О.А. Ладыженской и его
обобщения. Для выпуклых областей установлены обобщения двух известных резуль-
татов, полученных в статье M.P. Owen, Proc. Royal Soc. Edinburgh, 1999 и в книге
A.A. Balinsky, W.D. Evans, R.T. Lewis, The Analysis and Geometry of Hardy’s Inequality,
Springer, 2015. В частности, нами получено новое доказательство теоремы М.П. Оуэна
для полигармонических операторов в выпуклых областях. Для случая произвольных
областей мы доказываем универсальные оценки снизу констант в неравенствах для
полигармонических операторов порядка 𝑚 с использованием произведения 𝑚 различ-
ных констант в неравенствах типа Харди. Это позволяет получить явные оценки снизу
констант в неравенствах типа Реллиха в областях размерности два и три. В последнем
разделе статьи приведены две открытых проблемы. Одна из них аналогична проблеме
Е.Б. Дэвиса об оценках констант Харди сверху. Вторая проблема связана с сравнением
констант в неравенствах типа Харди и типа Реллиха для операторов, определенных в
трехмерных областях.
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1. Введение

Пусть Ω — область евклидова пространства R𝑑 (𝑑 ≥ 2). Предполагаем, что Ω ̸= R𝑑, тогда
корректно определено расстояние dist(𝑥, 𝜕Ω) от точки 𝑥 ∈ Ω до границы области. Будем
рассматривать вещественнозначные функции 𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), т.е. гладкие функции 𝑓 : Ω → R,
такие, что supp (𝑓) ⊂ Ω. Хорошо изучен функционал 𝑐2(𝑠,Ω), определяемый как точная
константа в следующем неравенстве типа Харди∫︁

Ω

|∇𝑓(𝑥)|2

(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝑠−2
𝑑𝑥 ≥ 𝑐2(𝑠,Ω)

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥)

(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝑠
𝑑𝑥 ∀𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (1)

где 𝑠 ∈ (1,∞) — фиксированный параметр. В частности, ряд авторов независимо друг от
друга доказали, что 𝑐2(2,Ω) = 1/4 для любой выпуклой области Ω ̸= R𝑑 (см. [1]–[7]). Если
𝑠 ∈ (1, 𝑑 ], то существуют невыпуклые области Ω′ ⊂ R𝑑, для которых 𝑐2(𝑠,Ω

′) = 0, т.е.
рассматриваемое неравенство не является содержательным. Известны различные условия

F.G. Avkhadiev, Estimates of Hardy-Rellich constants for polyharmonic operators and

their generalizations.
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положительности константы 𝑐2(2,Ω) (см., например, [3], [8]). В частности, хорошо извест-
но, что 𝑐2(2,Ω) > 0 для любой ограниченной области с локально липшицевой границей.
Пусть 𝑚 — фиксированное натуральное число. Для гладких вещественнозначных функ-

ций 𝑓 рассмотрим линейные комбинации ее частных производных порядка 𝑚, определяе-
мые формулами:

∆𝑚/2𝑓(𝑥) :=

{︃
∆𝑗𝑓(𝑥), если 𝑚 = 2𝑗 — четное число;

∇∆𝑗𝑓(𝑥), если 𝑚 = 2𝑗 + 1 — нечетное число.
(2)

Здесь ∆ означает, как обычно, оператор Лапласа, и ∇𝑓 — градиент функции 𝑓 . Очевидно,
∆𝑚/2 является полигармоническим оператором для четных 𝑚.
Нам потребуется также стандартное выражение

|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2 :=
𝑑∑︁

𝑘1=1

𝑑∑︁
𝑘2=1

· · ·
𝑑∑︁

𝑘𝑚=1

(︂
𝜕𝑚𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑘1𝜕𝑥𝑘2 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑚

)︂2

, (3)

содержащее лишь квадраты частных производных порядка 𝑚.
Следует отметить, что имеется большое число работ по неравенствам Реллиха для гар-

монических и полигармонических операторов, когда 𝑚 ≥ 2, Ω = R𝑑 ∖ {0} и весовые функ-
ции являются степенями |𝑥| (см. [7]—[11] и библиографию в них). Мы будем рассматривать
аналоги таких неравенств, когда Ω ⊂ R𝑑 — ограниченная или неограниченная область, ве-
совые функции являются степенями dist(𝑥, 𝜕Ω).
Целью настоящей статьи является изучение следующего неравенства, распространяю-

щего (1) на случай полигармонических операторов:∫︁
Ω

|∆𝑚/2𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥 ≥ 𝐴𝑚(Ω)

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))2𝑚
∀𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (4)

где функция ∆𝑚/2𝑓 определена формулой (2), константа 𝐴𝑚(Ω) ∈ [0,∞) выбрана наиболь-
шей из возможных, т.е.

𝐴𝑚(Ω) = inf
𝑓∈𝐶∞

0 (Ω),𝑓 ̸≡0

∫︀
Ω
|∆𝑚/2𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥∫︀

Ω
𝑓 2(𝑥)(dist(𝑥, 𝜕Ω))−2𝑚𝑑𝑥

.

Кроме того, мы рассмотрим следующее обобщение (1):∫︁
Ω

|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝜎

≥ 𝐶𝑚(𝜎,Ω)

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))2𝑚+𝜎
∀𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (5)

где 𝜎 ∈ (−1,∞) — фиксированное число, функция |𝐷𝑚𝑓 |2 определена формулой (3), и
константа 𝐶𝑚(𝜎,Ω) ∈ [0,∞) максимальна, т.е.

𝐶𝑚(𝜎,Ω) = inf
𝑓∈𝐶∞

0 (Ω),𝑓 ̸≡0

∫︀
Ω
|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2(dist(𝑥, 𝜕Ω))−𝜎𝑑𝑥∫︀

Ω
𝑓 2(𝑥)(dist(𝑥, 𝜕Ω))−2𝑚−𝜎𝑑𝑥

.

Отметим, что для случая 𝑚 ≥ 2 неравенство (4) изучалось лишь в нескольких статьях,
а неравенство (5), насколько известно автору, ранее не исследовалось для случая, когда
𝑚 ≥ 2 и 𝜎 ̸= 0.
Неравенство (4) впервые рассмотрел М.П. Оуэн [12]. Он доказал, что для любого𝑚 ∈ N,

𝑚 ≥ 2, и любой выпуклой области Ω ̸= R𝑑 имеет место оценка 𝐴𝑚(Ω) ≥ ((2𝑚− 1)!!)2/4𝑚,
и эта оценка оптимальна, так как для полупространства 𝑥1 > 0 имеет место равенство.
Некоторые обобщения и усиления результата М.П. Оуэна получены в статьях [13]—[18].

В частности, нами доказано (см. [17] и [18]), что 𝐴2(Ω) = 9/16 для любой выпуклой области
Ω ̸= R𝑑.
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2. Простейшие свойства констант и некоторые известные факты

Очевидно, при 𝑚 = 1 неравенства (4), (5) сводятся к неравенству вида (1), так как

|∆1/2𝑓(𝑥)|2 ≡ |𝐷1𝑓(𝑥)|2 ≡ |∇𝑓(𝑥)|2,
и имеют место равенства 𝐴1(Ω) = 𝑐2(2,Ω) и 𝐶1(𝜎,Ω) = 𝑐2(𝜎 + 2,Ω). Поэтому в утвер-
ждениях относительно неравенств (4), (5) и констант 𝐴𝑚(Ω), 𝐶𝑚(𝜎,Ω) будет появляться
естественное условие 𝑚 ≥ 2.
Нетрудно проверить, что константы 𝐴𝑚(Ω), 𝐶𝑚(𝜎,Ω) и 𝑐2(𝑠,Ω) инвариантны по отно-

шению к линейным конформным отображениям области, т.е. для любых 𝑎 ∈ R ∖ {0},
𝑏 ∈ R𝑑 имеют место равенства

𝐴𝑚(Ω) = 𝐴𝑚(𝑎Ω + 𝑏), 𝐶𝑚(𝜎,Ω) = 𝐶𝑚(𝜎, 𝑎Ω + 𝑏)

и 𝑐2(𝑠,Ω) = 𝑐2(𝑠, 𝑎Ω + 𝑏), где 𝑎Ω + 𝑏 = {𝑎𝑥 + 𝑏 : 𝑥 ∈ Ω}.
Приведем формулировки трех теорем, которые нам потребуются в доказательствах.

Рассматриваем функции 𝑢 : Ω → R ∈ 𝐶∞
0 (Ω). Речь идет о неравенствах Харди вида (1).

Теорема А (см. [1], [2] для 𝑠 = 2 и [19] для 𝑠 ̸= 2). Пусть Ω ⊂ R𝑑 — выпуклая область,
Ω ̸= R𝑑. Если 𝑠 ∈ (1,∞), то∫︁

Ω

|∇𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝑠−2

≥ (𝑠− 1)2

4

∫︁
Ω

𝑢2(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝑠
∀𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (6)

Теорема В (см. [19]). Пусть Ω ⊂ R𝑑 — произвольная область, Ω ̸= R𝑑. Если 𝑠 ∈ (𝑑,∞),
то ∫︁

Ω

|∇𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝑠−2

≥ (𝑠− 𝑑)2

4

∫︁
Ω

𝑢2(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝑠
∀𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (7)

Ряд неравенств типа Харди и Реллиха с точными константами характеризуется тем, что
отсутствуют экстремальные функции, принадлежащие к соответствующим пространствам
Соболева и реализующие равенства в неравенствах вида (1) и (4). Поэтому появляется
возможность усиления таких неравенств путем увеличения правой части дополнительным
положительным слагаемым. Так, например, как мы отметили выше, 𝑐2(2,Ω) = 1/4 для
любой выпуклой области Ω ̸= R𝑑. Тем не менее, справедливо следующее утверждение.
Теорема С (см. [4]). Пусть Ω ⊂ R𝑑 — выпуклая область, и пусть

𝛿0(Ω) = sup
𝑥∈Ω

dist(𝑥, 𝜕Ω).

Если 𝛿0(Ω) < ∞, то для любой функции 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω)∫︁

Ω

|∇𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≥ 1

4

∫︁
Ω

𝑢2(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))2
+

𝜆2
0

𝛿20(Ω)

∫︁
Ω

𝑢2(𝑥) 𝑑𝑥, (8)

где 𝜆0 ≈ 0, 940 — первый положительный корень уравнения Лямба 𝐽0(𝜆) + 2𝜆𝐽 ′
0(𝜆) = 0

для функции Бесселя нулевого порядка.

3. Неравенства типа Реллиха в выпуклых областях

Нашей основной целью является обобщение теоремы С на случай полигармонических
операторов. Предварительно приведем некоторые полезные формулы для интегралов∫︀
Ω

⃒⃒
∆𝑚/2𝑓(𝑥)

⃒⃒2
𝑑𝑥.

Пусть 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) — произвольная вещественнозначная функция, тогда для функций

∆1/2𝑓 := ∇𝑓 и ∆1𝑓 := ∆𝑓 имеют место следующие интегральные тождества:∫︁
Ω

|∇𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

𝑑∑︁
𝑘=1

(︂
𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑘

)︂2

𝑑𝑥, (9)
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∫︁
Ω

(∆𝑓(𝑥))2 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

𝑑∑︁
𝑘=1

𝑑∑︁
𝑗=1

(︂
𝜕 2𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑗

)︂2

𝑑𝑥. (10)

Очевидно, равенство (9) является простым следствием определения градиента функции.
По-видимому, равенство (10) получено впервые О. А. Ладыженской (см., например, [21],
гл. 2, формула (6.26)), и оно является нетривиальным тождеством, так как

(∆𝑓(𝑥))2 =
𝑑∑︁

𝑘=1

𝑑∑︁
𝑗=1

𝜕 2𝑓(𝑥)

𝜕𝑥2
𝑘

𝜕 2𝑓(𝑥)

𝜕𝑥2
𝑗

̸≡
𝑑∑︁

𝑘=1

𝑑∑︁
𝑗=1

(︂
𝜕 2𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑗

)︂2

.

Нам потребуется аналог формул (9) и (10) для полигармонических операторов. Справед-
ливо следующее утверждение.
Предположим, что 𝑚 ∈ N, Ω ⊂ R𝑑 — область. Тогда для произвольной веществен-

нозначной функции 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) имеет место равенство∫︁

Ω

⃒⃒
∆𝑚/2𝑓(𝑥)

⃒⃒2
𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

𝑑∑︁
𝑘1=1

𝑑∑︁
𝑘2=1

· · ·
𝑑∑︁

𝑘𝑚=1

(︂
𝜕𝑚𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑘1𝜕𝑥𝑘2 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑚

)︂2

𝑑𝑥, (11)

или, что то же самое, равенство∫︁
Ω

⃒⃒
∆𝑚/2𝑓(𝑥)

⃒⃒2
𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

∑︁
|𝛼|=𝑚

𝑚!

𝛼!

(︂
𝜕𝑚𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝛼

)︂2

𝑑𝑥, (12)

где 𝜕𝑥𝛼 = 𝜕𝑥𝛼1
1 𝜕𝑥𝛼2

2 · · · 𝜕𝑥𝛼𝑑
𝑑 , 𝜕𝑥0

𝑘 := 1; 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑑) — мультииндекс, 𝛼𝑘— неотри-
цательные целые числа, не превосходящие 𝑚; |𝛼| = 𝛼1 + 𝛼2 + · · · + 𝛼𝑑, 𝛼! = 𝛼1!𝛼2! · · ·𝛼𝑑!.
Очевидно, равенство (12) получается из (11), так как применение простых формул ком-

бинаторики приводит к следующему тождеству

𝑑∑︁
𝑘1=1

𝑑∑︁
𝑘2=1

· · ·
𝑑∑︁

𝑘𝑚=1

(︂
𝜕𝑚𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑘1𝜕𝑥𝑘2 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑚

)︂2

≡
∑︁
|𝛼|=𝑚

𝑚!

𝛼!

(︂
𝜕𝑚𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝛼

)︂2

. (13)

Отметим, что формула (11) известна, она приведена, например, в монографии [22] (гл. 2,
формула (2.12)).
Как мы убедимся в дальнейшем, формула (11) оказывается весьма полезной при изуче-

нии неравенств вида (4) для полигармонических операторов, так как она позволяет пред-

ставить
∫︀
Ω

⃒⃒
∆𝑚/2𝑓(𝑥)

⃒⃒2
𝑑𝑥 в виде суммы интегралов от квадратов частных производных

порядка 𝑚.
Наш основной результат приведен ниже в теореме 2. Получим сначала аналог теоремы А

для неравенства вида (5), рассматриваемого в выпуклых областях. Отметим, что теорема
1 существенно используется в доказательстве теоремы 2.

Теорема 1. Пусть Ω ⊂ R𝑑 — выпуклая область, Ω ̸= R𝑑. Предположим, что
𝜎 ∈ (−1,∞) — фиксированное число, 𝑚 — натуральное число, 𝑚 ≥ 2. Тогда для любой
вещественнозначной функции 𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (Ω) справедливо неравенство∫︁
Ω

|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝜎

≥ Γ2(𝑚 + 𝜎/2 + 1/2)

Γ2(𝜎/2 + 1/2)

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))2𝑚+𝜎
, (14)

где Γ — гамма функция Эйлера. Следовательно, для любой выпуклой области Ω ̸= R𝑑

имеет место неравенство

𝐶𝑚(𝜎,Ω) ≥ Γ2(𝑚 + 𝜎/2 + 1/2)

Γ2(𝜎/2 + 1/2)
.
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Доказательство теоремы 1. Пусть 𝑓 — вещественнозначная функция, принадлежа-
щая семейству 𝐶∞

0 (Ω). В силу определения |𝐷𝑚𝑓 |2 и формулы (13) справедливо тождество

|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2 ≡
𝑑∑︁

𝑘1=1

𝑑∑︁
𝑘2=1

· · ·
𝑑∑︁

𝑘𝑚−1=1

⃒⃒
∇𝑢𝑘1𝑘2···𝑘𝑚−1(𝑥)

⃒⃒2
, (15)

где

𝑢𝑘1𝑘2···𝑘𝑚−1 =
𝜕𝑚−1𝑓

𝜕𝑥𝑘1𝜕𝑥𝑘2 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑚−1

. (16)

Применяя к функции 𝑢 = 𝑢𝑘1𝑘2···𝑘𝑚−1 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) неравенство (6) при 𝑠 = 𝜎 + 2, суммируя по

индексам 𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑚−1 и учитывая формулу (15), будем иметь∫︁
Ω

|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝜎

≥ (1 + 𝜎)2

4

∫︁
Ω

𝑑∑︁
𝑘1=1

𝑑∑︁
𝑘2=1

· · ·
𝑑∑︁

𝑘𝑚−1=1

𝑢2
𝑘1𝑘2···𝑘𝑚−1

(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))2+𝜎
,

и, что то же самое, ∫︁
Ω

|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝜎

≥ (1 + 𝜎)2

4

∫︁
Ω

|𝐷𝑚−1𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))2+𝜎

. (17)

Поскольку |𝐷1𝑓 |2 = |∇𝑓 |2, то при 𝑚 = 2 неравенство (17) равносильно следующему∫︁
Ω

|𝐷2𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝜎

≥ (1 + 𝜎)2

4

∫︁
Ω

|∇𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))2+𝜎

.

Оценивая снизу интеграл из правой части этого неравенства с применением (6) к функции
𝑢 = 𝑓 при 𝑠 = 𝜎 + 4, получаем∫︁

Ω

|𝐷2𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝜎

≥ (1 + 𝜎)2(3 + 𝜎)2

42

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))4+𝜎
,

что равносильно доказываемому неравенству (14) при 𝑚 = 2 с учетом равенства
(1 + 𝜎)(3 + 𝜎)/4 = Γ(𝜎/2 + 5/2)/Γ(𝜎/2 + 1/2).
Если 𝑚 ≥ 3, то к неравенству (14) приходим с помощью итераций на основании нера-

венства (17) и соглашения (𝐷0𝑓,𝐷0𝑓) = 𝑓 2. А именно, применяя (17) с заменой чисел 𝑚
и 𝜎 на числа 𝑚− 𝑗 и 𝜎 + 2𝑗 при 𝑗 = 1, · · · ,𝑚− 1, будем иметь неравенства∫︁

Ω

|𝐷𝑚−𝑗𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝜎+2𝑗

≥ (2𝑗 + 1 + 𝜎)2

4

∫︁
Ω

|𝐷𝑚−𝑗−1𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))2𝑗+2+𝜎

,

где |𝐷0𝑓 |2 := 𝑓 2. Применяя эти неравенства последовательно при 𝑗 = 1, · · · ,𝑚 − 1 для
оценки снизу интеграла из правой части (17), получаем∫︁

Ω

|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝜎

≥

(︃
𝑚−1∏︁
𝑗=0

2𝑗 + 1 + 𝜎

2

)︃2 ∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))2𝑚+𝜎
,

что равносильно неравенству (14) с учетом равенства

𝑚−1∏︁
𝑗=0

2𝑗 + 1 + 𝜎

2
=

Γ(𝑚 + 𝜎/2 + 1/2)

Γ(𝜎/2 + 1/2)
.

Таким образом, теорема 1 доказана.
Равенство (12) и определения констант 𝐴𝑚(Ω) и 𝐶𝑚(𝜎,Ω) показывают, что

𝐴𝑚(Ω) = 𝐶𝑚(0,Ω) для любой области Ω ⊂ R𝑑, Ω ̸= R𝑑.
Применяя теорему 1 при 𝜎 = 0 с учетом этого замечания и равенства

Γ(𝑚 + 1/2)/Γ(1/2) = (2𝑚 − 1)!!/2𝑚, мы получаем как следствие результат М.П. Оуэна
[12].
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Следствие 1. (см. [12]). Для любого натурального числа 𝑚 ≥ 2 и любой выпуклой
области Ω ⊂ R𝑑 (Ω ̸= R𝑑) имеет место неравенство∫︁

Ω

|∆𝑚/2𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥 ≥ ((2𝑚− 1)!!)2

4𝑚

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))2𝑚
∀𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (Ω).

Отметим, что оригинальное доказательство М.П. Оуэна основано на использовании
функции расстояния Е.Б. Дэвиса (см. [3]) и существенно отличается от нашего.
Следующее утверждение при 𝑚 = 2 доказано в [7] (с. 217). Оно усиливает резуль-

тат М.П. Оуэна в том случае, когда область Ω выпукла и имеет конечный внутрен-
ний радиус 𝛿0(Ω). Отметим попутно, что существуют неограниченные выпуклые об-
ласти, удовлетворяющие условию 𝛿0(Ω) < ∞. Например, 𝛿0(Ω

′) = 1/2 для области
Ω′ = {(𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑑) ∈ R𝑑 : 0 < 𝑥1 < 1}.

Теорема 2. Пусть 𝑚 ∈ N, 𝑚 ≥ 2, и пусть Ω ⊂ R𝑑 — выпуклая область с конечным
внутренним радиусом 𝛿0(Ω), Тогда для любой вещественнозначной функции 𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (Ω)
справедливы неравенства∫︁

Ω

|∆𝑚/2𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥 ≥ Φ𝑚(𝑓) +
𝜆2
0

𝛿20(Ω)

∫︁
Ω

|∆(𝑚−1)/2𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥, (18)

∫︁
Ω

|∆𝑚/2𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥 ≥
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆
2(𝑗−1)
0 Φ𝑚−𝑗+1(𝑓)

𝛿
2(𝑗−1)
0 (Ω)

+
𝜆2𝑚
0

𝛿2𝑚0 (Ω)

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥) 𝑑𝑥, (19)

где 𝜆0 ≈ 0, 940 — первый положительный корень уравнения Лямба 𝐽0(𝜆) + 2𝜆𝐽 ′
0(𝜆) = 0

для функции Бесселя нулевого порядка и

Φ𝑘(𝑓) =
((2𝑘 − 1)!!)2

4𝑘

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))2𝑘
(𝑘 = 1, 2, · · · ,𝑚).

Доказательство теоремы 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) — произвольная вещественнозначная

функция. Для этой функции справедлива формула (15). Очевидно, функция 𝑢𝑘1𝑘2···𝑘𝑚−1 ,
определенная равенством (16), также принадлежит семейству 𝐶∞

0 (Ω). Применяя к функ-
циям 𝑢 = 𝑢𝑘1𝑘2···𝑘𝑚−1 неравенство (8) теоремы С, будем иметь∫︁

Ω

|∇𝑢𝑘1𝑘2···𝑘𝑚−1(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≥ 1

4

∫︁
Ω

𝑢2
𝑘1𝑘2···𝑘𝑚−1

(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))2
+

+
𝜆2
0

𝛿20(Ω)

∫︁
Ω

𝑢2
𝑘1𝑘2···𝑘𝑚−1

(𝑥) 𝑑𝑥.

Суммируя эти неравенства по индексам 𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑚−1 и учитывая равенства (11)—(13),
(15), получаем ∫︁

Ω

|∆𝑚/2𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≥ 1

4

∫︁
Ω

|𝐷𝑚−1𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))2

+

+
𝜆2
0

𝛿20(Ω)

∫︁
Ω

|𝐷𝑚−1𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥.

По теореме 1, примененной для показателей 𝑚− 1 и 𝜎 = 2, будем иметь∫︁
Ω

|𝐷𝑚−1𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))2

≥ ((2𝑚− 1)!!)2

4𝑚−1

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))2𝑚
= Φ𝑚(𝑓).

Следовательно, получаем неравенство∫︁
Ω

|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≥ Φ𝑚(𝑓) +
𝜆2
0

𝛿20(Ω)

∫︁
Ω

|𝐷𝑚−1𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥, (20)
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равносильное (18).
Докажем теперь основное неравенство (19). Очевидно, неравенство (20) при 𝑚 = 1

совпадает с неравенством (8) теоремы С. Таким образом, для любого 𝑘 ∈ N справедливо
неравенство ∫︁

Ω

|𝐷𝑘𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≥ Φ𝑘(𝑓) +
𝜆2
0

𝛿20(Ω)

∫︁
Ω

|𝐷𝑘−1𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥. (21)

Очевидно, мы можем оценить снизу второе слагаемое в правой части неравенства (20),
применяя неравенство (21) с показателем 𝑘 = 𝑚− 1. В результате будем иметь∫︁

Ω

|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≥ Φ𝑚(𝑓) +
𝜆2
0

𝛿20(Ω)
Φ𝑚−1(𝑓) +

𝜆4
0

𝛿40(Ω)

∫︁
Ω

|𝐷𝑚−2𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥.

Если 𝑚 = 2, то доказательство неравенства (19) будет завершено с учетом равенства
|𝐷0𝑓 |2 = 𝑓 2.
Если 𝑚 ≥ 3, то продолжаем процесс, привлекая неравенство (21) с показателем

𝑘 = 𝑚− 2 для оценки снизу интеграла
∫︀
Ω
|𝐷𝑚−2𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥. Очевидно, за 𝑚 шагов прихо-

дим к неравенству (19).
Этим и завершается доказательство теоремы 2.

4. Оценки констант для произвольных областей.

Пусть 𝑐2(𝑠,Ω) — постоянная Харди, определенная во введении. Напомним, что
𝑐2(𝑠,Ω) = 𝐶1(𝑠− 2,Ω).
Получим оценки снизу для константы 𝐶𝑚(𝜎,Ω) для произвольной 𝑑-мерной области,

удовлетворяющей единственному условию Ω ̸= R𝑑. Это условие гарантирует корректность
определения расстояния dist(𝑥, 𝜕Ω) и, следовательно, является естественным для неравен-
ства вида (5).

Теорема 3. Пусть 𝑚 ∈ N, 𝑚 ≥ 2, и пусть Ω ⊂ R𝑑 — произвольная область, Ω ̸= R𝑑.
Если 𝜎 ∈ (−1,∞), то

𝐶𝑚(𝜎,Ω) ≥
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑐2(2𝑗 + 𝜎,Ω), (22)

в частности,

𝐴𝑚(Ω) ≥
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑐2(2𝑗,Ω). (23)

Если 𝜎 ∈ (𝑑− 2,∞), то

𝐶𝑚(𝜎,Ω) ≥
∏︀𝑚

𝑗=1(2𝑗 + 𝜎 − 𝑑)2

4𝑚
. (24)

Доказательство теоремы 3. Воспользуемся схемой доказательства теоремы 1 с необ-
ходимыми изменениями.
Пусть 𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (Ω) — фиксированная вещественнозначная функция. Запишем для нее
равенство (15). На первом шаге применяем общее неравенство типа Харди (1) к функции
𝑢 = 𝑢𝑘1𝑘2···𝑘𝑚−1 ∈ 𝐶0(Ω) из формулы (15). Полагая 𝑠− 2 = 𝜎 в неравенстве (1), получаем∫︁

Ω

|∇𝑢𝑘1𝑘2···𝑘𝑚−1(𝑥)|2

(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝜎
𝑑𝑥 ≥ 𝑐2(2 + 𝜎,Ω)

∫︁
Ω

𝑢2
𝑘1𝑘2···𝑘𝑚−1

(𝑥)

(dist(𝑥, 𝜕Ω))2+𝜎
𝑑𝑥.

Суммируя эти неравенства по индексам 𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑚−1 с учетом формулы (15), будем
иметь ∫︁

Ω

|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝜎

≥ 𝑐2(2 + 𝜎,Ω)

∫︁
Ω

|𝐷𝑚−1𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))2+𝜎

.
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Повторяем те же рассуждения для оценки снизу интеграла в правой части это-
го неравенства для индексов 𝑚 − 1,𝑚 − 2, · · · , 1 и соответствующих показателей
𝜎 + 2, 𝜎 + 4, · · · , 𝜎 + 2𝑚− 2. Нетрудно видеть, что через 𝑚 шагов приходим к неравенству∫︁

Ω

|𝐷𝑚𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
(dist(𝑥, 𝜕Ω))𝜎

≥

(︃
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑐2(2𝑗 + 𝜎,Ω)

)︃∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥) 𝑑𝑥

(dist(𝑥, 𝜕Ω))2𝑚+𝜎
.

Последнее неравенство и влечет оценку (22), так как 𝐶𝑚(𝜎,Ω) определена как максималь-
ная постоянная в неравенстве (5).
Если 𝜎 ∈ (𝑑 − 2,∞) и 𝑗 = 1, 2, · · · ,𝑚, то 2𝑗 + 𝜎 > 𝑑. Следовательно,

𝑐2(2𝑗 + 𝜎,Ω) ≥ (2𝑗 + 𝜎 − 𝑑)2/4 по теореме В. Поэтому оценка (24) следует из теоремы В и
неравенства (22).
С учетом равенства 𝐴𝑚(Ω) = 𝐶𝑚(0,Ω) из неравенства (24) получаем (23). Таким обра-

зом, теорема 3 доказана.

Следствие 2. Пусть 𝑚 ∈ N, 𝑚 ≥ 2, и пусть Ω ⊂ R𝑑 — произвольная область, Ω ̸= R𝑑.
Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если 𝑑 = 2, то 𝐴𝑚(Ω) ≥ ((𝑚− 1)!)2 𝑐2(2,Ω);
2) если 𝑑 = 3, то 𝐴𝑚(Ω) ≥ ((2𝑚− 3)!!)2𝑐2(2,Ω)/4𝑚−1.

Доказательство следствия 2. Очевидно, из оценки (23) следует, что имеет место
неравенство 𝐴𝑚(Ω) ≥ 𝑋𝑚𝑐2(2,Ω), где 𝑋𝑚 =

∏︀𝑚
𝑗=2 𝑐2(2𝑗,Ω).

Пусть 𝑑 = 2, тогда 𝑐2(2𝑗,Ω) ≥ (𝑗 − 1)2 для 𝑗 = 2, · · · ,𝑚 по теореме В. Следовательно,
𝑋𝑚 ≥ ((𝑚− 1)!)2 в случае двумерных областей, что и требовалось доказать.
Если 𝑑 = 3, то снова применяем теорему В для оценки снизу константы 𝑐2(2𝑗,Ω) при

𝑗 ≥ 2. Имеем: 𝑐2(2𝑗,Ω) ≥ (2𝑗− 3)2/4 для 𝑗 = 2, · · · ,𝑚. Отсюда и следует требуемая оценка
снизу для 𝐴𝑚(Ω) в случае трехмерных областей.
Константа 𝑐2(2,Ω) хорошо изучена и для нее известен ряд оценок, зависящих от гео-

метрических характеристик области Ω (см., например, [3], [7], [8], [17]–[20], [25]). Поэтому
следствие 2 позволяет получить ряд эффективных оценок снизу для константы 𝐴𝑚(Ω) в
случае двумерных и трехмерных областей.

5. О некоторых нерешенных проблемах.

Теория многомерных неравенств типа Харди и Реллиха интенсивно развивается. Ин-
терес к этим неравенствам обусловлен разнообразными приложениями в математической
физике и гармоническом анализе (см, например, [7]–[9], [23]). Мы приведем лишь две
нерешенных задачи, относящиеся к основаниям теории и допускающие простые формули-
ровки.
1. О верхней границе для константы 𝐴𝑚(Ω).
Из определения 𝐴𝑚(Ω) следует, что

𝐴𝑚(Ω) 6

∫︀
Ω
|∆𝑚/2𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥∫︀

Ω
𝑓 2(𝑥)(dist(𝑥, 𝜕Ω))−2𝑚𝑑𝑥

для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), 𝑓 ̸≡ 0. Поэтому 𝐴𝑚(Ω) < ∞ для любой области Ω ̸= R𝑑

при любом 𝑚 ∈ N.
Гипотеза 1. Пусть 𝑑 = 2 или 𝑑 = 3.
Тогда для любого натурального числа 𝑚 и для любой области Ω ⊂ R𝑑 (Ω ̸= R𝑑) спра-

ведлива точная оценка

𝐴𝑚(Ω) 6
((2𝑚− 1)!!)2

4𝑚
.
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Отметим, что при 𝑚 = 1, т.е. для 𝐴1(Ω) = 𝑐2(2,Ω), такая гипотеза была выдвинута
Е.Б. Дэвисом в 1995 году (см. [24]), но не доказана к настоящему времени.
2. О критериях положительности 𝑐2(2,Ω).
Рассмотрим область Ω ⊂ R2 (Ω ̸= R2). Через 𝑀0(Ω) обозначим евклидов максимальный

модуль, определяемый равенством

𝑀0(Ω) =
1

2𝜋
sup
𝐾

ln
𝑅(𝐾)

𝑟(𝐾)
,

где супремум берется по всем концентрическим кольцам
𝐾 = {𝑥 ∈ R2 : 𝑟(𝐾) < |𝑥− 𝑥𝐾 | < 𝑅(𝐾)}, таким, что 𝐾 ⊂ Ω , 0 < 𝑟(𝐾) < 𝑅(𝐾) < ∞ ,
𝑥𝐾 ∈ 𝜕Ω. Если область Ω′ ⊂ R2 не содержит таких колец, то полагаем по определению,
что евклидов максимальный модуль 𝑀0(Ω

′) = 0.
Очевидно, условие 𝑀0(Ω) < ∞ представляет собой геометрическое требование на об-

ласть Ω ⊂ R2.
Известно (см. [17]-[20], [25]), что для области Ω ⊂ R2 (Ω ̸= R2)

𝐴1(Ω) = 𝑐2(2,Ω) > 0 ⇐⇒ 𝐴2(Ω) > 0 ⇐⇒ 𝑀0(Ω) < ∞. (25)

В частности, 𝑐2(2,R2 ∖ {0}) = 0 и 𝑀0(R2 ∖ {0}) = ∞.
Понятно, что можно определить 𝑀0(Ω) для области Ω ⊂ R3 по аналогии с двумерным

случаем, заменяя кольца 𝐾 шаровыми слоями вида {𝑥 ∈ R3 : 𝑟(𝐾) < |𝑥− 𝑥𝐾 | < 𝑅(𝐾)}.
Поскольку 𝑐2(2,R3 ∖ {0}) = 1/4 > 0, 𝐴2(R3 ∖ {0}) = 9/16 > 0 и 𝑀0(R3 ∖ {0}) = ∞,

то утверждение (25) не является справедливым для трехмерных областей. К сожалению,
неясно, чем заменить условие 𝑀0(Ω) < ∞ в случае многомерных областей. Поэтому мы
можем предложить лишь усеченный вариант (25) для трехмерных областей.
Имеем: 𝑐2(4,Ω) > 0 для трехмерных областей в силу теоремы С и𝐴2(Ω) ≥ 𝑐2(2,Ω) 𝑐2(4,Ω)

для произвольных областей в силу оценки (23). Следовательно, 𝑐2(2,Ω) > 0 =⇒ 𝐴2(Ω) > 0
для трехмерных областей.Эти факты и аналогия с двумерным случаем позволяют нам
сформулировать следующее утверждение.
Гипотеза 2. Для любой области Ω ⊂ R3 (Ω ̸= R3)

𝐴1(Ω) = 𝑐2(2,Ω) > 0 ⇐⇒ 𝐴2(Ω) > 0.

Трудности, связанные с исследованием гипотез 1 и 2, стандартны для теории нера-
венств типа Харди и Реллиха. Во первых, невозможно применить методы классического
вариационного исчисления из-за отсутствия экстремальных функций, реализующих знаки
равенства, и, во-вторых, невозможно использовать методы симметризации из теории изо-
периметрических неравенств из-за присутствия весовых функций, являющихся степенями
функции расстояния dist(𝑥, 𝜕Ω).
Автор выражает благодарность рецензенту за полезные замечания.
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