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ПЕРВАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА ТРЕТЬЕГО

ПОРЯДКА С ВЫРОЖДЕНИЕМ ТИПА И ПОРЯДКА

В ОБЛАСТИ ГИПЕРБОЛИЧНОСТИ

Ж.А. БАЛКИЗОВ

Аннотация. В работе исследован аналог задачи Трикоми для уравнения параболо-
гиперболического типа третьего порядка с кратными характеристиками, содержаще-
го слагаемые с младшими производными. При определенных условиях на заданные
функции и параметры, входящие в рассматриваемое уравнение, доказана теорема о
существовании и единственности решения исследуемой задачи. Единственность реше-
ния задачи доказана с использованием обобщенного метода Трикоми, существование –
методом интегральных уравнений.
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1. Введение

На евклидовой плоскости независимых переменных 𝑥 и 𝑦 рассмотрим уравнение

0 =

⎧⎨⎩(−𝑦)𝑚 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑎(−𝑦)(𝑚−2)/2𝑢𝑥, 𝑦 < 0,

𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 +
2∑︀

𝑖=0

𝑎𝑖(𝑥, 𝑦)𝜕
𝑖𝑢

𝜕𝑥𝑖 , 𝑦 > 0,
(1.1)

где 𝑎𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑖 = 0, 2 – заданные функции; 𝑎, 𝑚 – заданные числа, причем 𝑚 > 0,
|𝑎| ≤ 𝑚/2; 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) – искомая функция.
Через Ω обозначим область, ограниченную при 𝑦 < 0 характеристиками

𝐴𝐶 : 𝑥− 2
𝑚+2

(−𝑦)(𝑚+2)/2 = 0 и 𝐶𝐵 : 𝑥 + 2
𝑚+2

(−𝑦)(𝑚+2)/2 = 𝑟 уравнения (1.1), выходящи-
ми из точек 𝐴 = (0, 0), 𝐵 = (𝑟, 0), пересекающимися в точке 𝐶 = (𝑟/2, 𝑦𝑐), 𝑦𝑐 < 0, а также
прямоугольником с вершинами в точках 𝐴, 𝐵, 𝐴0 = (0, ℎ) и 𝐵0 = (𝑟, ℎ), ℎ > 0, при 𝑦 > 0;
Ω1 = Ω ∩ {𝑦 < 0}, Ω2 = Ω ∩ {𝑦 > 0}, Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ 𝐽 , где 𝐽 = {(𝑥, 0) : 0 < 𝑥 < 𝑟} –
интервал 𝐴𝐵 прямой 𝑦 = 0.
Уравнение (1.1) при 𝑦 < 0 совпадает с вырождающимся гиперболическим уравнением

(−𝑦)𝑚 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑎 (−𝑦)(𝑚−2)/2 𝑢𝑥 = 0, (1.2)

а при 𝑦 > 0 является уравнением третьего порядка вида

𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 +
2∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑖𝑢

𝜕𝑥𝑖
= 0. (1.3)
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Уравнение (1.2) является уравнением гиперболического типа с параболическим вырож-
дением вдоль прямой 𝑦 = 0. При 𝑚 = 2 уравнение (1.2) переходит в уравнение Бицадзе-
Лыкова [1, c. 37], [2], [3, c. 234], а при 𝑎 = 0 из уравнения (1.2) приходим к уравнению
Геллерстедта, которое, как показано в монографии [4, с. 234], находит применение в задаче
определения формы прорези плотины. Частным случаем уравнения (1.2) также является
уравнение Трикоми, являющееся теоретической основой околозвуковой газовой динамики
[5, с. 38], [6, с. 280]. Исследованию первой и второй задач Дарбу для уравнения (1.2) по-
священы работы [7]–[8]. В работе [9] исследован критерий непрерывности решения задачи
Гурса для вырождающегося гиперболического уравнения вида (1.2). Достаточно полная
библиография по исследованию различных краевых задач для вырождающихся гипербо-
лических уравнений имеется в монографиях [10]–[13].
Уравнение (1.3), которое в [14, c. 132] названо уравнением третьего порядка с кратны-

ми характеристиками, относится к уравнениям параболического типа [3, с. 72]. Изучение
краевых задач для уравнения вида (1.3) началось с результатов работы [15], где метода-
ми теории потенциалов и интегрального преобразования Лапласа была изучена краевая
задача, которая в настоящее время называется задачей Каттабрига. С помощью фунда-
ментальных решений уравнения (1.3), полученных в [15], в [14, с. 132] построена функция
Грина задачи Каттабрига для уравнения (1.3) и получены оценки фундаментальных реше-
ний и их производных различных порядков. Также с помощью функции Грина в [14, с. 135]
построено решение задачи Каттабрига для уравнения (1.3) в замкнутом виде. Исследова-
нию различных локальных и нелокальных краевых задач для уравнения (1.3) посвящены
работы [16–18].
Уравнение (1) относится к классу уравнений параболо-гиперболического типа третьего

порядка с вырождением порядка вдоль линии 𝑦 = 0 изменения типа. На необходимость
рассмотрения задачи сопряжения уравнений параболического и гиперболического типов
впервые было указано в работе [19]. К задаче сопряжения уравнений параболического и
гиперболического типов приводит изучение электрических колебаний в проводах. Такого
рода задачи встречаются также при изучении движения жидкости в канале, окруженной
пористой средой, в теории распространения электромагнитных полей и в ряде других
областей физики.
На важность исследования краевых задач для уравнений смешанного типа высших по-

рядков было указано в работе [20, c. 117], a в работе [21] отмечено, что наличие вырождения
порядка вдоль линии изменения типа вносит новый аспект в теорию уравнений смешан-
ного типа. Об актуальности исследования корректных краевых задач для уравнений сме-
шанного типа высшего порядка говорят и многочисленные публикации отечественных и
зарубежных авторов по данному направлению. Так, для модельного уравнения параболо-
гиперболического типа третьего порядка с оператором Геллерстедта в области гипербо-
личности в работе [22] исследована нелокальная внутреннекраевая задача со смещением с
операторами Сайго в граничных условиях, а в работе [23] исследована аналогичная задача
для уравнения вида (1.1) с коэффициентом 𝑎2(𝑥, 𝑦) ≡ 0. Краевые задачи для уравнений
параболо-гиперболического типа третьего порядка с различными вырождающимися опе-
раторами в области гиперболичности изучены в работах [24]–[28].
В связи с выше изложенным возникает необходимость поиска корректно поставленных

краевых задач, сформулированных одновременно для вырождающихся гиперболических
уравнений и уравнений высших порядков с кратными характеристиками. В данной ра-
боте исследован аналог задачи Трикоми для уравнения параболо-гиперболического типа
третьего порядка с вырождением типа и порядка в области его гиперболичности. Среди
ранних работ, тесно примыкающих по тематике к данной статье, особо отметим работы
[29, 30], где на корректность исследованы задачи сопряжения модельных и общих урав-
нений параболического и гиперболического типов по временной переменной и изучены
структурные и качественные свойства их решений.
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2. Постановка задачи и основные результаты

Регулярным в области Ω решением уравнения (1.1) назовем функцию 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) из
класса 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω)∩𝐶1(Ω)∩𝐶2(Ω1)∩𝐶3

𝑥(Ω2), 𝑢𝑥(𝑥, 0), 𝑢𝑦(𝑥, 0) ∈ 𝐿1(0, 𝑟), при подстановке
которой уравнение (1.1) обращается в тождество.
В работе исследуется следующая
Задача 1. Найти регулярное в области Ω решение уравнения (1.1), удовлетворяющее

условиям

𝑢(0, 𝑦) = 𝜙1(𝑦), 𝑢𝑥(0, 𝑦) = 𝜙2(𝑦), 𝑢(𝑟, 𝑦) = 𝜙3(𝑦), 0 ≤ 𝑦 < ℎ (2.1)

𝑢 |𝐶𝐵 = 𝜓(𝑥), 𝑟/2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟, (2.2)

где 𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦), 𝜙3(𝑦) ∈ 𝐶[0, ℎ], 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶1[𝑟/2, 𝑟] – заданные функции.
Основная цель настоящей работы – доказательство теорем о единственности и суще-

ствовании регулярного решения задачи 1.

3. Теорема единственности

Обозначим

𝛼 =
𝑚− 2𝑎

2(𝑚+ 2)
, 𝛽 =

𝑚+ 2𝑎

2(𝑚+ 2)
, 𝛾1 =

2 Γ(1 − 𝛽) Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼) Γ(1 − 𝛼− 𝛽) [2(1 − 𝛼− 𝛽)]𝛼+𝛽
.

Справедлива следующая

Теорема 3.1. Пусть относительно коэффициентов 𝑎𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑖 = 0, 2 уравнения (1.1)
выполнены следующие условия:

𝑎𝑖(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑖
(︀
Ω2

)︀
, 𝑖 = 0, 2; (3.1)

𝑎2(𝑥, 0) ≥ 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟; (3.2)

𝑥1−𝛼−𝛽
[︁
𝑎

′′

2(𝑥, 0) − 𝑎
′

1(𝑥, 0) + 2𝑎0(𝑥, 0)
]︁
≤ 𝛾1

Γ(𝛼 + 𝛽)
, 0 < 𝑥 < 𝑟, (3.3)

𝑎22(𝑥, 0) +

[︂
𝑎

′′

2(𝑥, 0) − 𝑎
′

1(𝑥, 0) + 2𝑎0(𝑥, 0) − 𝛾1
Γ(𝛼 + 𝛽)

𝑥𝛼+𝛽−1

]︂2
> 0, 0 < 𝑥 < 𝑟. (3.4)

Тогда решение задачи 1 в области Ω единственно.

Доказательство. Для доказательства теоремы 3.1 введем обозначения

𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟, (3.5)

𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑟. (3.6)

Считая функции 𝜏(𝑥) и 𝜈(𝑥) заданными, запишем решение задачи Коши (3.5)–(3.6) для
уравнения (1.2).
Пусть вначале |𝑎| < 𝑚

2
. Решение задачи (3.5)–(3.6) для уравнения (1.2) в этом случае

выписывается по формуле [10, c. 14]

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

𝐵(𝛼, 𝛽)

1∫︁
0

𝜏

[︂
𝑥+

2

𝑚+ 2
(−𝑦)(𝑚+2)/2(2𝑡− 1)

]︂
𝑡𝛽−1 (1 − 𝑡)𝛼−1 𝑑𝑡+

+
𝑦

𝐵(1 − 𝛼, 1 − 𝛽)

1∫︁
0

𝜈

[︂
𝑥+

2

𝑚+ 2
(−𝑦)(𝑚+2)/2(2𝑡− 1)

]︂
𝑡−𝛼 (1 − 𝑡)−𝛽 𝑑𝑡, (3.7)
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где 𝐵(𝑝, 𝑞)− интеграл Эйлера первого рода (бета-функция).
Удовлетворяя (3.7) условию (2.2), находим

𝑢(𝑥, 𝑦) |𝐶𝐵 =
1

𝐵(𝛼, 𝛽)

1∫︁
0

𝜏 [𝑥+ (𝑟 − 𝑥)(2𝑡− 1)] 𝑡𝛽−1 (1 − 𝑡)𝛼−1 𝑑𝑡−

−(1 − 𝛼− 𝛽)𝛼+𝛽−1

𝐵(1 − 𝛼, 1 − 𝛽)
(𝑟 − 𝑥)1−𝛼−𝛽

1∫︁
0

𝜈 [𝑥+ (𝑟 − 𝑥)(2𝑡− 1)] 𝑡−𝛼 (1 − 𝑡)−𝛽 𝑑𝑡 = 𝜓(𝑥).

Произведя сначала замену переменной интегрирования 𝑠 = 2𝑥 − 𝑟 + 2𝑟𝑡 − 2𝑥𝑡, а за-
тем поменяв в полученном равенстве 2𝑥 − 𝑟 на 𝑥, последнее соотношение перепишется в
следующем виде

(𝑟 − 𝑥)1−𝛼−𝛽

𝐵(𝛼, 𝛽)

𝑟∫︁
𝑥

𝜏(𝑡) (𝑟 − 𝑡)𝛼−1 (𝑡− 𝑥)𝛽−1 𝑑𝑡−

− [2(1 − 𝛼− 𝛽)]𝛼+𝛽−1

𝐵(1 − 𝛼, 1 − 𝛽)

𝑟∫︁
𝑥

𝜈(𝑡) (𝑟 − 𝑡)−𝛽 (𝑡− 𝑥)−𝛼 𝑑𝑡 = 𝜓

(︂
𝑟 + 𝑥

2

)︂
. (3.8)

Воспользуемся далее следующим определением оператора дробного интегро-дифферен-
цирования [3, c.28]: оператором дробного (в смысле Римана–Лиувилля) интегро-
дифференцирования порядка |𝛼| с началом в точке 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] называется оператор 𝐷𝛼

𝑐𝑥,
который действует на абсолютно интегрируемую функцию 𝜙(𝑡) ∈ 𝐿1 (𝑎, 𝑏) по формуле:

𝐷𝛼
𝑐𝑥𝜙(𝑡) =

sgn(𝑥− 𝑐)

Γ(−𝛼)

𝑥∫︁
𝑐

|𝑥− 𝑡|−(𝛼+1) 𝜙(𝑡) 𝑑𝑡, 𝛼 < 0,

𝐷𝛼
𝑐𝑥𝜙(𝑡) = sgn[𝛼]+1(𝑥− 𝑐)

𝑑[𝛼]+1

𝑑𝑥[𝛼]+1
𝐷𝛼−[𝛼]−1

𝑐𝑥 𝜙(𝑡), 𝛼 > 0,

где символ sgn(𝑧) определяется как знак числа 𝑧; Γ(𝑥)− интеграл Эйлера второго рода
(Гамма-функция). Подробное исследование свойств оператора 𝐷𝛼

𝑐𝑥𝜙(𝑡) приведены в моно-
графиях [3], [4], [31].
С учетом приведенного определения оператора 𝐷𝛼

𝑐𝑥 соотношение (3.8) перепишется в
следующей форме

Γ(𝛽)

𝐵(𝛼, 𝛽)
(𝑟 − 𝑥)1−𝛼−𝛽 𝐷−𝛽

𝑟𝑥

[︀
𝜏(𝑡) (𝑟 − 𝑡)𝛼−1

]︀
−

− Γ(1 − 𝛼) [2(1 − 𝛼− 𝛽)]𝛼+𝛽−1

𝐵(1 − 𝛼, 1 − 𝛽)
𝐷𝛼−1

𝑟𝑥

[︀
(𝑟 − 𝑡)−𝛽𝜈(𝑡)

]︀
= 𝜓

(︂
𝑟 + 𝑥

2

)︂
. (3.9)
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Обращая уравнение (3.9) относительно функции 𝜈(𝑥), находим

𝜈(𝑥) = 𝛾1𝐷
1−𝛼−𝛽
𝑟𝑥 𝜏(𝑡) − 𝛾2(𝑟 − 𝑥)𝛽𝐷1−𝛼

𝑟𝑥

[︂
𝜓

(︂
𝑡+ 𝑟

2

)︂]︂
, (3.10)

где 𝛾2 = 2Γ(1−𝛽)

Γ(1−𝛼−𝛽) [2(1−𝛼−𝛽)]𝛼+𝛽 .

Так как 𝜏(𝑥), 𝜓
(︀
𝑟+𝑥
2

)︀
∈ 𝐶[0, 𝑟], а 𝜏 ′(𝑥), 𝜓′ (︀ 𝑟+𝑥

2

)︀
∈ 𝐿1(0, 𝑟), то, пользуясь следующим

свойством оператора дробного дифференцирования порядка 0 < 𝛼 ≤ 1 [31, c. 43]

𝐷𝛼
𝑟𝑥𝜙(𝑡) =

𝜙(𝑟)

Γ(1 − 𝛼)
(𝑟 − 𝑥)−𝛼 −𝐷𝛼−1

𝑟𝑥 𝜙′(𝑡), (3.11)

выражение (3.10) можно переписать в следующей форме

𝜈(𝑥) = −𝛾1𝐷−(𝛼+𝛽)
𝑟𝑥 𝜏 ′(𝑡) +

𝛾2
2

(𝑟 − 𝑥)𝛽 𝐷−𝛼
𝑟𝑥 𝜓

′
(︂
𝑟 + 𝑡

2

)︂
. (3.12)

Соотношение (3.12) есть основное фундаментальное соотношение между искомыми функ-
циями 𝜏(𝑥) и 𝜈(𝑥), принесенное из области Ω1 на линию 𝑦 = 0 в случае, когда |𝑎| < 𝑚

2
.

Если 𝑎 = −𝑚
2
, то коэффициенты 𝛼 = 𝑚

𝑚+2
, 𝛽 = 0, и решение задачи (3.5)–(3.6) для

уравнения (1.2) имеет вид [10, c. 15]:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜏

[︂
𝑥+

2

𝑚+ 2
(−𝑦)(𝑚+2)/2

]︂
+

+
2𝑦

𝑚+ 2

1∫︁
0

𝜈

[︂
𝑥+

2

𝑚+ 2
(−𝑦)(𝑚+2)/2 (2𝑡− 1)

]︂
(1 − 𝑡)−𝛼 𝑑𝑡. (3.13)

Из представления (3.13) с учетом условия (2.2) приходим к фундаментальному соотно-
шению между функциями 𝜏(𝑥) и 𝜈(𝑥) следующего вида

𝜈(𝑥) = −𝛾1
2

[︂
2𝐷−𝛼

𝑟𝑥 𝜏
′(𝑡) −𝐷−𝛼

𝑟𝑥 𝜓
′
(︂
𝑟 + 𝑡

2

)︂]︂
. (3.14)

Если же 𝑎 = 𝑚
2
, то 𝛼 = 0, 𝛽 = 𝑚

𝑚+2
. Решение задачи (3.5)–(3.6) для уравнения (1.2) в

этом случае имеет вид [10, c. 15]:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜏

[︂
𝑥− 2

𝑚+ 2
(−𝑦)(𝑚+2)/2

]︂
+

+
2𝑦

𝑚+ 2

1∫︁
0

𝜈

[︂
𝑥− 2

𝑚+ 2
(−𝑦)(𝑚+2)/2 (2𝑡− 1)

]︂
(1 − 𝑡)−𝛽 𝑑𝑡. (3.15)

Удовлетворяя (3.15) граничному условию (2.2) на характеристике 𝐶𝐵, приходим к ра-
венству

𝜈(𝑥) = (2 − 2𝛽)−𝛽 (𝑟 − 𝑥)𝛽 𝜓′
(︂
𝑟 + 𝑥

2

)︂
. (3.16)

Перейдем к доказательству единственности решения задачи 1. Для однородной задачи,
соответствующей задаче 1, рассмотрим интеграл

𝐽* =

𝑟∫︁
0

𝜏(𝑥)𝜈(𝑥)𝑑𝑥.
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При 𝜓(𝑥) ≡ 0 (𝜏(𝑟) = 𝜓(𝑟) = 0) из соотношений (3.12), (3.14), (3.16) для различных
значений 𝑎 получаем соответствующие равенства

𝜈(𝑥) = −𝛾1𝐷−(𝛼+𝛽)
𝑟𝑥 𝜏 ′(𝑡) = 𝛾1𝐷

1−𝛼−𝛽
𝑟𝑥 𝜏(𝑡), |𝑎| < 𝑚

2
; (3.17)

𝜈(𝑥) = −𝛾1𝐷−𝛼
𝑟𝑥 𝜏

′(𝑡) = 𝛾1𝐷
1−𝛼
𝑟𝑥 𝜏(𝑡), 𝑎 = −𝑚

2
; (3.18)

𝜈(𝑥) ≡ 0, 𝑎 =
𝑚

2
. (3.19)

Воспользуемся следующим свойством оператора 𝐷𝛼
𝑟𝑥𝜙(𝑡) дробного интегро-дифферен-

цирования (в смысле Римана–Лиувилля)

Лемма 3.1. Для любой абсолютно непрерывной на сегменте [0, 𝑟] функции 𝜙 = 𝜙(𝑥),
удовлетворяющей условию 𝜙(𝑟) = 0 справедливо неравенство

𝜙(𝑥)𝐷𝛼
𝑟𝑥𝜙(𝑡) ≥ 1

2
𝐷𝛼

𝑟𝑥𝜙
2(𝑡), 0 < 𝛼 ≤ 1. (3.20)

Доказательство. Действительно, если 𝜙(𝑟) = 0, то из формулы (3.11) находим

𝐷𝛼
𝑟𝑥𝜙(𝑡) = − 1

Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
𝑥

𝜙′(𝑡)

(𝑡− 𝑥)𝛼
𝑑𝑡.

Аналогично,

𝐷𝛼
𝑟𝑥𝜙

2(𝑡) = − 1

Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
𝑥

2𝜙(𝑡)𝜙′(𝑡)

(𝑡− 𝑥)𝛼
𝑑𝑡.

Пользуясь приведенными равенствами, находим

𝜙(𝑥)𝐷𝛼
𝑟𝑥𝜙(𝑡) − 1

2
𝐷𝛼

𝑟𝑥𝜙
2(𝑡) =

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
𝑥

𝜙′(𝑡)[𝜙(𝑡) − 𝜙(𝑥)]

(𝑡− 𝑥)𝛼
𝑑𝑡 =

=
1

Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
𝑥

𝜙′(𝑡)

(𝑡− 𝑥)𝛼

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑥

𝜙′(𝑠)𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝑡 =
1

Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
𝑥

⎛⎝ 𝑟∫︁
𝑠

𝜙′(𝑡)𝜙′(𝑠)

(𝑡− 𝑥)𝛼
𝑑𝑡

⎞⎠ 𝑑𝑠 =

=
1

Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
𝑥

(𝑠− 𝑥)𝛼
𝜙′(𝑠)

(𝑠− 𝑥)𝛼

⎛⎝ 𝑟∫︁
𝑠

𝜙′(𝑡)

(𝑡− 𝑥)𝛼
𝑑𝑡

⎞⎠ 𝑑𝑠 =

= − 1

2 Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
𝑥

(𝑠− 𝑥)𝛼
𝜕

𝜕𝑠

⎡⎣⎛⎝ 𝑟∫︁
𝑠

𝜙′(𝑡)

(𝑡− 𝑥)𝛼
𝑑𝑡

⎞⎠2⎤⎦ 𝑑𝑠 =

=
𝛼

2 Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
𝑥

(𝑠− 𝑥)𝛼−1

⎛⎝ 𝑟∫︁
𝑠

𝜙′(𝑡)

(𝑡− 𝑥)𝛼
𝑑𝑡

⎞⎠2

𝑑𝑠 ≥ 0,

откуда вытекает неравенство (3.20). Лемма доказана.

Отметим, что доказанная лемма 3.1 является аналогом леммы 1, приведенной в рабо-
те [32].
При |𝑎| < 𝑚

2
из (3.17) и (3.20) приходим к неравенству
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𝐽* = 𝛾1

𝑟∫︁
0

𝜏(𝑥)𝐷1−𝛼−𝛽
𝑟𝑥 𝜏(𝑡) 𝑑𝑥 ≥ 𝛾1

2 Γ(𝛼 + 𝛽)

𝑟∫︁
0

𝑡𝛼+𝛽−1𝜏 2(𝑡) 𝑑𝑡. (3.21)

К аналогичному неравенству мы приходим и при 𝑎 = −𝑚
2

(𝛼 = 𝑚
𝑚+2

, 𝛽 = 0), а при 𝑎 = 𝑚
2

из равенства (3.19) получаем, что 𝐽* ≡ 0.
Переходя далее в уравнении (1.1) к пределу при 𝑦 → +0, с учетом граничных условий

(2.1), получим фундаментальное соотношение между функциями 𝜏(𝑥) и 𝜈(𝑥), принесенное
из параболической части Ω2 области Ω на линию 𝑦 = 0:

𝜈(𝑥) = 𝜏 ′′′(𝑥) + 𝑎2(𝑥, 0)𝜏 ′′(𝑥) + 𝑎1(𝑥, 0)𝜏 ′(𝑥) + 𝑎0(𝑥, 0)𝜏(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑟, (3.22)

𝜏(0) = 𝜙1(0), 𝜏 ′(0) = 𝜙2(0), 𝜏(𝑟) = 𝜙3(0). (3.23)

Лемма 3.2. Пусть выполнены условия (3.1). Тогда из (3.22)–(3.23) следует равенство

𝐽* = −𝜏
′2(𝑟)

2
−

𝑟∫︁
0

𝑎2(𝑥, 0)𝜏 ′2(𝑥)𝑑𝑥+

+
1

2

𝑟∫︁
0

[︁
𝑎

′′

2(𝑥, 0) − 𝑎
′

1(𝑥, 0) + 2𝑎0(𝑥, 0)
]︁
𝜏 2(𝑥)𝑑𝑥. (3.24)

Равенство (3.24), при однородных граничных условиях, соответствующих условиям
(3.23) (𝜙𝑗(0) = 0, 𝑗 = 1, 3), легко получается путем умножения обеих частей соотноше-
ния (3.22) на функцию 𝜏(𝑥) с последующим интегрированием полученного равенства по
𝑥 от 0 до 𝑟.
С учетом (3.24) неравенство (3.21) перепишется в следующей форме

𝜏 ′2(𝑟) + 2

𝑟∫︁
0

𝑎2(𝑥, 0)𝜏 ′2(𝑥)𝑑𝑥−

−
𝑟∫︁

0

[︂
𝑎

′′

2(𝑥, 0) − 𝑎
′

1(𝑥, 0) + 2𝑎0(𝑥, 0) − 𝛾1
Γ(𝛼 + 𝛽)

𝑥𝛼+𝛽−1

]︂
𝜏 2(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 0. (3.25)

Легко заметить, что при выполнении условий (3.2)–(3.4) теоремы 3.1 на коэффициен-
ты 𝑎𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑖 = 0, 2 уравнения (1.1) неравенство (3.25) может иметь место в том и только
в том случае, когда 𝜏(𝑥) ≡ 0. Тогда из соотношений (3.17), (3.18), (3.19) находим, что и
𝜈(𝑥) ≡ 0 для всех |𝑎| ≤ 𝑚

2
. При этом из формул (3.7), (3.13), (3.15) сразу следует, что

𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в Ω1.
Покажем далее, что и задача нахождения регулярного в области Ω2 решения уравнения

(1.3), удовлетворяющего однородным граничным условиям, соответствующим условиям
(2.1) и однородному начальному условию 𝑢 (𝑥, 0) = 0 при условиях теоремы 3.1, не
может иметь решений, отличных от тривиального.
Действительно, допустим, что однородная задача

𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 +
2∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑖𝑢

𝜕𝑥𝑖
= 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω2, (3.26)

𝑢 (0, 𝑦) = 0, 𝑢𝑥 (0, 𝑦) = 0, 𝑢 (𝑟, 𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < ℎ, (3.27)

𝑢 (𝑥, 0) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟 (3.28)
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имеет нетривиальное решение 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑦) ̸≡ 0. Следуя работам [16], [33], положим в
уравнении (3.26)

𝑢 (𝑥, 𝑦) = 𝜐 (𝑥, 𝑦) exp (𝜇1𝑥+ 𝜇2𝑦) . (3.29)

При этом относительно функции 𝜐 = 𝜐 (𝑥, 𝑦) получаем уравнение

𝐿𝜇1, 𝜇2𝜐 = 𝜐𝑥𝑥𝑥 − 𝜐𝑦 + [3𝜇1 + 𝑎2(𝑥, 𝑦)] 𝜐𝑥𝑥+

+
[︀
3𝜇2

1 + 2𝜇1 𝑎2(𝑥, 𝑦) + 𝑎1(𝑥, 𝑦)
]︀
𝜐𝑥+

+
[︀
𝜇3
1 + 𝜇2

1 𝑎2(𝑥, 𝑦) + 𝜇1 𝑎1(𝑥, 𝑦) + 𝑎0(𝑥, 𝑦) − 𝜇2

]︀
𝜐 = 0, (3.30)

с начальным и краевыми условиями

𝜐 (𝑥, 0) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟 (3.31)

𝜐 (0, 𝑦) = 0, 𝜐𝑥 (0, 𝑦) = 0, 𝜐 (𝑟, 𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < ℎ. (3.32)

Так как, по предположению, функция 𝑢 (𝑥, 𝑦) является нетривиальным решением задачи
(3.26)–(3.28), то как следует из (3.29), задача (3.30)–(3.32) тоже будет иметь ненулевое
решение 𝜐 = 𝜐 (𝑥, 𝑦) ̸= 0.
Введем далее вспомогательную область Ω2𝜀, определенную неравенствами

Ω2𝜀 = {(𝑥, 𝑦) : 𝜀 < 𝑥 < 𝑟 − 𝜀, 𝜀 < 𝑦 < ℎ− 𝜀, 𝜀 > 0}. В области Ω2𝜀 справедливо тождество

2 (𝜐, 𝐿𝜇1, 𝜇2𝜐)0 =

∫︁
Ω2𝜀

2 𝜐 𝐿𝜇1, 𝜇2𝜐 𝑑Ω2𝜀 =

=

∫︁
Ω2𝜀

{︂
𝜕

𝜕𝑥

[︀
2 𝜐 𝜐𝑥𝑥 − 𝜐2𝑥 + 2 (3𝜇1 + 𝑎2(𝑥, 𝑦)) 𝜐 𝜐𝑥 +

+
(︀
3𝜇2

1 + 2𝜇1 𝑎2(𝑥, 𝑦) − 𝑎2𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝑎1(𝑥, 𝑦)
)︀
𝜐2
]︀
− 𝜕

𝜕𝑦

[︀
𝜐2
]︀}︂

𝑑Ω2𝜀+

+

∫︁
Ω2𝜀

[︀
2𝜇3

1 + 2𝜇2
1 𝑎2(𝑥, 𝑦) + 2𝜇1 𝑎1(𝑥, 𝑦) + 𝑎2𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) − 𝑎1𝑥(𝑥, 𝑦) +

+ 2 𝑎0(𝑥, 𝑦) − 2𝜇2] 𝜐
2 𝑑Ω2𝜀 − 2

∫︁
Ω2𝜀

[3𝜇1 + 𝑎2(𝑥, 𝑦)] 𝜐2𝑥 𝑑Ω2𝜀 = 0. (3.33)

Применяя к равенству (3.33) формулу Грина, получим

2 (𝜐, 𝐿𝜇1, 𝜇2𝜐)0 =

∫︁
Γ2𝜀

𝜐2𝑑𝑥+
[︀
2𝜐 𝜐𝑥𝑥 − 𝜐2𝑥 + 2 (3𝜇1 + 𝑎2(𝑥, 𝑦)) 𝜐 𝜐𝑥 +

+
(︀
3𝜇2

1 + 2𝜇1 𝑎2(𝑥, 𝑦) − 𝑎2𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝑎1(𝑥, 𝑦)
)︀
𝜐2
]︀
𝑑𝑦+

+

∫︁
Ω2𝜀

[︀
2𝜇3

1 + 2𝜇2
1𝑎2(𝑥, 𝑦) + 2𝜇1 𝑎1(𝑥, 𝑦) + 𝑎2𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) − 𝑎1𝑥(𝑥, 𝑦) +

+ 2 𝑎0(𝑥, 𝑦) − 2𝜇2] 𝜐
2𝑑Ω2𝜀 − 2

∫︁
Ω2𝜀

[3𝜇1 + 𝑎2(𝑥, 𝑦)] 𝜐2𝑥 𝑑Ω2𝜀 = 0, (3.34)

где Γ2𝜀 – это граница вспомогательной области Ω2𝜀. Переходя в равенстве (3.34) к пределу
при 𝜀 → 0 с учетом однородных начально-краевых условий (3.31)–(3.32), приходим к
равенству
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ℎ∫︁
0

𝜐2𝑥(𝑟, 𝑦)𝑑𝑦 +

𝑟∫︁
0

𝜐2(𝑥, ℎ) 𝑑𝑥+ 2

∫︁
Ω2

[3𝜇1 + 𝑎2(𝑥, 𝑦)] 𝜐2𝑥 𝑑Ω2−

−
∫︁
Ω2

[︀
2𝜇3

1 + 2𝜇2
1𝑎2(𝑥, 𝑦) − 2𝜇1 (𝑎2𝑥(𝑥, 𝑦) − 𝑎1(𝑥, 𝑦)) +

+ 𝑎2𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) − 𝑎1𝑥(𝑥, 𝑦) + 2 𝑎0(𝑥, 𝑦) − 2𝜇2] 𝜐
2 𝑑Ω2 = 0. (3.35)

C учетом условий (3.1) выберем значения параметров 𝜇1 и 𝜇2 в равенстве (3.35) так,
чтобы

𝜇1 >
1

3
max

(𝑥,𝑦)∈Ω2

(|𝑎2(𝑥, 𝑦)|),

𝜇2 >
1

2
max

(𝑥,𝑦)∈Ω2

[︀
2𝜇3

1 + 2𝜇2
1 |𝑎2(𝑥, 𝑦)| +

+ 2𝜇1 (|𝑎2𝑥(𝑥, 𝑦)| + |𝑎1(𝑥, 𝑦)|) + |𝑎2𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)| + |𝑎1𝑥(𝑥, 𝑦)| + 2|𝑎0(𝑥, 𝑦)|] .
Легко заметить, что при таком выборе параметров 𝜇1 и 𝜇2 равенство (3.35) может иметь

место в том и только в том случае, когда 𝜐 (𝑥, 𝑦) ≡ 0 в каждой точке замыкания Ω̄2, что
противоречит предположению о том, что 𝜐 (𝑥, 𝑦) ̸= 0. Полученное противоречие показы-
вает, что 𝑢 (𝑥, 𝑦) ≡ 0 всюду в Ω̄2. То есть при условиях (3.1) - (3.4) решение задачи 1 для
уравнения (1.1) единственно в требуемом классе. Теорема доказана.

4. Теорема о существовании решения задачи 1

Теорема 4.1. При условиях (3.1)–(3.4) решение задачи 1 существует.

Доказательство. Действительно, из полученных выше фундаментальных соотношений
(3.10) и (3.22), относительно функций 𝜏(𝑥) и 𝜈(𝑥) приходим к следующей системе уравне-
ний {︃

𝜈(𝑥) = 𝛾1𝐷
1−(𝛼+𝛽)
𝑟𝑥 𝜏(𝑡) − 𝛾2 (𝑟 − 𝑥)𝛽 𝐷1−𝛼

𝑟𝑥 𝜓
(︀
𝑟+𝑡
2

)︀
,

𝜈(𝑥) = 𝜏
′′′

(𝑥) + 𝑎2(𝑥, 0)𝜏
′′
(𝑥) + 𝑎1(𝑥, 0)𝜏

′
(𝑥) + 𝑎0(𝑥, 0)𝜏(𝑥),

(4.1)

откуда относительно функции 𝜏(𝑥) приходим к задаче нахождения регулярного решения
уравнения

𝜏
′′′

(𝑥) + 𝑎2(𝑥, 0)𝜏
′′
(𝑥) + 𝑎1(𝑥, 0)𝜏

′
(𝑥)−

− 𝛾1𝐷
1−𝛼−𝛽
𝑟𝑥 𝜏(𝑡) + 𝑎0(𝑥, 0)𝜏(𝑥) = −𝛾2 (𝑟 − 𝑥)𝛽 𝐷1−𝛼

𝑟𝑥 𝜓

(︂
𝑟 + 𝑡

2

)︂
, (4.2)

удовлетворяющего условиям (3.23).
Решение задачи (3.23) для уравнения (4.2) эквивалентно решению интегрального урав-

нения

𝜏(𝑥) = − 1

2𝑟2

⎧⎨⎩2

𝑟∫︁
0

𝐾(𝑥, 𝑡)𝜏(𝑡) 𝑑𝑡− 2 (𝑟 − 𝑥) [𝑟 + 𝑥+ 𝑟 𝑥 𝑎2(0, 0)]𝜙1(0) −

−2 𝑟 𝑥 (𝑟 − 𝑥)𝜙2(0) − 2𝑥2 𝜙3(0) + 𝑥2
𝑟∫︁

𝑥

(𝑟 − 𝑡)2𝑓(𝑡)𝑑𝑡−

− (𝑟 − 𝑥)

𝑥∫︁
0

𝑡 (𝑟𝑡+ 𝑥𝑡− 2𝑟𝑥) 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⎫⎬⎭ , (4.3)
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где

𝐾(𝑥, 𝑡) =

{︃
(𝑟 − 𝑥)[(𝑟 + 𝑥)𝐿(0, 𝑡) + 𝑟 𝑥𝐿𝑥(0, 𝑡)] − 𝑟2 𝐿(𝑥, 𝑡), 0 ≤ 𝑥 < 𝑡,

(𝑟 − 𝑥)[(𝑟 + 𝑥)𝐿(0, 𝑡) + 𝑟 𝑥𝐿𝑥(0, 𝑡)], 𝑡 < 𝑥 ≤ 𝑟,

𝐿(𝑥, 𝑡) = 𝑎2(𝑡, 0) + (𝑡− 𝑥)
[︁
2𝑎

′

2(𝑡, 0) − 𝑎1(𝑡, 0)
]︁

+

+
(𝑡− 𝑥)2

2

[︁
𝑎

′′

2(𝑡, 0) − 𝑎
′

1(𝑡, 0) + 𝑎0(𝑡, 0)
]︁
− 𝛾1

Γ(𝛼 + 𝛽 + 2)
(𝑡− 𝑥)𝛼+𝛽+2.

На основании свойств (3.1) заданных коэффициентов 𝑎𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑖 = 0, 2 уравнения (1.1), а
также свойств заданных функций 𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦), 𝜙3(𝑦), 𝜓(𝑥) заключаем, что уравнение (4.3)
есть интегральное уравнение Фредгольма второго рода с ядром 𝐾(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2([0, 𝑟] × [0, 𝑟])
и с правой частью из класса 𝐶1[0, 𝑟]. Однозначная и безусловная разрешимость уравнения
(4.3) вытекает из единственности решения задачи 1. Решение 𝜏 = 𝜏(𝑥) уравнения (4.3),
согласно общей теории интегральных уравнений Фредгольма, выписывается с помощью
резольвенты 𝑅(𝑥, 𝑡) ядра 𝐾(𝑥, 𝑡), причем резольвента 𝑅(𝑥, 𝑡), так же как и ядро 𝐾(𝑥, 𝑡),
будет принадлежать классу 𝐿2([0, 𝑟] × [0, 𝑟]). Решение 𝜏 = 𝜏(𝑥) уравнения (4.3), в силу
того что правая часть уравнения (4.3) принадлежит 𝐶1[0, 𝑟], будет принадлежать классу
𝜏(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑟] ∪ 𝐶3]0, 𝑟[. По найденному значению 𝜏(𝑥) можно найти и функцию 𝜈(𝑥) из
фундаментальных соотношений (3.12), (3.14), (3.16), (3.22).
Когда коэффициенты 𝑎𝑖(𝑥, 0), 𝑖 = 0, 2 уравнения (4.2) являются постоянными действи-

тельными числами, решение задачи (3.23), (4.2), а, значит, и решение интегрального урав-
нения (4.3) выписывается в явном виде.
Действительно, найдем решение задачи (3.23) для уравнения (4.2) в случае, когда

𝑎𝑖(𝑥, 0) = 𝑎𝑖 = const, 𝑖 = 0, 2. С этой целью, заменим в уравнении (4.2) переменную 𝑥
на 𝑟 − 𝑥. При этом относительно функции 𝜏(𝑟 − 𝑥) получаем задачу:

−𝜏 ′′′
(𝑟 − 𝑥) + 𝑎2𝜏

′′
(𝑟 − 𝑥) − 𝑎1𝜏

′
(𝑟 − 𝑥)−

− 𝛾1𝐷
1−𝛼−𝛽
0𝑥 𝜏(𝑟 − 𝑡) + 𝑎0𝜏(𝑟 − 𝑥) = −𝛾2 𝑥𝛽 𝐷1−𝛼

0𝑥 𝜓

(︂
2𝑟 − 𝑡

2

)︂
, (4.4)

𝜏(𝑟 − 𝑥) |𝑥=𝑟 = 𝜙1(0), 𝜏
′
(𝑟 − 𝑥) |𝑥=𝑟 = −𝜙2(0), 𝜏(𝑟 − 𝑥) |𝑥=0 = 𝜙3(0). (4.5)

Обозначив 𝜏(𝑟 − 𝑥) = 𝑔(𝑥), относительно 𝑔(𝑥) из (4.4) приходим к уравнению

𝑔
′′′

(𝑥) − 𝑎2𝑔
′′
(𝑥) + 𝑎1𝑔

′
(𝑥) + 𝛾1𝐷

1−𝛼−𝛽
0𝑥 𝑔(𝑡) − 𝑎0𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥), (4.6)

где 𝑓(𝑥) = 𝛾2 𝑥
𝛽 𝐷1−𝛼

0𝑥 𝜓
(︀
2𝑟−𝑡
2

)︀
.

Применяя оператор 𝐷−3
0𝑥 к обеим частям уравнения (4.6), приходим к эквивалентному

уравнению (4.6) интегральному уравнению

𝑔(𝑥) −
𝑥∫︁

0

[︂
𝑎2 − 𝑎1(𝑥− 𝑡) +

𝑎0
2

(𝑥− 𝑡)2 − 𝛾1
Γ(𝛼 + 𝛽 + 2)

(𝑥− 𝑡)𝛼+𝛽+1

]︂
𝑔(𝑡)𝑑𝑡 =

= 𝑐1𝑥
2 + 𝑐2𝑥+ 𝑐3 +

1

2

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)2𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (4.7)

где 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3− пока неизвестные постоянные.
Уравнение (4.7) относится к классу интегральных уравнений Вольтерра второго рода

типа свертки. Используя определение свертки двух функций, уравнение (4.7) перепишем
в следующем виде

𝑔(𝑥) − 𝑎2(1 * 𝑔(𝑥)) + 𝑎1(𝑥 * 𝑔(𝑥)) − 𝑎0
2

(𝑥2 * 𝑔(𝑥)) +
𝛾1

Γ(𝛼 + 𝛽 + 2)
(𝑥𝛼+𝛽+1 * 𝑔(𝑥)) =

=
𝛾2
2

(𝑥2 * 𝑓(𝑥)) + 𝑐1𝑥
2 + 𝑐2𝑥+ 𝑐3, (4.8)
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где 𝑔1(𝑥) * 𝑔2(𝑥) =
𝑥∫︀
0

𝑔1(𝑥− 𝑡)𝑔2(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑥∫︀
0

𝑔1(𝑡)𝑔2(𝑥− 𝑡)𝑑𝑡− свертка функций 𝑔1(𝑥) и 𝑔2(𝑥).

Пусть 𝐺(𝑝) и 𝐹 (𝑝) в уравнении (4.8) являются изображениями функций 𝑔(𝑥) и 𝑓(𝑥),
соответственно, то есть

𝑔(𝑥) : 𝐺(𝑝), 𝑓(𝑥) : 𝐹 (𝑝).

Тогда, применяя к уравнению (4.8) преобразование Лапласа, используя свойство линей-
ности и теорему умножения, придем к следующему уравнению относительно 𝐺(𝑝)

𝐺(𝑝)

[︂
1 − 𝑎2

𝑝
+
𝑎1
𝑝2

− 𝑎0
𝑝3

+
𝛾1

𝑝𝛼+𝛽+2

]︂
=
𝐹 (𝑝)

𝑝3
+

2𝑐1
𝑝3

+
𝑐2
𝑝2

+
𝑐3
𝑝
,

откуда

𝐺(𝑝) =
𝐹 (𝑝) + 2𝑐1 + 𝑐2𝑝+ 𝑐3𝑝

2

𝑝3 ∆(𝑝)
, (4.9)

где ∆(𝑝) = 1 − 𝑎2𝑝
−1 + 𝑎1𝑝

−2 + 𝛾1𝑝
−𝛼−𝛽−2 − 𝑎0𝑝

−3.
Для достаточно больших значений параметра 𝑝 имеет место равенство:

∞∫︁
0

𝑒−Δ(𝑝)𝑠𝑑𝑠 =
1

∆(𝑝)
.

С учетом этого, равенство (4.9) перепишется в следующей форме

𝐺(𝑝) =

∞∫︁
0

𝑒−Δ(𝑝)𝑠
[︀
𝐹 (𝑝) 𝑝−3 + 2𝑐1 𝑝

−3 + 𝑐2 𝑝
−2 + 𝑐3 𝑝

−1
]︀
𝑑𝑠. (4.10)

Найдем теперь обратное преобразование Лапласа. Прежде всего заметим, что

𝑝−𝜇𝑒𝑧𝑝
−𝛽

; 𝑥𝜇−1𝜑(𝛽, 𝜇; 𝑧𝑥𝛽), где 𝜑(𝜉, 𝜂; 𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!Γ(𝑛𝜉+𝜂)
− функция Райта [34].

Пользуясь формулой 𝑔1(𝑝)𝑔2(𝑝) ; 𝑞1(𝑥) * 𝑞2(𝑥), из (4.10) находим

𝑔(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑠
{︀
𝑓(𝑥) *

[︀
𝑥−1/4𝜑(1, 3/4; 𝑎2𝑥𝑠)

]︀
*
[︀
𝑥−1/4𝜑(2, 3/4; −𝑎1𝑥2𝑠)

]︀
*

*
[︀
𝑥−1/4𝜑(𝛼 + 𝛽 + 2, 3/4; −𝛾1𝑥𝛼+𝛽+2𝑠)

]︀
*
[︀
𝑥−1/4𝜑(3, 3/4; 𝑎0𝑥

3𝑠)
]︀}︀
𝑑𝑠+

+2𝑐1

∞∫︁
0

𝑒−𝑠
{︀[︀
𝑥−1/4𝜑(1, 3/4; 𝑎2𝑥𝑠)

]︀
*
[︀
𝑥−1/4𝜑(2, 3/4; −𝑎1𝑥2𝑠)

]︀
*

*
[︀
𝑥−1/4𝜑(𝛼 + 𝛽 + 2, 3/4; −𝛾1𝑥𝛼+𝛽+2𝑠)

]︀
*
[︀
𝑥−1/4𝜑(3, 3/4; 𝑎0𝑥

3𝑠)
]︀}︀
𝑑𝑠+

+𝑐2

∞∫︁
0

𝑒−𝑠
{︀[︀
𝑥−1/2𝜑(1, 1/2; 𝑎2𝑥𝑠)

]︀
*
[︀
𝑥−1/2𝜑(2, 1/2; −𝑎1𝑥2𝑠)

]︀
*

*
[︀
𝑥−1/2𝜑(𝛼 + 𝛽 + 2, 1/2; −𝛾1𝑥𝛼+𝛽+2𝑠)

]︀
*
[︀
𝑥−1/2𝜑(3, 1/2; 𝑎0𝑥

3𝑠)
]︀}︀
𝑑𝑠+

+𝑐3

∞∫︁
0

𝑒−𝑠
{︀[︀
𝑥−3/4𝜑(1, 1/4; 𝑎2𝑥𝑠)

]︀
*
[︀
𝑥−3/4𝜑(2, 1/4; −𝑎1𝑥2𝑠)

]︀
*

*
[︀
𝑥−3/4𝜑(𝛼 + 𝛽 + 2, 1/4; −𝛾1𝑥𝛼+𝛽+2𝑠)

]︀
*
[︀
𝑥−3/4𝜑(3, 1/4; 𝑎0𝑥

3𝑠)
]︀}︀
𝑑𝑠. (4.11)

Воспользуемся следующими обозначениями [35]:

𝑆𝜇
𝑚(𝑥; 𝑧1, ..., 𝑧𝑚; 𝛽1, ..., 𝛽𝑚) = ℎ1(𝑥) * ℎ2(𝑥) * ... * ℎ𝑚(𝑥)
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𝐺𝜇
𝑚(𝑥;𝜆; 𝛽) ≡ 𝐺𝜇

𝑚(𝑥; 𝜆1, ..., 𝜆𝑚; 𝛽1, ..., 𝛽𝑚) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑠𝑆𝜇
𝑚(𝑥; 𝜆1𝑠, ..., 𝜆𝑚𝑠; 𝛽1, ..., 𝛽𝑚)𝑑𝑠,

где ℎ𝑘(𝑥) = 𝑥𝜇𝑘−1𝜑
(︀
𝛽𝑘, 𝜇𝑘; 𝑧𝑘𝑥

𝛽𝑘
)︀
, 𝑘 = 1,𝑚; 𝜇 =

𝑚∑︀
𝑘=1

𝜇𝑘.

В терминах приведенных выше обозначений представление (4.11) перепишется в следу-
ющей форме

𝑔(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑠
[︀
𝑓(𝑥) * 𝑆3

4(𝑥; 𝑎2𝑠,−𝑎1𝑠,−𝛾1𝑠, 𝑎0𝑠; 1, 2, 𝛼 + 𝛽 + 2, 3)
]︀
𝑑𝑠+

+2𝑐1

∞∫︁
0

𝑒−𝑠𝑆3
4(𝑥; 𝑎2𝑠,−𝑎1𝑠,−𝛾1𝑠, 𝑎0𝑠; 1, 2, 𝛼 + 𝛽 + 2, 3)𝑑𝑠+

+𝑐2

∞∫︁
0

𝑒−𝑠𝑆2
4(𝑥; 𝑎2𝑠,−𝑎1𝑠,−𝛾1𝑠, 𝑎0𝑠; 1, 2, 𝛼 + 𝛽 + 2, 3)𝑑𝑠+

+𝑐3

∞∫︁
0

𝑒−𝑠𝑆1
4(𝑥; 𝑎2𝑠,−𝑎1𝑠,−𝛾1𝑠, 𝑎0𝑠; 1, 2, 𝛼 + 𝛽 + 2, 3)𝑑𝑠,

откуда
𝑔(𝑥) = 2 𝑐1 𝐺

3
4(𝑥; 𝑎2,−𝑎1,−𝛾1, 𝑎0; 1, 2, 𝛼 + 𝛽 + 2, 3)+

+ 𝑐2 𝐺
2
4(𝑥; 𝑎2,−𝑎1,−𝛾1, 𝑎0; 1, 2, 𝛼 + 𝛽 + 2, 3) +

+𝑐3 𝐺
1
4(𝑥; 𝑎2,−𝑎1,−𝛾1, 𝑎0; 1, 2, 𝛼 + 𝛽 + 2, 3) +

+

𝑥∫︁
0

𝑓(𝑡)𝐺3
4(𝑥− 𝑡; 𝑎2,−𝑎1,−𝛾1, 𝑎0; 1, 2, 𝛼 + 𝛽 + 2, 3) 𝑑𝑡.

Таким образом,

𝜏(𝑟 − 𝑥) = 2 𝑐1𝐺
3
4(𝑥; a; b) + 𝑐2𝐺

2
4(𝑥; a; b) + 𝑐3𝐺

1
4(𝑥; a; b) +

𝑥∫︁
0

𝑓(𝑡)𝐺3
4(𝑥− 𝑡; a; b) 𝑑𝑡,

где a = (𝑎2,−𝑎1,−𝛾1, 𝑎0), b = (1, 2, 𝛼 + 𝛽 + 2, 3).

Переобозначив в последнем равенстве 𝑟 − 𝑥 через 𝑥, и, выполнив затем подстановку
𝑠 = 𝑟 − 𝑡 под знаком интеграла, получим

𝜏(𝑥) = 2 𝑐1𝐺
3
4(𝑟 − 𝑥; a; b) + 𝑐2𝐺

2
4(𝑟 − 𝑥; a; b)+

+ 𝑐3𝐺
1
4(𝑟 − 𝑥; a; b) +

𝑟∫︁
𝑥

𝑓(𝑟 − 𝑠)𝐺3
4(𝑠− 𝑥; a; b) 𝑑𝑠. (4.12)

Функция 𝐺𝜇
𝑚(𝑥) обладает свойствами [35]:

𝐷𝜈
0𝑥𝐺

𝜇
𝑚(𝑡; a; b) = 𝐺𝜇−𝜈

𝑚 (𝑡; a; b), 𝜇 > 𝜈; (4.13)

𝐺𝜇
𝑚(𝑥; a; b) =

𝑥𝜇−1

Γ(𝜇)
+

𝑚𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝐷
−𝛽𝑖
0𝑥 𝐺𝜇

𝑚(𝑡; a; b). (4.14)
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Пользуясь свойствами (4.13)–(4.14) функции 𝐺𝜇
𝑚(𝑥; a; b), из представления (4.12) нахо-

дим
𝜏

′
(𝑥) = −𝑐3

[︀
𝑎2𝐺

1
4(𝑟 − 𝑥; a; b) − 𝑎1𝐺

2
4(𝑟 − 𝑥; a; b) −

− 𝛾1𝐺
𝛼+𝛽+2
4 (𝑟 − 𝑥; a; b) + 𝑎0𝐺

3
4(𝑟 − 𝑥; a; b)

]︁
−

− 2𝑐1𝐺
2
4(𝑟 − 𝑥; a; b) − 𝑐2𝐺

1
4(𝑟 − 𝑥; a; b) −

𝑟∫︁
𝑥

𝑓(𝑟 − 𝑠)𝐺2
4(𝑠− 𝑥; a; b) 𝑑𝑠. (4.15)

Найдем значения неизвестных 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, входящих в (4.12). Удовлетворяя (4.12) послед-
нему из условий (3.23), сразу находим:

𝜏(𝑟) = 𝑐3 = 𝜙3(0).

Удовлетворяя далее (4.12) первым двум условиям (3.23), приходим к следующей системе
линейных алгебраических уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 𝑐1𝐺
3
4(𝑟; a; b) + 𝑐2𝐺

2
4(𝑟; a; b) =

= 𝜙1(0) − 𝜙3(0)𝐺1
4(𝑟; a; b) −

𝑟∫︀
0

𝑓(𝑟 − 𝑠)𝐺3
4(𝑠; a; b)𝑑𝑠,

2 𝑐1𝐺
2
4(𝑟; a; b) + 𝑐2𝐺

1
4(𝑟; a; b) = 𝜙2(0) − 𝜙3(0) [𝑎2𝐺

1
4(𝑟; a; b)−

−𝑎1𝐺2
4(𝑟; a; b) − 𝛾1𝐺

𝛼+𝛽+2
4 (𝑟; a; b) + 𝑎0𝐺

3
4(𝑟; a; b)

]︁
−

−
𝑟∫︀
0

𝑓(𝑟 − 𝑠)𝐺2
4(𝑠; a; b) 𝑑𝑠.

(4.16)

Решая систему (4.16), находим

𝑐1 =
∆1

∆
, 𝑐2 =

∆2

∆
, (4.17)

где

∆ = 2
[︁
𝐺1

4(𝑟; a; b)𝐺3
4(𝑟; a; b) −

(︀
𝐺2

4(𝑟; a; b)
)︀2]︁

,

∆1 =

𝑟∫︁
0

𝑓(𝑟 − 𝑠)
[︀
𝐺2

4(𝑟; a; b)𝐺2
4(𝑠; a; b) −𝐺1

4(𝑟; a; b)𝐺3
4(𝑠; a; b)

]︀
𝑑𝑠+

+𝐺1
4(𝑟; a; b)

[︀
𝜙1(0) − 𝜙3(0)𝐺1

4(𝑟; a; b)
]︀
−𝐺2

4(𝑟; a; b)·

·
[︁
𝜙2(0) − 𝜙3(0)

(︁
𝑎2𝐺

1
4(𝑟; a; b) − 𝑎1𝐺

2
4(𝑟; a; b) − 𝛾1𝐺

𝛼+𝛽+2
4 (𝑟; a; b) + 𝑎0𝐺

3
4(𝑟; a; b)

)︁]︁
,

∆2 = 2

𝑟∫︁
0

𝑓(𝑟 − 𝑠)
[︀
𝐺3

4(𝑠; a; b)𝐺3
4(𝑠; a; b) −𝐺3

4(𝑠; a; b)𝐺3
4(𝑠; a; b)

]︀
𝑑𝑠−

−2𝐺2
4(𝑟; a; b)

[︀
𝜙1(0) − 𝜙3(0)𝐺1

4(𝑟; a; b)
]︀

+ 2𝐺3
4(𝑟; a; b)·

·
[︁
𝜙2(0) − 𝜙3(0)

(︁
𝑎2𝐺

1
4(𝑟; a; b) − 𝑎1𝐺

2
4(𝑟; a; b) − 𝛾1𝐺

𝛼+𝛽+2
4 (𝑟; a; b) + 𝑎0𝐺

3
4(𝑟; a; b)

)︁]︁
.

Из доказанной выше теоремы единственности решения задачи 1 следует, что определи-

тель ∆ = 2
[︁
𝐺1

4(𝑟; a; b)𝐺3
4(𝑟; a; b) − (𝐺2

4(𝑟; a; b))
2
]︁
системы (4.16) будет отличен от нуля,

а, следовательно, формула (4.12), где постоянные 𝑐1, 𝑐2 вычисляются по формулам (4.17),
𝑐3 = 𝜙3(0), дает представление единственного решения задачи (3.23) для уравнения (4.2)
при постоянных коэффицентах 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 уравнения (4.2) и −𝑚/2 ≤ 𝑎 < 𝑚/2.
Если 𝑎 = 𝑚/2, то при постоянных коэффицентах 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 из соотношений (3.16) и

(3.22) относительно искомой функции 𝜏 = 𝜏(𝑥) приходим к следующей задаче

𝜏 ′′′(𝑥) + 𝑎2𝜏
′′(𝑥) + 𝑎1𝜏

′(𝑥) + 𝑎0𝜏(𝑥) = (2 − 2𝛽)−𝛽 (𝑟 − 𝑥)𝛽 𝜓′
(︂
𝑟 + 𝑥

2

)︂
, (4.18)
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𝜏(0) = 𝜙1(0), 𝜏 ′(0) = 𝜙2(0), 𝜏(𝑟) = 𝜙3(0). (4.19)

Решение задачи (4.18), (4.19) выписывается в явном виде по формуле

𝜏(𝑥) =

𝑟∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝑡)𝐹 (𝑡)𝑑𝑡+
𝑥2

𝑟2
[𝜙3(0) − 𝑟𝜙2(0) − 𝜙1(0)] + 𝜙2(0)𝑥+ 𝜙1(0),

где

𝐹 (𝑥) = (2 − 2𝛽)−𝛽 (𝑟 − 𝑥)𝛽 𝜓′
(︂
𝑟 + 𝑥

2

)︂
− 𝑎0𝜙1(0) − (𝑎0𝑥+ 𝑎1)𝜙2(0)−

−𝜙3(0) − 𝑟𝜙2(0) − 𝜙1(0)

𝑟2
(2𝑎2 + 2𝑎1𝑥+ 𝑎0) ,

𝐺(𝑥, 𝑡)− функция Грина задачи (4.18), (4.19), построенная в работе [25].
После того как функции 𝜏 = 𝜏(𝑥) и 𝜈 = 𝜈(𝑥) найдены, решение задачи 1 в области Ω1

определяется как решение задачи Коши (3.5)-(3.6) для уравнения (1.2) и выписывается по
одной из формул: (3.7), (3.13) или (3.15), а в области Ω2 приходим к задаче нахождения
регулярного решения уравнения (1.3), удовлетворяющего условиям (2.1) и 𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥),
которая исследована в работах [14, с. 132], [15].
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