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ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ ТИПА

ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ЦЕПОЧКИ ТОДЫ

Б.А. БАБАЖАНОВ, А.Б. ХАСАНОВ

Аннотация. В этой работе метод обратной спектральной задачи применяется к ин-
тегрированию уравнения типа периодической цепочки Тоды. Для однозонного случая
выписаны явные формулы для решения аналога системы уравнений Дубровина, и тем
самым, для рассматриваемой нами задачи. Эти решения выражаются в терминах эл-
липтических функций Якоби.
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1. Введение

Цепочка Тоды [1]

𝜕2𝑢𝑛

𝜕𝑡2
= exp(𝑢𝑛−1 − 𝑢𝑛) − exp(𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1), 𝑛 ∈ 𝑍,

описывающая динамику частиц на прямой с экспоненциальным взаимодействием в пере-
менных Флашке [2], имеет вид{︂

𝑎̇𝑛 = 𝑎𝑛(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1) ,

𝑏̇𝑛 = 2(𝑎2𝑛−1 − 𝑎2𝑛), 𝑛 ∈ 𝑍.

В работах [2]–[4] показана интегрируемость цепочки Тоды методом обратной задачи
рассеяния в быстроубывающем случае. Периодическая цепочка Тоды рассматривалась в
работах [5]–[13].
В данной работе рассматривается 𝑁 -периодическое уравнение типа цепочки Тоды⎧⎨⎩

𝑎̇𝑛 = 𝑎𝑛(𝑎2𝑛+1 − 𝑎2𝑛−1) + 𝑎𝑛(𝑏2𝑛+1 − 𝑏2𝑛)

𝑏̇𝑛 = 2𝑎2𝑛(𝑏𝑛+1 + 𝑏𝑛) − 2𝑎2𝑛−1(𝑏𝑛 + 𝑏𝑛−1)
𝑎𝑛+𝑁 = 𝑎𝑛, 𝑏𝑛+𝑁 = 𝑏𝑛, 𝑎𝑛 > 0, 𝑛 ∈ 𝑍,

(1)

при начальных условиях
𝑎𝑛(0) = 𝑎0𝑛, 𝑏𝑛(0) = 𝑏0𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍, (2)

с заданными 𝑁 -периодическими последовательностями 𝑎0𝑛, 𝑏0𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍. В системе (1)
{𝑎𝑛(𝑡)}∞−∞, {𝑏𝑛(𝑡)}∞−∞ – неизвестные функции.
Непосредственным вычислением можно проверить, что система уравнений (1) эквива-

лентна следующему операторному уравнению

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= 𝐵𝐿− 𝐿𝐵,

где

(𝐿(𝑡)𝑦)𝑛 ≡ 𝑎𝑛−1𝑦𝑛−1 + 𝑏𝑛𝑦𝑛 + 𝑎𝑛𝑦𝑛+1,
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(𝐵(𝑡)𝑦)𝑛 ≡ 𝑎𝑛𝑎𝑛+1𝑦𝑛+2 + 𝑎𝑛(𝑏𝑛 + 𝑏𝑛+1)𝑦𝑛+1 − 𝑎𝑛−1(𝑏𝑛 + 𝑏𝑛−1)𝑦𝑛−1 − 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2𝑦𝑛−2,

т.е. 𝐿 и 𝐵 являются парами Лакса для системы (1). Следовательно, система уравнений (1)
является интегрируемой, и следовательно, имеет бесконечное число симметрий [14], [15].
Например, цепочка Тоды является симметрией системы (1):{︂

𝜕𝑎𝑛
𝜕𝜏

= 𝑎𝑛(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1) ,
𝜕𝑏𝑛
𝜕𝜏

= 2(𝑎2𝑛−1 − 𝑎2𝑛), 𝑛 ∈ 𝑍,

где 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝑡, 𝜏), 𝑏𝑛 = 𝑏𝑛(𝑡, 𝜏).
Отметим, что рассматриваемая система (1), подобно [16], [17], может быть использована

в некоторых моделях специальных типов линий электропередач.
В этой работе получено представление для решений задачи (1)–(2), в рамках обратной

спектральной задачи для дискретного уравнения Хилла

(𝐿(𝑡)𝑦)𝑛 ≡ 𝑎𝑛−1𝑦𝑛−1 + 𝑏𝑛𝑦𝑛 + 𝑎𝑛𝑦𝑛+1 = 𝜆𝑦𝑛, (3)

а именно, найден аналог системы уравнений Дубровина для спектральных параметров
дискретного оператора 𝐿(𝑡).
Хорошо известно, что разрешимость системы уравнений Дубровина в терминах тета-

функций в случае периодической цепочки Тоды изучена в работах [6], [7]. Основная часть
этих работ заключается в том, что решение обратной задачи по спектральным данным
уравнения (3) было сведено к проблеме обращения Якоби абелевых интегралов и выведе-
ны явные формулы в терминах тета-функций для коэффициентов дискретного оператора
𝐿(𝑡) и, тем самым, найдено решение цепочки Тоды. Аналогичные результаты имеют место
и для рассматриваемой в данной работе задаче. Это видно из примера применения основ-
ной теоремы представляемой работы, в частном, однозонном случае, который приведен
в конце статьи. Для однозонного случая выписаны явные формулы для решения анало-
га системы уравнений Дубровина, и тем самым задачи (1)–(2), которые выражаются в
терминах эллиптических функций Якоби.

2. Необходимые сведения о прямой и обратной спектральной задаче

для дискретного уравнения Хилла

В данном параграфе будут приведены необходимые для дальнейшего сведения о прямой
и обратной спектральной задаче для уравнения Хилла [2, 9].
Рассмотрим уравнение Хилла

(𝐿𝑦)𝑛 ≡ 𝑎𝑛−1𝑦𝑛−1 + 𝑏𝑛𝑦𝑛 + 𝑎𝑛𝑦𝑛+1 = 𝜆𝑦𝑛, (4)

𝑎𝑛+𝑁 = 𝑎𝑛, 𝑏𝑛+𝑁 = 𝑏𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 ,

со спектральным параметром 𝜆 и периодом 𝑁 > 0. Обозначим через 𝜃𝑛(𝜆), 𝑛 ∈ 𝑍 и 𝜙𝑛(𝜆),
𝑛 ∈ 𝑍 решения уравнения (4) при начальных условиях

𝜃0(𝜆) = 1, 𝜃1(𝜆) = 0, 𝜙0(𝜆) = 0, 𝜙1(𝜆) = 1.

Обозначим через 𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆2𝑁 корни уравнения

∆2(𝜆) − 4 = 0,

а через 𝜇1, 𝜇2, ..., 𝜇𝑁−1 корни уравнения

𝜃𝑁+1(𝜆) = 0,

где ∆(𝜆) = 𝜃𝑁(𝜆) + 𝜙𝑁+1(𝜆). Как известно (см. [2]), все 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 2𝑁 и
𝜇𝑗, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1 являются действительными, корни 𝜇𝑗 простые, а среди корней 𝜆𝑖

могут встречаться двухкратные. Нетрудно видеть, что
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∆2(𝜆) − 4 =

(︃
𝑁∏︁
𝑗=1

𝑎𝑗

)︃−2 2𝑁∏︁
𝑗=1

(𝜆− 𝜆𝑗), (5)

𝜃𝑁+1(𝜆) = −𝑎0

(︃
𝑁∏︁
𝑗=1

𝑎𝑗

)︃−1 𝑁−1∏︁
𝑗=1

(𝜆− 𝜇𝑗). (6)

Введем обозначение

𝜎𝑗 = 𝑠𝑖𝑔𝑛[𝜃𝑁(𝜇𝑗) − 𝜙𝑁+1(𝜇𝑗)], 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1.

Определение 1. Набор чисел 𝜇𝑗, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1 и последовательности знаков 𝜎𝑗,
𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1 называются спектральными параметрами уравнения Хилла (4).

Определение 2. Набор, состоящий из спектральных параметров {𝜇𝑗, 𝜎𝑗}𝑁−1
𝑗=1 и чисел

𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 2𝑁, называется спектральными данными уравнения Хилла (4).
Нахождение спектральных данных и изучение их свойств называется прямой спектраль-

ной задачей для дискретного уравнения Хилла. Восстановление коэффициентов 𝑎𝑛, 𝑏𝑛
уравнения Хилла по его спектральным данным называется обратной спектральной зада-
чей для уравнения (4).
Справедлива следующая лемма
Лемма. Имеют место равенства:

𝑏𝑘+1 =
𝜆1 + 𝜆2𝑁

2
+

1

2

𝑁−1∑︁
𝑗=1

(𝜆2𝑗 + 𝜆2𝑗+1 − 2𝜇𝑗,𝑘), (7)

𝑎2𝑘 =
𝜆2
1 + 𝜆2

2𝑁

8
+

1

8

𝑁−1∑︁
𝑗=1

(︀
𝜆2
2𝑗 + 𝜆2

2𝑗+1 − 2𝜇2
𝑗,𝑘

)︀
−

− 1

4

[︃
𝜆1 + 𝜆2𝑁

2
+

1

2

𝑁−1∑︁
𝑗=1

(𝜆2𝑗 + 𝜆2𝑗+1 − 2𝜇𝑗,𝑘)

]︃2
− 1

2

𝑁−1∑︁
𝑗=1

𝜎𝑗,𝑘

√︃
2𝑁∏︀
𝑖=1

(𝜇𝑗,𝑘 − 𝜆𝑖)

𝑁−1∏︀
𝑖 = 1
𝑖 ̸= 𝑗

(𝜇𝑗,𝑘 − 𝜇𝑖,𝑘)

, (8)

где 𝜇𝑗,𝑘, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1 корни уравнения 𝜃𝑁+1,𝑘(𝜆) = 0. Здесь 𝜃𝑛,𝑘(𝜆), 𝑛 ∈ 𝑍 решение
уравнения

𝑎𝑛+𝑘−1𝑦𝑛−1 + 𝑏𝑛+𝑘𝑦𝑛 + 𝑎𝑛+𝑘𝑦𝑛+1 = 𝜆𝑦𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍,

удовлетворяющее начальным условиям 𝜃0,𝑘(𝜆) = 1, 𝜃1,𝑘(𝜆) = 0.
Доказательство равенств (7) и (8) имеется в работе [11].

3. Эволюция спектральных параметров

В этой части статьи будет доказан основной результат данной работы.
Теорема. Если функции 𝑎𝑛(𝑡), 𝑏𝑛(𝑡), 𝑛 ∈ 𝑍, являются решением

задачи (1)–(3), то спектр оператора Хилла (3) не зависит от 𝑡, а спектральные параметры
𝜇𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1 удовлетворяют следующей системе уравнений
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𝜇̇𝑗(𝑡) = 2

𝜎𝑗(𝑡) ·

√︃
2𝑁∏︀
𝑘=1

(𝜇𝑗(𝑡) − 𝜆𝑘)

𝑁−1∏︀
𝑘 = 1
𝑘 ̸= 𝑗

(𝜇𝑗(𝑡) − 𝜇𝑘(𝑡))

· [𝜇𝑗(𝑡) + 𝑏1(𝑡)],

где

𝑏1(𝑡) =
𝜆1 + 𝜆2𝑁

2
+

1

2

𝑁−1∑︁
𝑘=1

(𝜆2𝑘 + 𝜆2𝑘+1 − 2𝜇𝑘(𝑡)).

Доказательство. Обозначим через 𝑦𝑗(𝑡) = (𝑦𝑗0(𝑡), 𝑦
𝑗
1(𝑡), ..., 𝑦

𝑗
𝑁(𝑡))𝑇 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 −1,

нормированные собственные вектор-функции, соответствующие собственным значениям
𝜆 = 𝜇𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1, следующей граничной задачи{︂

(𝐿(𝑡)𝑦)𝑛 ≡ 𝑎𝑛−1𝑦𝑛−1 + 𝑏𝑛𝑦𝑛 + 𝑎𝑛𝑦𝑛+1 = 𝜆𝑦𝑛, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁
𝑦1 = 0, 𝑦𝑁+1 = 0.

В работе [11] было показано, что

𝜇̇𝑗(𝑡) =
𝑁∑︁

𝑛=1

(2𝑎̇𝑛(𝑡)𝑦𝑗𝑛𝑦
𝑗
𝑛+1 + 𝑏̇𝑛(𝑡)(𝑦𝑗𝑛)2). (9)

На основании (1), равенство (9) можно переписать в виде

𝜇̇𝑗(𝑡) =
𝑁∑︁

𝑛=1

2[𝑎𝑛(𝑎2𝑛+1 − 𝑎2𝑛−1) + 𝑎𝑛(𝑏2𝑛+1 − 𝑏2𝑛)]𝑦𝑗𝑛𝑦
𝑗
𝑛+1+

+
𝑁∑︁

𝑛=1

[2𝑎2𝑛(𝑏𝑛+1 + 𝑏𝑛) − 2𝑎2𝑛−1(𝑏𝑛 + 𝑏𝑛−1)](𝑦
𝑗
𝑛)2. (10)

В равенстве (10) введем следующее обозначение

𝐹𝑛 = 2[𝑎𝑛(𝑎2𝑛+1 − 𝑎2𝑛−1) + 𝑎𝑛(𝑏2𝑛+1 − 𝑏2𝑛)]𝑦𝑗𝑛𝑦
𝑗
𝑛+1+

+ [2𝑎2𝑛(𝑏𝑛+1 + 𝑏𝑛) − 2𝑎2𝑛−1(𝑏𝑛 + 𝑏𝑛−1)](𝑦
𝑗
𝑛)2. (11)

Найдем последователность 𝑢𝑛, такое, что 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝐹𝑛. Ищем 𝑢𝑛 в виде

𝑢𝑛 = 𝐴𝑛(𝑦𝑗𝑛)2 + 2𝐵𝑛𝑦
𝑗
𝑛𝑦

𝑗
𝑛+1 + 𝐶𝑛(𝑦𝑗𝑛+1)

2, (12)

где 𝐴𝑛 = 𝐴𝑛(𝑡, 𝜇𝑗), 𝐵𝑛 = 𝐵𝑛(𝑡, 𝜇𝑗) и 𝐶𝑛 = 𝐶𝑛(𝑡, 𝜇𝑗) пока неизвестные коэффициенты.
Учитывая равенсво

𝑦𝑗𝑛+2 =
1

𝑎𝑛+1

[(𝜇𝑗 − 𝑏𝑛+1)𝑦
𝑗
𝑛+1 − 𝑎𝑛𝑦

𝑗
𝑛],

имеем

(𝐴𝑛+1 − 𝐶𝑛)(𝑦𝑗𝑛+1)
2 − 𝐴𝑛(𝑦𝑗𝑛)2 − 2𝐵𝑛𝑦

𝑗
𝑛𝑦

𝑗
𝑛+1+

+
2𝐵𝑛+1

𝑎𝑛+1

𝑦𝑗𝑛+1[(𝜇𝑗 − 𝑏𝑛+1)𝑦
𝑗
𝑛+1 − 𝑎𝑛𝑦

𝑗
𝑛] +

𝐶𝑛+1

𝑎2𝑛+1

(𝜇𝑗 − 𝑏𝑛+1)
2(𝑦𝑗𝑛+1)

2−

− 2𝐶𝑛+1

𝑎2𝑛+1

𝑎𝑛(𝜇𝑗 − 𝑏𝑛+1)𝑦
𝑗
𝑛𝑦

𝑗
𝑛+1 +

𝐶𝑛+1

𝑎2𝑛+1

𝑎2𝑛(𝑦𝑗𝑛)2 = 𝐹𝑛. (13)
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Из (13) получим

−𝐵𝑛 −
𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

𝐵𝑛+1 −
𝑎𝑛(𝜇𝑗 − 𝑏𝑛+1)

𝑎2𝑛+1

𝐶𝑛+1 = 𝑎𝑛(𝑎2𝑛+1 − 𝑎2𝑛−1) + 𝑎𝑛(𝑏2𝑛+1 − 𝑏2𝑛), (14)

−𝐶𝑛−1 +
2

𝑎𝑛
(𝜇𝑗 − 𝑏𝑛)𝐵𝑛 +

1

𝑎2𝑛
(𝜇𝑗 − 𝑏𝑛)2𝐶𝑛 +

𝑎2𝑛
𝑎2𝑛+1

𝐶𝑛+1 =

= 2𝑎2𝑛(𝑏𝑛+1 + 𝑏𝑛) − 2𝑎2𝑛−1(𝑏𝑛 + 𝑏𝑛−1). (15)

Нетрудно видеть, что

𝐶𝑛 = 2𝑎2𝑛(𝜇𝑗 + 𝑏𝑛),

𝐵𝑛 = 𝑎𝑛(𝑎2𝑛−1 − 𝑎2𝑛 + 𝑏2𝑛 − 𝜇2
𝑗),

являются решениями системы (14) и (15). В силу (12) имеем

𝜇̇𝑗(𝑡) =
𝑁∑︁

𝑛=1

{2[𝑎𝑛(𝑎2𝑛+1 − 𝑎2𝑛−1) + 𝑎𝑛(𝑏2𝑛+1 − 𝑏2𝑛)]𝑦𝑗𝑛𝑦
𝑗
𝑛+1}+

+
𝑁∑︁

𝑛=1

{[2𝑎2𝑛(𝑏𝑛+1 + 𝑏𝑛) − 2𝑎2𝑛−1(𝑏𝑛 + 𝑏𝑛−1)](𝑦
𝑗
𝑛)2} =

= 𝐶𝑁+1(𝑦
𝑗
𝑁+2)

2 − 𝐶1(𝑦
𝑗
2)

2 = 2𝑎20(𝜇𝑗 + 𝑏1)[(𝑦
𝑗
𝑁)2 − (𝑦𝑗0)

2]. (16)

Учитывая равенства

⃦⃦
𝜃𝑗
⃦⃦2

=
𝑁∑︁

𝑛=1

(𝜃𝑗𝑛)2 = 𝑎𝑁𝜃
𝑗
𝑁(𝜃𝑗𝑁+1)

′⃒⃒
𝜆=𝜇𝑗

, (𝜃𝑗)′ =
𝑑𝜃𝑗

𝑑𝜆
,

(𝑦𝑗0)
2 =

(𝜃𝑗0)
2

‖𝜃𝑗‖2
, (𝑦𝑗𝑁)2 =

(𝜃𝑗𝑁)2

‖𝜃𝑗‖2
,

уравнение (16) можно переписать в виде

𝜇̇𝑗(𝑡) = 2𝑎0

(︃
𝜃𝑗𝑁(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡) −

1

𝜃𝑗𝑁(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡)

)︃
1

(𝜃𝑗𝑁+1)
′⃒⃒
𝜆=𝜇𝑗(𝑡)

· [𝜇𝑗(𝑡) + 𝑏1]. (17)

Используя равенство

𝜃𝑁(𝜆, 𝑡)𝜙𝑁+1(𝜆, 𝑡) − 𝜃𝑁+1(𝜆, 𝑡)𝜙𝑁(𝜆, 𝑡) = 1

имеем

∆2(𝜇𝑗(𝑡)) − 4 = [𝜃𝑗𝑁(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡) − 𝜙𝑗
𝑁+1(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡)]

2 + 4𝜃𝑗𝑁(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡)𝜙
𝑗
𝑁+1(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡) − 4 =

= [𝜃𝑗𝑁(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡) − 𝜙𝑗
𝑁+1(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡)]

2 =

(︃
𝜃𝑗𝑁(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡) −

1

𝜃𝑗𝑁(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡)

)︃2

.

Отсюда находим
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𝜃𝑗𝑁(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡) −
1

𝜃𝑗𝑁(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡)
= 𝜎𝑗(𝑡)

√︁
∆2(𝜇𝑗(𝑡)) − 4, (18)

где

𝜎𝑗(𝑡) = 𝑠𝑖𝑔𝑛

(︃
𝜃𝑗𝑁(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡) −

1

𝜃𝑗𝑁(𝜇𝑗(𝑡), 𝑡)

)︃
, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1.

Из разложений (5) и (6) следует, что

∆2(𝜆) − 4 =

(︃
𝑁∏︁
𝑘=1

𝑎𝑘

)︃−2 2𝑁∏︁
𝑘=1

(𝜆− 𝜆𝑘), (19)

𝜃𝑁+1(𝜆, 𝑡) = −𝑎0

(︃
𝑁∏︁
𝑗=1

𝑎𝑗

)︃−1 𝑁−1∏︁
𝑘=1

(𝜆− 𝜇𝑘(𝑡)). (20)

Дифференцируя разложение (20) по 𝜆 и полагая 𝜆 = 𝜇𝑗(𝑡), имеем

𝜃′𝑁+1(𝜆)
⃒⃒
𝜆=𝜇𝑗(𝑡)

= −𝑎0

(︃
𝑁∏︁
𝑘=1

𝑎𝑘

)︃−1 𝑁−1∏︁
𝑘 = 1
𝑘 ̸= 𝑗

(𝜇𝑗(𝑡) − 𝜇𝑘(𝑡)). (21)

Подставляя (18), (19) и (21) в (17) и учытивая равенство (7), получим равенство (9).
Теперь покажем, что 𝜆𝑘(𝑡) не зависит от 𝑡. Пусть

{︀
𝑔𝑘𝑛(𝑡)

}︀
– нормированная собственная

функция оператора 𝐿(𝑡), соответствующая собственному значению 𝜆𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, 2, ..., 2𝑁 ,
т.е.

𝑎𝑛−1𝑔
𝑘
𝑛−1 + 𝑏𝑛𝑔

𝑘
𝑛 + 𝑎𝑛𝑔

𝑘
𝑛+1 = 𝜆𝑘𝑔

𝑘
𝑛.

Дифференцируя это равенство по 𝑡, умножая на 𝑔𝑘𝑛 и суммируя по 𝑛, получим

𝑑𝜆𝑘

𝑑𝑡
=

𝑁∑︁
𝑛= 1

(︁
2𝑎̇𝑛(𝑡)𝑔𝑘𝑛𝑔

𝑘
𝑛+1 + 𝑏̇𝑛(𝑡)

(︀
𝑔𝑘𝑛
)︀2)︁

. (22)

Используя уравнения (1), равенство (22) можно переписать в виде

𝜆̇𝑘(𝑡) =
𝑁∑︁

𝑛=1

{2[𝑎𝑛(𝑎2𝑛+1 − 𝑎2𝑛−1) + 𝑎𝑛(𝑏2𝑛+1 − 𝑏2𝑛)]𝑔𝑘𝑛𝑔
𝑘
𝑛+1}+

+
𝑁∑︁

𝑛=1

{[2𝑎2𝑛(𝑏𝑛+1 + 𝑏𝑛) − 2𝑎2𝑛−1(𝑏𝑛 + 𝑏𝑛−1)](𝑔
𝑘
𝑛)2}. (23)

Аналогично (16), из (23)выводим 𝜆̇𝑘(𝑡) = 0. Таким образом, из равенства (21) и неза-
висимости от 𝑡 собственных значений 𝜆𝑘(𝑡) следует доказательство теоремы. Теорема
доказана.

Замечание. Эта теорема дает метод решения задачи (1)-(3). Для этого сначала найдем
спектральные данные 𝜆𝑖, 𝜇𝑗(0), 𝜎𝑗(0) по заданным последовательностям {𝑎0𝑛} и {𝑏0𝑛}. За-
тем, используя приведенный в работе [12] алгоритм решения обратной задачи, определим
𝜇𝑗,𝑘(0), 𝜎𝑗,𝑘(0). Применяя доказанную теорему, вычислим 𝜇𝑗,𝑘(𝑡), 𝜎𝑗,𝑘(𝑡). С учётом неза-
висимости от 𝑘 и 𝑡 собственных значений 𝜆𝑖,𝑘, используя равенства (7), (8), находим 𝑎𝑘(𝑡),
𝑏𝑘(𝑡).
Следствие. Если 𝑁 = 2𝑝 и число 𝑝 является периодом для начальных последователь-

ностей {𝑎0𝑛} и {𝑏0𝑛}, то все корни уравнения ∆(𝜆)+2 = 0 являются двухкратными. Так как
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функция Ляпунова, соответствующая коэффициентам 𝑎𝑛(𝑡) и 𝑏𝑛(𝑡), совпадает с ∆(𝜆), то
по аналогу обратной теоремы Борга для дискретного уравнения Хилла (см. [18]), число 𝑝
является также периодом для решения 𝑎𝑛(𝑡), 𝑏𝑛(𝑡) по переменной 𝑛.
Проиллюстрируем, применение основной теоремы для решения задачи (1)–(2) при на-

чальных условиях

(𝑎0𝑛)2 =
5

8
− (−1)𝑛 · 3

8
, 𝑏0𝑛 =

1

2
, 𝑛 ∈ 𝑍.

В этом случае

𝑁 = 2, 𝜆1 = −1, 𝜆2 = 0, 𝜆3 = 1, 𝜆4 = 2, 𝜇(0) =
1

2
, 𝜎(0) = 1.

Используя вышеприведенное замечание, получим

𝑎2𝑛(𝑡) =
1

2

(︀
1 + 𝜇(𝑡) − 𝜇2(𝑡)

)︀
− (−1)𝑛

1

2

√︀
𝜇(𝑡)(𝜇(𝑡) − 2)(𝜇2(𝑡) − 1),

𝑏𝑛(𝑡) =
1

2
− (−1)𝑛

2
(1 − 2𝜇(𝑡)), 𝑛 ∈ 𝑍,

где 𝜇(𝑡) определяется из уравнения

𝑑𝜇(𝑡)

𝑑𝑡
=
√︀

𝜇(𝑡)(2 − 𝜇(𝑡))(1 − 𝜇2(𝑡)),

с начальными условиями 𝜇(0) = 1
2
.

Решая это уравнение при начальном данном 𝜇(0) = 1
2
(см. [19]), находим, что

𝜇(𝑡) =
𝑠𝑛2

(︁
𝑡− 𝑡0,

√
3
2

)︁
1 + 𝑐𝑛2

(︁
𝑡− 𝑡0,

√
3
2

)︁ ,
где 𝑠𝑛

(︁
𝑡0,

√
3
2

)︁
= −

√︁
2
3
. Таким образом,

𝑎2𝑛(𝑡) =
5

8
− 1

2

⎛⎝1 − 3𝑐𝑛2
(︁
𝑡− 𝑡0,

√
3
2

)︁
1 + 𝑐𝑛2

(︁
𝑡− 𝑡0,

√
3
2

)︁
⎞⎠2

−

−(−1)𝑛
2𝑠𝑛

(︁
𝑡− 𝑡0,

√
3
2

)︁
𝑐𝑛
(︁
𝑡− 𝑡0,

√
3
2

)︁
𝑑𝑛
(︁
𝑡− 𝑡0,

√
3
2

)︁
(︁

1 + 𝑐𝑛2
(︁
𝑡− 𝑡0,

√
3
2

)︁)︁2 ,

𝑏𝑛(𝑡) =
1

2
− (−1)𝑛

2

⎛⎝3𝑐𝑛2
(︁
𝑡− 𝑡0,

√
3
2

)︁
− 1

1 + 𝑐𝑛2
(︁
𝑡− 𝑡0,

√
3
2

)︁
⎞⎠ , 𝑛 ∈ 𝑍,

где 𝑠𝑛, 𝑐𝑛 и 𝑑𝑛 суть эллиптические функции Якоби.
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