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Аннотация. Доказываются точные неравенства типа Харди с весами, зависящими
от функции Бесселя. Получены одномерные 𝐿𝑝-неравенства и приведен пример рас-
пространения этих неравенств на случай выпуклых областей с конечным внутренним
радиусом. Доказанные утверждения являются обобщением на случай произвольного
𝑝 ≥ 2 соответствующего неравенства, доказанного Ф.Г. Авхадиевым и К.-Й. Вирцем
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Введение

Неравенства типа Харди связывают функцию и ее производную в интегральном со-
отношении, и при этом являются инструментом решения некоторых задач математики
и математической физики. Неравенства Харди с весами произвольного вида получили
систематическое развитие в работах В. Левина [1], П.Р. Бисака [2], Дж. Таленти [3],
Дж. Томаселли [4], Б. Макенхоупта [5], Дж. Синомона и В.Д. Степанова [6] и других мате-
матиков. Например, Дж. Таленти, Дж. Томаселли получили необходимые и достаточные
условия на весовые функции, для которых выполнены соответствующие неравенства. От-
метим также работу Ф.Г. Авхадиева и К.-Й. Вирца [7], в которой установлены неравенства
типа Харди с весовыми функциями, зависящими от функции Бесселя порядка 𝜈:

𝐽𝜈(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑥2𝑘+𝜈

22𝑘+𝜈𝑘!Γ(𝑘 + 1 + 𝜈)
, 𝑥 > 0, 𝜈 ≥ 0.

Приведем формулировку этого результата:
Теорема A. Пусть 𝑠 ∈ (0,+∞), 𝜈 ∈ (0,+∞), 𝑞 > 0,Φ𝜈,𝑞(𝑡) :=

√
𝑥𝐽𝜈(𝜆(2/𝑞)𝑡𝑞/2) и абсо-

лютно непрерывная функция 𝑢 : [0, 1] → R, такая что 𝑢(0) = 0 и 𝑢′/𝑡(𝑠−1)(1+𝑞𝜈)/4 ∈ 𝐿2[0, 1].
Тогда

1∫︁
0

𝑢′2 𝑑𝑡

Φ𝑠−1
𝑞,𝜈 (𝑡)

≥ 𝑠

1∫︁
0

𝑢2(𝑡)

𝑡2

(︂
1 − 𝜈2𝑞2

4
+

𝑞2𝜆2
𝜈(2/𝑞)

4𝑡−𝑞

)︂
𝑑𝑡

Φ𝑠−1
𝑞,𝜈 (𝑡)

. (1)

Неравенство является строгим, если 𝑓 ̸≡ 0 и 𝑠 6 1−𝜈𝑞
1+𝜈𝑞

. Если 𝑠 > 1−𝜈𝑞
1+𝜈𝑞

, то равенство в
неравенстве достигается тогда и только тогда, когда 𝑢(𝑡) = 𝐶Φ𝑠

𝜈,𝑞(𝑡), где 𝐶 — некоторая
константа.

Отметим, что в статье [7] также получены аналоги неравенства (1) в произвольных
выпуклых областях с конечным внутренним радиусом.
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Величину 𝜆𝜈(𝑟), которая определяется как положительный корень уравнения:

𝑟𝐽𝜈(𝑧) + 2𝑧𝐽 ′
𝜈(𝑧) = 0,

𝑟 > 0, 𝜈 ≥ 0, следуя статьям [7] и [8], будем называть константой Лямба.
Неравенство (1) является логическим развитием, с одной стороны неравенств типа Хар-

ди с весами, а с другой — неравенств с дополнительным слагаемым. Постановка задачи по-
лучения неравенств типа Харди с дополнительными слагаемыми принадлежит Х. Брезису
и М. Маркусу [9]. Неравенства Брезиса и Маркуса получили широкое развитие, например,
в таких работах как [7], [8], [10] – [16].

Данная статья посвящена получению 𝐿𝑝-аналога неравенства (1). Особенностью полу-
ченных неравенств являются точные константы (см., например, [7], [8], [10]–[13], [17], [18])
и ядра, зависящие от функции Бесселя. Стоит отметить, что с помощью подхода Ф.Г. Ав-
хадиева (см., например, [17], [22]–[24]) каждое полученное в данной статье одномерное ин-
тегральное неравенство типа Харди можно распространить на произвольную выпуклую
область Ω с конечным внутренним радиусом

𝛿0 = 𝛿0(Ω) = sup
𝑥∈Ω

𝛿,

где 𝛿 = dist(𝑥, 𝜕Ω). Чтобы подтвердить эту возможность, мы приводим в статье следую-
щее неравенство в пространственном случае, которое можно рассматривать как один из
основных результатов данной статьи.

Пусть 𝐶1
0(Ω) — семейство непрерывно-дифференцируемой функции 𝑓 с компактным

носителем в Ω. Справедлива

Теорема 1. Пусть Ω — 𝑛-мерная выпуклая область евклидова пространства R𝑛,
𝛿0 = 𝛿0(Ω) < ∞. Если 𝑠 ∈ (0,+∞), 𝜈 ∈ (0,+∞), 𝑝 ∈ [2,+∞), то для произвольной функции
𝑓 ∈ 𝐶1

0(Ω) выполнено следующее неравенство типа Харди:∫︁
Ω

|∇𝑓(𝑥)|𝑝

sin𝑠−1( 𝜋𝛿
2𝛿0

)
𝑑𝑥 ≥ (𝑝 + 𝑠− 2)𝑝−1

(𝑝− 1)𝑝−2

𝜋2

(2𝛿0)𝑝

∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑝

sin𝑠−1( 𝜋𝛿
2𝛿0

)

(︂
ctg

𝜋𝛿

2𝛿0

)︂𝑝−2

𝑑𝑥,

где 𝑗𝜈−1 — первый положительный нуль функции Бесселя 𝐽𝜈−1(𝑥).

Частные случаи этого результата связаны с неравенствами Пуанкаре, доказанных
Дж. Херчем в [19] и Л. Пейном и И. Стакгольдем в [20].

Вспомогательные результаты
Нам потребуются некоторые свойства функции Бесселя. В статье [7] ввели функцию

𝐹𝜈,𝑟,𝑞(𝑡) = 𝑡𝑟/2𝐽𝜈
(︀
𝜆𝜈(2𝑟/𝑞)𝑡𝑞/2

)︀
, 𝑡 ∈ [0, 1],

где через 𝐽𝜈 обозначена функция Бесселя.
Известно (см. [8]), что константа Лямба 𝜆𝜈 связана с первым положительным корнем 𝑗𝜈

функции Бесселя 𝐽𝜈 порядка 𝜈 следующим образом

𝜆𝜈(2𝜈) = 𝑗𝜈−1. (2)

Отметим, что функция 𝑦 = 𝐹𝜈,𝑟,𝑞(𝑡) является решением следующего дифференциального
уравнения:

𝑡2𝑦′′ + (1 − 𝑟)𝑡𝑦′ +

(︂
𝑟2 − 𝜈2𝑞2

4
+

𝑞2𝜆2
𝜈(2𝑟/𝑞)

4𝑡−𝑞

)︂
𝑦 = 0. (3)

Пусть теперь
𝐹𝜈(𝑡) := 𝐹𝜈,1,𝑞(𝑡), при 𝜈 = 1/𝑞.
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Используя связь (2) и поведение функции Бесселя вблизи нуля, а именно,

𝐽𝜈(𝑡) =
1

Γ(1 + 𝜈)

(︂
𝑡

2

)︂𝜈

+ 𝑜(𝑡), при 𝑡 → 0,

легко получаем

𝐹𝜈(𝑡) =
√
𝑡𝐽𝜈
(︀
𝑗𝜈−1𝑡

1/(2𝜈)
)︀

=
𝑗𝜈𝜈−1

2𝜈Γ(1 + 𝜈)
𝑡 + 𝑜(𝑡), 𝑡 → 0 + . (4)

В статье [10] также приведены следующие свойства функции 𝐹𝜈 :

𝐹 ′
𝜈(1) = 0, 𝐹𝜈(𝑡) > 0, 𝑥 ∈ (0, 1] и 𝐹 ′

𝜈(𝑡) > 0, 𝑡 ∈ (0, 1).

Для абсолютно непрерывной функции 𝑢 такой, что 𝑢(0) = 0 и 𝑡(1−𝑠)/𝑝𝑢′ ∈ 𝐿𝑝(0, 1), пользу-

ясь соотношением |𝑢(𝑥)| 6
𝑥∫︀
0

|𝑢(𝑡)|𝑑𝑡 и неравенством Гельдера, имеем

|𝑢(𝑥)|𝑝 6

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

|𝑢′(𝑡)|𝑑𝑡

⎞⎠𝑝

=

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

𝑡
𝑠−1
𝑝−1𝑑𝑡

⎞⎠𝑝−1 𝑥∫︁
0

|𝑢′(𝑡)|𝑝

𝑡𝑠−1
𝑑𝑡 =

=

(︂
𝑝− 1

𝑠 + 𝑝− 2

)︂𝑝−1

𝑥𝑠+𝑝−2

𝑥∫︁
0

|𝑢′(𝑡)|𝑝

𝑡𝑠−1
𝑑𝑡.

Легко показать, что

lim
𝑡→0

𝑢𝑝(𝑡)𝐹 ′𝑝−1
𝜈 (𝑡)

𝐹 𝑠+𝑝−2
𝜈 (𝑡)

= 0 =
𝑢𝑝(1)𝐹 ′𝑝−1

𝜈 (1)

𝐹 𝑠+𝑝−2
𝜈 (1)

.

Одномерные неравенства мы получим как следствия леммы Д.Т. Шама из статьи [21],
которая формулируется следующим образом:

Лемма B. Пусть 𝑢(𝑡) — абсолютно непрерывная функция на [𝑎, 𝑏], такая что 𝑢′(𝑡) ≥ 0
почти всюду. Также, будем полагать, что 𝑄(𝑡) — положительная и непрерывная на
(𝑎, 𝑏), и 𝐺(𝑢, 𝑡) — непрерывно дифференцируемая по 𝑡 в [𝑎, 𝑏] и 𝑢 в пределах функции 𝑢(𝑡),
𝐺𝑢(𝑢, 𝑡)>0. Тогда, если интеграл существует, то

𝑏∫︁
𝑎

(︃
𝑄𝑢′𝑝 +

(︂
𝑐

𝑝

)︂𝑝/(𝑝−1)

(𝑝− 1)𝐺𝑝/(𝑝−1)
𝑢 𝑄−1/(𝑝−1) + 𝑐𝐺𝑡

)︃
𝑑𝑡 ≥ 𝑐{𝐺(𝑢(𝑏), 𝑏) −𝐺(𝑢(𝑎), 𝑎)},

где 𝑐 — произвольное положительное число, 𝑝 > 1 и

𝐺𝑢 = (𝜕/𝜕𝑢)𝐺(𝑢, 𝑥), 𝐺𝑥 = (𝜕/𝜕𝑥)𝐺(𝑢, 𝑥).

В неравенстве будет равенство тогда и только тогда, когда выполнено следующее диф-
ференциальное уравнение

𝑢′ =

(︂
𝑐

𝑝

)︂1/(𝑝−1)(︂
𝐺𝑢

𝑄

)︂1/(𝑝−1)

.

Замечание 1. Стоит отметить, что утверждение леммы В напрямую даст неравенства
лишь для монотонных функций. Следующие рассуждения показывают, что из соответ-
ствующего неравенства Харди для монотонных функций, следует результат для произ-
вольных функций.

Пусть для монотонной положительной функции 𝑔 и положительных весовых функций
𝑤 и 𝑣 выполнено следующее неравенство:

𝑏∫︁
𝑎

𝑔𝑝(𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥 6 𝐶1

𝑏∫︁
𝑎

𝑔′𝑝(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥. (5)
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Положим, что

𝑔(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

|𝑓 ′(𝑡)|𝑑𝑡 и 𝑓(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝑓 ′(𝑡)𝑑𝑡.

Тогда

|𝑓(𝑥)| 6
∫︁ 𝑥

0

|𝑓 ′(𝑡)|𝑑𝑡 = 𝑔(𝑥), 𝑔′(𝑥) = |𝑓 ′(𝑥)|.

Откуда следует, что
𝑏∫︁

𝑎

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑤(𝑥)𝑑𝑥 6

𝑏∫︁
𝑎

𝑔𝑝(𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥 6 𝐶1

𝑏∫︁
𝑎

𝑔′𝑝(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐶1

𝑏∫︁
𝑎

|𝑓 ′(𝑥)|𝑝𝑣(𝑥)𝑑𝑥.

Таким образом, получаем неравенство для произвольной абсолютно непрерывной функ-
ции.

Ясно, также что если в неравенстве (5) достигается равенство на некоторой функции
𝑔0, то в классе произвольных абсолютно непрерывных функций константа в неравенстве
является неулучшаемой.

Основные результаты, относящиеся к одномерным интегралам
Нам удалось найти такие частные случаи функций 𝐺 и 𝑄, при которых, используя свой-
ства функции Бесселя, из леммы B можно получить следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть 𝑠 ∈ (0,+∞), 𝜈 ∈ (0,+∞), 𝑝 ∈ [2,+∞) и 𝐹𝜈(𝑡) =
√
𝑡𝐽𝜈(𝑗𝜈−1𝑡

1/(2𝜈)).
Если функция 𝑢 : [0, 1] → R абсолютно непрерывна, 𝑢(0) = 0 и 𝑢′/𝑡(𝑠−1)/𝑝 ∈ 𝐿𝑝(0, 1), то

1∫︁
0

|𝑢′(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

𝐹 𝑠−1
𝜈 (𝑡)

≥ (𝑝 + 𝑠− 2)𝑝−1

(𝑝− 1)𝑝−2

𝑗2𝜈−1

4𝜈2

1∫︁
0

|𝑢(𝑡)|𝑝

𝑡2−
1
𝜈

(︂
𝐹 ′
𝜈(𝑡)

𝐹𝜈(𝑡)

)︂𝑝−2
𝑑𝑡

𝐹 𝑠−1
𝜈 (𝑡)

. (6)

В неравенстве будет равенство тогда и только тогда, когда функция

𝑢(𝑡) = 𝐶𝐹
𝑝+𝑠−2
𝑝−1

𝜈 (𝑡),

где 𝐶 — некоторая константа.

Доказательство теоремы 2. Не ограничивая общности, нам достаточно доказать
утверждения для положительных и монотонных функций, так как для произвольных
функций наши неравенства получаются как следствия.

Пусть в лемме B величина 𝑎 = 𝜀, 𝑏 = 1 и

𝑐 =

(︂
𝑝 + 𝑠− 2

𝑝− 1

)︂𝑝−1

, 𝐺(𝑢, 𝑡) =
𝑢𝑝

𝐹 𝑠−1
𝜈 (𝑡)

(︂
𝐹 ′
𝜈(𝑡)

𝐹𝜈(𝑡)

)︂𝑝−1

, 𝑄(𝑡) =
1

𝐹 𝑠−1
𝜈 (𝑡)

.

Элементарными выкладками несложно получить, что(︂
𝑐

𝑝

)︂𝑝/(𝑝−1)

(𝑝− 1)𝐺𝑝/(𝑝−1)
𝑢 𝑄−1/(𝑝−1) = 𝑐𝑝/(𝑝−1)(𝑝− 1)

𝑢𝑝(𝑡)

𝐹 𝑠−1
𝜈 (𝑡)

(︂
𝐹 ′
𝜈(𝑡)

𝐹𝜈(𝑡)

)︂𝑝

и

𝑐𝐺𝑡 = 𝑐𝑢𝑝(𝑡)

(︃
𝑝− 𝑠

𝐹 𝑠−1
𝜈 (𝑡)

(︂
𝐹 ′
𝜈(𝑡)

𝐹𝜈(𝑡)

)︂𝑝

+
(𝑝− 1)𝐹 ′′

𝜈 (𝑡)

𝐹 𝑠
𝜈 (𝑡)

(︂
𝐹 ′
𝜈(𝑡)

𝐹𝜈(𝑡)

)︂𝑝−2
)︃
.

Имеем (︂
𝑐

𝑝

)︂𝑝/(𝑝−1)

(𝑝− 1)𝐺𝑝/(𝑝−1)
𝑢 𝑄−1/(𝑝−1) + 𝑐𝐺 =

=
𝑢𝑝(𝑡)

𝐹 𝑠−1
𝜈 (𝑡)

(︂
𝐹 ′
𝜈(𝑡)

𝐹𝜈(𝑡)

)︂𝑝 (︀
(𝑝− 1)𝑐𝑝/(𝑝−1) + 𝑐(2 − 𝑝− 𝑠)

)︀
+ 𝑐(𝑝− 1)𝑢𝑝(𝑡)

𝐹 ′′
𝜈 (𝑡)

𝐹 𝑠
𝜈 (𝑡)

(︂
𝐹 ′
𝜈(𝑡)

𝐹𝜈(𝑡)

)︂𝑝−2

=
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=

(︂
𝑝 + 𝑠− 2

𝑝− 1

)︂𝑝−1

(𝑝− 1)𝑢𝑝(𝑡)
𝐹 ′′
𝜈 (𝑡)

𝐹 𝑠
𝜈 (𝑡)

(︂
𝐹 ′
𝜈(𝑡)

𝐹𝜈(𝑡)

)︂𝑝−2

.

Таким образом, из леммы B следует
1∫︁

𝜀

(︃
𝑢′𝑝(𝑡)

𝐹 𝑠−1
𝜈 (𝑡)

+

(︂
𝑝 + 𝑠− 2

𝑝− 1

)︂𝑝−1

(𝑝− 1)𝑢𝑝(𝑡)
𝐹 ′′
𝜈 (𝑡)

𝐹 𝑠
𝜈 (𝑡)

(︂
𝐹 ′
𝜈(𝑡)

𝐹𝜈(𝑡)

)︂𝑝−2
)︃
𝑑𝑡 ≥

≥
(︂
𝑝 + 𝑠− 2

𝑝− 1

)︂𝑝−1
{︃

𝑢𝑝(1)

𝐹 𝑠−1
𝜈 (1)

(︂
𝐹 ′
𝜈(1)

𝐹𝜈(1)

)︂𝑝−1

− 𝑢𝑝(𝜀)

𝐹 𝑠−1
𝜈 (𝜀)

(︂
𝐹 ′
𝜈(𝜀)

𝐹𝜈(𝜀)

)︂𝑝−1
}︃
.

В последнем неравенстве воспользуемся уравнением

𝐹 ′′
𝜈 (𝑡) +

𝑗2𝜈−1

4𝜈2
𝐹𝜈(𝑡)𝑡−2+ 1

𝜈 = 0 (7)

и перейдем к пределу при 𝜀 → 0. Получим
1∫︁

0

𝑢′𝑝(𝑡)
𝑑𝑡

𝐹 𝑠−1
𝜈 (𝑡)

≥ (𝑝 + 𝑠− 2)𝑝−1

(𝑝− 1)𝑝−2

𝑗2𝜈−1

4𝜈2

1∫︁
0

𝑢𝑝(𝑡)

𝑡2−
1
𝜈

(︂
𝐹 ′
𝜈(𝑡)

𝐹𝜈(𝑡)

)︂𝑝−2
𝑑𝑡

𝐹 𝑠−1
𝜈 (𝑡)

.

Уравнение (7) является частным случаем (3) при 𝜈 = 𝑟/𝑞.
Из леммы B также следует, что константы будут точными, если

𝑢′(𝑡)

𝑢(𝑡)
=

𝑝 + 𝑠− 2

𝑝− 1

𝐹 ′
𝜈(𝑡)

𝐹𝜈(𝑡)
.

То есть при 𝑢(𝑡) = 𝐶𝐹
𝑝+𝑠−2
𝑝−1

𝜈 (𝑡) вместо неравенства будет равенство. Легко проверить, что

функция 𝐶𝐹
𝑝+𝑠−2
𝑝−1

𝜈 (𝑡) удовлетворяет условиям теоремы.
Далее приведем два следствия теоремы 2. Используя, что

𝐽1/2(𝑡) =

√︂
2

𝜋

sin 𝑡√
𝑡
, 𝐽−1/2(𝑡) =

√︂
2

𝜋

cos 𝑡√
𝑡
,

и как следствие, 𝑗−1/2 = 𝜋/2, 𝑗1/2 = 𝜋 (см. подробнее [8]), получим

Следствие 1. Пусть 𝑠 ∈ (0,+∞), 𝑝 ∈ [2,+∞) и абсолютно непрерывная функция 𝑢 на
[0, 1], такая что 𝑢(0) = 0 и 𝑢′𝑝(𝑡) sin1−𝑠(𝑡) интегрируемая на [0, 1]. Тогда

1∫︁
0

|𝑢′(𝑡)|𝑝

sin𝑠−1(𝜋𝑡/2)
𝑑𝑡 ≥ (𝑝 + 𝑠− 2)𝑝−1

(𝑝− 1)𝑝−2

(︁𝜋
2

)︁𝑝 1∫︁
0

|𝑢(𝑡)|𝑝
(︂

ctg
𝜋𝑡

2

)︂𝑝−2
𝑑𝑡

sin𝑠−1(𝜋𝑡/2)
. (8)

Равенство в неравенстве достигается при 𝑢(𝑡) = 𝐶 sin
𝑝+𝑠−2
𝑝−1 (𝜋𝑡/2), где 𝐶 — некоторая

константа.

При 𝑠 = 1 и 𝑝 = 2 имеем результат из [8].

Следствие 2. Пусть 𝜈 ∈ (0,+∞), 𝑝 ∈ [2,+∞) и абсолютно непрерывная функция 𝑢
на [0, 1], такая что 𝑢(0) = 0 и 𝑢′2(𝑡) интегрируемая на [𝑎, 𝑏]. Тогда

1∫︁
0

|𝑢′(𝑡)|2 ≥
𝑗2𝜈−1

4𝜈2

1∫︁
0

|𝑢(𝑡)|2

𝑡2−
1
𝜈

𝑑𝑡. (9)

Равенство в неравенстве достигается при 𝑢(𝑡) = 𝐶
√
𝑡𝐽𝜈(𝑗𝜈−1𝑡

1
2𝜈 ), где 𝐶 — некоторая

константа.
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Второй основной результат данной статьи также связан с частным случаем функции
𝐹𝜈,𝑟,𝑞. Положим, что Φ𝑞(𝑡) = 𝐹0,1,𝑞(𝑡), т.е.

Φ𝑞(𝑡) =
√
𝑡𝐽0(𝜆0(2/𝑞)𝑡𝑞/2).

Верна следующая теорема.

Теорема 3. Пусть 𝑠 ∈ (0,+∞), 𝜈 ∈ (0,+∞), 𝑝 ∈ [2,+∞) и абсолютно непрерывная
функция 𝑢 на [0, 1], такая что 𝑢(0) = 0 и 𝑢′/𝑡(𝑠−1)/(2𝑝) ∈ 𝐿𝑝[0, 1]. Тогда

1∫︁
0

|𝑢′(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

Φ𝑠−1
𝑞 (𝑡)

≥ (𝑝 + 𝑠− 2)𝑝−1

(𝑝− 1)𝑝−2

1∫︁
0

|𝑢(𝑡)|𝑝
(︂

1

4𝑡2
+

𝑞2𝜆2
0(2/𝑞)

4𝑡2−𝑞

)︂(︂
Φ′

𝑞(𝑡)

Φ𝑞(𝑡)

)︂𝑝−2
𝑑𝑡

Φ𝑠−1
𝑞 (𝑡)

. (10)

Равенство при 𝑠 > 𝑝 − 1 достигается тогда и только тогда, когда функция
𝑢(𝑡) = 𝐶(Φ𝑞(𝑡))

𝑝+𝑠−2
𝑝−1 , где 𝐶 — некоторая константа.

Доказательство теоремы 3. Положим, что в лемме B величина 𝑎 = 𝜀, 𝑏 = 1 и

𝑐 =

(︂
𝑝 + 𝑠− 2

𝑝− 1

)︂𝑝−1

, 𝐺(𝑢, 𝑡) =
𝑢𝑝

Φ𝑠−1
𝑞

(︂
Φ′

𝑞(𝑡)

Φ𝑞(𝑡)

)︂𝑝−1

, 𝑄(𝑡) =
1

Φ𝑠−1
𝑞 (𝑡)

.

Аналогично доказательству теоремы 1 получим:
1∫︁

𝜀

(︃
𝑢′𝑝

Φ𝑠−1
𝑞 (𝑡)

+

(︂
𝑝 + 𝑠− 2

𝑝− 1

)︂𝑝−1

(𝑝− 1)𝑢𝑝(𝑡)
Φ′′

𝑞(𝑡)

Φ𝑠
𝑞(𝑡)

(︂
Φ′

𝑞(𝑡)

Φ𝑞(𝑡)

)︂𝑝−2
)︃
𝑑𝑡 ≥

≥ 𝑐

(︃
𝑢𝑝(1)

Φ𝑠−1
𝑞 (1)

(︂
Φ′

𝑞(1)

Φ𝑞(1)

)︂𝑝−1

− 𝑢𝑝(𝜀)

Φ𝑠−1
𝑞 (𝜀)

(︂
Φ′

𝑞(𝜀)

Φ𝑞(𝜀)

)︂𝑝−1
)︃
.

Переходя к пределу при 𝜀 → 0 и используя уравнение (3) при 𝜈 = 0, а именно,

Φ′′
𝑞(𝑡) +

(︂
1

4𝑡2
+

𝑞2𝜆2
0(2/𝑞)

4𝑡2−𝑞

)︂
Φ𝑞(𝑡) = 0,

имеем
1∫︁

0

𝑢′𝑝(𝑡)
𝑑𝑡

Φ𝑠−1
𝑞 (𝑡)

≥ (𝑝 + 𝑠− 2)𝑝−1

(𝑝− 1)𝑝−2

1∫︁
0

𝑢𝑝(𝑡)

(︂
1

4𝑡2
+

𝑞2𝜆2
0(2/𝑞)

4𝑡2−𝑞

)︂(︂
Φ′

𝑞(𝑡)

Φ𝑞(𝑡)

)︂𝑝−2
𝑑𝑡

Φ𝑠−1
𝑞 (𝑡)

.

Выше мы воспользовались тем, что

|𝑢(𝑥)|𝑝 6
(︂
𝑠 + 2𝑝− 3

2(𝑝− 1)

)︂𝑝−1

𝑥(𝑠+2𝑝−3)/2

𝑥∫︁
0

|𝑢′(𝑡)|𝑝

𝑡(𝑠−1)/2
𝑑𝑡,

и что при малых 𝑡 функция Φ𝑞(𝑡) = 𝑂(
√
𝑡).

Из леммы B также следует, что константы будут точными, если
𝑢′(𝑡)

𝑢(𝑡)
=

𝑝 + 𝑠− 2

𝑝− 1

Φ𝑞(𝑡)

Φ′
𝑞(𝑡)

.

То есть при 𝑢(𝑡) = 𝐶Φ
𝑝+𝑠−2
𝑝−1

𝑞 (𝑡) вместо неравенства будет равенство. Легко проверить, что
при 𝑠 > 𝑝 − 1 функция Φ𝑞 удовлетворяет условиям теоремы. В данный момент неясно о
точности в случае 𝑠 < 𝑝− 1.

Последний результат этой статьи связан также с частным случаем функции 𝐹𝜈,𝑟,𝑞. Пусть
Φ𝜈,𝑞(𝑡) = 𝐹𝜈,1,𝑞(𝑡). Тогда для функции

Φ𝜈,𝑞(𝑡) =
√
𝑡𝐽𝜈(𝜆𝜈(2/𝑞)𝑡𝑞/2)
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выполнено следующее дифференциальное уравнение:

𝑡2𝑦′′ +

(︂
1 − 𝜈2𝑞2

4
+

𝑞2𝜆2
𝜈(2/𝑞)

4𝑡−𝑞

)︂
𝑦 = 0. (11)

Используя рассуждения при доказательстве теоремы 1, имеем
1∫︁

𝜀

(︃
𝑢′𝑝(𝑡)

Φ𝑠−1
𝜈,𝑞 (𝑡)

+

(︂
𝑝 + 𝑠− 2

𝑝− 1

)︂𝑝−1

(𝑝− 1)𝑢𝑝(𝑡)
Φ′′

𝜈,𝑞(𝑥)(𝑡)

Φ𝑠
𝜈,𝑞(𝑡)

(︂
Φ′

𝜈,𝑞(𝑡)

Φ𝜈,𝑞(𝑡)

)︂𝑝−2
)︃
𝑑𝑡 ≥

≥ 𝑐

(︃
𝑢𝑝(1)

Φ𝑠−1
𝑞 (1)

(︂
Φ′

𝜈,𝑞(1)

Φ𝑞(1)

)︂𝑝−1

− 𝑢𝑝(𝜀)

Φ𝑠−1
𝑞,𝜈 (𝜀)

(︂
Φ′

𝜈,𝑞(𝜀)

Φ𝜈,𝑞(𝜀)

)︂𝑝−1
)︃
.

Переход к пределу и уравнение (11) приведут к следующей теореме.

Теорема 4. Пусть 𝑠 ∈ (0,+∞), 𝜈 ∈ (0,+∞), 𝑝 ∈ [2,+∞) и абсолютно непрерывная
функция 𝑢 на [0, 1], такая что 𝑢(0) = 0 и 𝑢′/𝑡(𝑠−1)(1+𝑞𝜈)/(2𝑝) ∈ 𝐿𝑝[0, 1]. Тогда

1∫︁
0

|𝑢′(𝑡)|𝑝

Φ𝑠−1
𝑞,𝜈 (𝑡)

𝑑𝑡 ≥ (𝑝 + 𝑠− 2)𝑝−1

(𝑝− 1)𝑝−2

1∫︁
0

|𝑢(𝑡)|𝑝

𝑡2

(︂
1 − 𝜈2𝑞2

4
+

𝑞2𝜆2
𝜈(2/𝑞)

4𝑡−𝑞

)︂(︂
Φ′

𝑞,𝜈(𝑡)

Φ𝑞,𝜈(𝑡)

)︂𝑝−2
𝑑𝑡

Φ𝑠−1
𝑞,𝜈 (𝑡)

.

Равенство при 𝑠 > (𝑝 − 1)
(︁

2(𝑝−1)
1+𝜈

− 𝑝
)︁

+ 1 достигается тогда и только тогда, когда

функция 𝑢(𝑡) = 𝐶(Φ𝑞,𝜈(𝑡))
𝑝+𝑠−2
𝑝−1 , где 𝐶 — некоторая константа.

Неравенства в выпуклых областях
Пусть Ω — 𝑛-мерное собственное подмножество евклидова пространства R𝑛,
𝛿 = 𝛿(𝑥) = dist(𝑥, 𝜕Ω) и

𝛿0 = 𝛿0(Ω) = sup
𝑥∈Ω

𝛿(𝑥) < ∞.

Перейдем к обоснованию основного результата, а именно, теоремы 1. Для этого восполь-
зуемся подходом Ф.Г. Авхадиева (см., например, [17], [22]-[24]). Рассмотрим два случая
изменения параметра 𝑛: 𝑛 = 1 и 𝑛 ≥ 2. При 𝑛 = 1, т.е. при Ω = (𝑎, 𝑏), для любой
непрерывно-дифференцируемой функции такой, что 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = 0 нам требуется до-
казать неравенство вида:

𝑏∫︁
𝑎

|𝑓 ′(𝑥)|𝑝

sin𝑠−1
(︁

𝜋𝛿
2𝛿0

)︁𝑑𝑥 ≥ (𝑝 + 𝑠− 2)𝑝−1

(𝑝− 1)𝑝−2

𝜋𝑝

(2𝛿0)𝑝

𝑏∫︁
𝑎

|𝑓(𝑥)|𝑝
(︂

ctg
𝜋𝛿

2𝛿0

)︂𝑝−2
𝑑𝑥

sin𝑠−1
(︁

𝜋𝛿
2𝛿0

)︁ ,
где

𝛿 = 𝛿(𝑥) = min{𝑥− 𝑎, 𝑏− 𝑥}, 𝛿0 =
𝑏− 𝑎

2
.

Замена переменной 𝜏 = 𝜌𝑡 в (9), при произвольном 𝜌 > 0, приведет к следующему соотно-
шению

𝜌∫︁
0

|𝑢′(𝜏)|𝑝

sin𝑠−1
(︁

𝜋𝜏
2𝜌

)︁𝑑𝜏 ≥ (𝑝 + 𝑠− 2)𝑝−1

(𝑝− 1)𝑝−2

𝜋𝑝

(2𝜌)𝑝

𝜌∫︁
0

|𝑢(𝜏)|𝑝
(︂

ctg
𝜋𝜏

2𝜌

)︂𝑝−2
𝑑𝜏

sin𝑠−1
(︁

𝜋𝜏
2𝜌

)︁ .
Теперь применяем последнее неравенство к функциям 𝑢(𝜏) = 𝑓(𝜏 + 𝑎) и 𝑢(𝜏) = 𝑓(𝑏− 𝜏) c
𝜌 = 𝛿0 = 𝑏−𝑎

2
. Имеем

(𝑎+𝑏)/2∫︁
𝑎

|𝑓 ′(𝑥)|𝑝

sin𝑠−1
(︁

𝜋(𝑥−𝑎)
2𝜌

)︁𝑑𝑥 ≥
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≥ (𝑝 + 𝑠− 2)𝑝−1

(𝑝− 1)𝑝−2

𝜋𝑝

(2𝛿0)𝑝

(𝑎+𝑏)/2∫︁
𝑎

|𝑓(𝑥)|𝑝
(︂

ctg
𝜋(𝑥− 𝑎)

2𝛿0

)︂𝑝−2
𝑑𝑥

sin𝑠−1
(︁

𝜋(𝑥−𝑎)
2𝜌

)︁
и

𝑏∫︁
(𝑎+𝑏)/2

|𝑓 ′(𝑥)|𝑝

sin𝑠−1
(︁

𝜋(𝑏−𝑥)
2𝜌

)︁𝑑𝑥 ≥

≥ (𝑝 + 𝑠− 2)𝑝−1

(𝑝− 1)𝑝−2

𝜋𝑝

(2𝛿0)𝑝

𝑏∫︁
(𝑎+𝑏)/2

|𝑓(𝑥)|𝑝
(︂

ctg
𝜋(𝑏− 𝑥)

2𝛿0

)︂𝑝−2
𝑑𝑥

sin𝑠−1
(︁

𝜋(𝑏−𝑥)
2𝜌

)︁ .
Суммирование этих двух неравенств дает требуемое утверждение.

Перейдем к случаю 𝑛 ≥ 2. Отметим, что с помощью метода Ф.Г. Авхадиева из соот-
ветствующих одномерных неравенств можно получить неравенства в произвольных, даже
невыпуклых областях (см., например, [17], [22]-[24]). Приведем краткое описание этого
метода. Пусть Λ — произвольная открытая область, в которой требуется доказать нера-
венство типа Харди. Аппроксимируя область Λ кубами, Ф.Г. Авхадиев показал, что нера-
венство достаточно показать на множествах специального вида:

𝐾(𝑆) = {𝑥 ∈ Λ1 : существует точка 𝑦 ∈ 𝑆 такая, что 𝛿(𝑥,Λ) = |𝑥− 𝑦|},
где Λ1 — некоторое разбиения области Λ и для 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝑆 является (𝑛−𝑘)-мерной
гранью куба.

При вычислении интегралов по множеству 𝐾(𝑆) приходится пользоваться либо сфери-
ческими, либо цилиндрическими, либо декартовыми координатами, что позволяет перейти
к соответствующим повторным интегралам и доказывать лишь одномерные неравенства.
В случае выпуклых областей ситуация упрощается, и одномерные неравенства напрямую
переносятся на пространственный случай.

Этим заканчивается доказательство теоремы 1.
Автор благодарит профессора Ф.Г. Авхадиева за ценные советы, рекомендации и всякую

помощь на всех стадиях написания этой работы.
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