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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ В ТЕЛЕГРАФНОМ
УРАВНЕНИИ

А.И. КОЖАНОВ, Р.Р. САФИУЛЛОВА

Аннотация. Исследуется разрешимость обратных задач определения вместе с реше-
нием 𝑢(𝑥, 𝑡) телеграфного уравнения

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 + 𝑐𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡)

также неизвестного коэффициента 𝑐. Доказываются теоремы существования регуляр-
ных решений. Отличительной особенностью изучаемых задач является наличие в них
новых для рассматриваемого класса уравнений условий переопределения.
Ключевые слова: телеграфное уравнение, неизвестный коэффициент, обратные за-
дачи, интегральное переопределение специального вида, регулярные решения, суще-
ствование.
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Введение

Математическое моделирование колебательных процессов (распространение электро-
магнитных волн [1], [2], акустических волн [3], [4] и т.д.) приводит к необходимости
исследования разрешимости тех или иных краевых задач, изучения свойств их решений
для уравнения

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎2∆𝑢+ 𝑐𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡),

называемого телеграфным. Коэффициенты 𝑎 и 𝑐 здесь положительны, их величина опре-
деляется свойствами среды. В случае среды с заранее неизвестными свойствами эти ко-
эффициенты, оба или один из них, являются неизвестными, и именно их определение
позволит в дальнейшем провести анализ того или иного физического процесса, используя
телеграфное уравнение со всеми известными данными.

В настоящей работе будет изучаться случай неизвестного коэффициента 𝑐, для простоты
далее будем считать 𝑎 = 1.

Задачи, в которых вместе с решением того или иного дифференциального уравнения
требуется определить также коэффициент (коэффициенты) самого уравнения, или же
правую часть уравнения, в математике и в математическом моделировании называют об-
ратными задачами. В подобных задачах, как правило, наряду с краевыми и начальными
условиями, характерными для того или иного класса дифференциальных уравнений, зада-
ются также некоторые другие условия, называемые условиями переопределения. Теория
обратных задач для дифференциальных уравнений представляет собой активно разви-
вающееся направление современной математики. В частности, разрешимость обратных
задач в тех или иных постановках, с теми или иными условиями переопределения для
гиперболических уравнений была предметом исследования во многих работах – моногра-
фиях [4]–[9], статьях [10]–[23] и в ряде других. Вместе с тем заметим, что обратные задачи
для телеграфного уравнения с условиями переопределения настоящей статьи ранее не
изучались.
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1. Постановка задач

Пусть Ω есть ограниченная область пространства 𝑅𝑛 с гладкой (бесконечно дифферен-
цируемой) границей Γ, 𝑄 – цилиндр Ω × (0, 𝑇 ) конечной высоты 𝑇 , 𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), 𝑓(𝑥, 𝑡),
𝑢0(𝑥), 𝑢1(𝑥) – заданные функции, определенные при 𝑥 ∈ Ω и при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝐴 – заданное
положительное число.

Обратная задача I: найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡) и число 𝑐 такие, что для них в цилиндре 𝑄
выполняется уравнение

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢+ 𝑐𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (1)

и при этом для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) выполняются условия

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (2)

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑆 = 0, (3)∫︁
Ω

𝑢2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥 = 𝐴. (4)

Обратная задача II: найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡) и число 𝑐 такие, что для них в цилиндре 𝑄
выполняется уравнение (1), и при этом для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) выполняются условия (2) и
(4), а также условие

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜈𝑥
|𝑆 = 0, (5)

(𝜈𝑥 = (𝜈1, ..., 𝜈𝑛) – вектор внутренней нормали к Γ в текущей точке 𝑥).
В обратных задачах I – II условия (2) и (3), (2) и (5) есть условия первой или второй

начально-краевых задач для гиперболического уравнения второго порядка, условие же (4)
есть условие переопределения. Обратные задачи для гиперболических уравнений с подоб-
ным условием переопределения ранее не изучались. Вместе с тем заметим, что в работах
[24]–[26] изучались близкие по постановке обратные задачи для параболических уравне-
ний, но при этом методы этих работ напрямую на обратные задачи I – II не переносятся.

И ещё одно замечание перед содержательной частью работы. Формально существование
решения обратных задач I и II можно установить с помощью метода Фурье. Именно, счи-
тая коэффициент 𝑐 известным, представляя решение первой или второй начально-краевых
задач для уравнения (1) рядом Фурье и затем используя условие переопределения (4), по-
лучим для коэффициента 𝑐 алгебраическое уравнение. Но очевидно, что это уравнение
будет иметь весьма сложную структуру, и дать достаточно простые условия его разреши-
мости будет нелегко. Предложенный же ниже метод даст легко проверяемые в конкретных
задачах условия, и этот метод можно будет использовать и в более общих, чем изученные
ниже, ситуациях.

2. Разрешимость обратной задачи I

Доказательство разрешимости обратной задачи I будет основано на исследовании разре-
шимости первой начально-краевой задачи для некоторого вспомогательного нелинейного
интегро-дифференциального («нагруженного» [27], [28]) уравнения. В свою очередь, до-
казательство разрешимости первой начально-краевой (прямой) задачи для вспомогатель-
ного уравнения будет основано на методе срезок, методе регуляризации и методе непо-
движной точки.

Обозначим для краткости

𝐴0 =

∫︁
Ω

𝑢20(𝑥)𝑑𝑥,

всюду ниже будем считать, что выполняется условие

𝐴0 < 𝐴. (6)



ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ В ТЕЛЕГРАФНОМ УРАВНЕНИИ. . . 65

Введем еще обозначения:

𝐵0 =
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁
Ω

𝑢20𝑥𝑖
(𝑥)𝑑𝑥, 𝐵1 =

∫︁
Ω

𝑢21(𝑥)𝑑𝑥,

𝑏0 =
𝐵0 +𝐵1

𝐴− 𝐴0

, 𝑏1 =
1

𝐴− 𝐴0

, 𝛽 =
𝑏0
𝑏1
.

Далее, для фиксированного положительного числа 𝑁 определим срезывающую функ-
цию 𝐺𝑁(𝜉):

𝐺𝑁(𝜉) =

⎧⎨⎩ 𝜉, если 0 6 𝜉 6 𝑁,
𝑁, если 𝜉 > 𝑁,
0, если 𝜉 < 0.

Для фиксированной функции 𝑣(𝑥, 𝑡) из пространства𝑊 2
2 (𝑄) обозначим через Φ(𝑣) число

Φ(𝑣) =

∫︁
Ω

𝑣2𝑡 (𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁
Ω

𝑣2𝑥𝑖
(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥− 2

∫︁
𝑄

𝑓𝑣𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡.

Рассмотрим задачу: найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилиндре 𝑄 решением урав-
нения

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢+ [𝑏0 − 𝑏1𝐺𝛽(Φ(𝑢))]𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (7)

и такую, что для неё выполняются условия (2) и (3).
Именно задача (7), (2), (3) и является вспомогательной; разрешимость этой задачи и

позволит установить разрешимость обратной задачи I.

Теорема 1. Пусть функции 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥) и 𝑢1(𝑥) таковы, что 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄),

𝑓𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2
2 (Ω) ∩

∘
𝑊

1

2(Ω), 𝑢1(𝑥) ∈
∘
𝑊

1

2(Ω). Кроме того, пусть выполня-
ется условие (6). Тогда краевая задача (7), (2), (3) имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡) такое, что

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω) ∩

∘
𝑊

1

2(Ω)), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;
∘
𝑊

1

2(Ω)), 𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)).

Доказательство. Воспользуемся методом регуляризации и методом неподвижной точки.
Пусть 𝜀 есть положительное число. Рассмотрим следующую задачу: найти функцию

𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилиндре 𝑄 решением уравнения
𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢+ [𝑏0 − 𝑏1𝐺𝛽(Φ(𝑢))]𝑢− 𝜀∆𝑢𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (7𝜀)

и такую, что для неё выполняются условия (2) и (3).
Определим линейное пространство 𝑉 :

𝑉 = {𝑣(𝑥, 𝑡) : 𝑣(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω) ∩

∘
𝑊

1

2(Ω)), 𝑣𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;
∘
𝑊

1

2(Ω)),

𝑣𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄),∆𝑣𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄)}.
Снабдим пространство 𝑉 нормой:

||𝑣||𝑉 =

[︂
||𝑣||2

𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω)∩

∘
𝑊

1

2(Ω))
+ ||𝑣𝑡||2

𝐿∞(0,𝑇 ;
∘
𝑊

1

2(Ω))
+ ||𝑣𝑡𝑡||2𝐿2(𝑄) + ||∆𝑣𝑡||2𝐿2(𝑄)

]︂ 1
2

.

Очевидно, что пространство 𝑉 с этой нормой является банаховым пространством.
Покажем, используя метод неподвижной точки, что краевая задача (7𝜀), (2), (3) будет

разрешима в пространстве 𝑉 при фиксированном 𝜀 и при принадлежности функции 𝑓(𝑥, 𝑡)
пространству 𝐿2(𝑄).

Пусть 𝑤(𝑥, 𝑡) есть функция из пространства 𝑉 .
Рассмотрим задачу: найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилиндре 𝑄 решением урав-

нения
𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢+ [𝑏0 − 𝑏1𝐺𝛽(Φ(𝑤))]𝑢− 𝜀∆𝑢𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (7𝜀,𝑤)
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и такую, что для неё выполняются условия (2) и (3).
Краевая задача (7𝜀,𝑤), (2), (3) является первой начально-краевой задачей для линейно-

го псевдогиперболического уравнения с постоянными коэффициентами, ее разрешимость
в пространстве 𝑉 при принадлежности функции 𝑓(𝑥, 𝑡) пространству 𝐿2(𝑄) известна –
см. [29], [30]. Следовательно, эта задача порождает оператор ℜ, переводящий простран-
ство 𝑉 в себя: ℜ(𝑤) = 𝑢. Покажем, что оператор ℜ имеет в пространстве 𝑉 неподвижные
точки.

Рассмотрим равенство
𝑡∫︁

0

∫︁
Ω

{𝑢𝜏𝜏 − ∆𝑢+ [𝑏0 − 𝑏1𝐺𝛽(Φ(𝑤))]𝑢− 𝜀∆𝑢𝜏}𝑢𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 =

𝑡∫︁
0

∫︁
Ω

𝑓𝑢𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏.

Интегрируя по частям, нетрудно от этого равенства перейти к следующему

1

2

∫︁
Ω

𝑢2𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

𝑢2𝑥𝑖
(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+ 𝜀

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑡∫︁
0

∫︁
Ω

𝑢2𝑥𝑖𝜏
𝑑𝑥𝑑𝜏+

+
1

2
[𝑏0−𝑏1𝐺𝛽(Φ(𝑤))]

∫︁
Ω

𝑢2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =
1

2
(𝐵0+𝐵1+𝑏0𝐴0)−

1

2
𝑏1𝐴0𝐺𝛽(Φ(𝑤))+

𝑡∫︁
0

∫︁
Ω

𝑓𝑢𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏. (8)

Заметим, что имеют место неравенства
0 6 𝑏0 − 𝑏1𝐺𝛽(Φ(𝑤)) 6 𝑏0. (9)

Обозначим
𝑁0 = 𝐵0 +𝐵1 + 𝑏0𝐴0 +

∫︁
𝑄

𝑓 2𝑑𝑥𝑑𝑡.

Используя неравенства (9) и применяя лемму Гронуолла, получим, что следствием (8)
будут оценки

𝑡∫︁
0

∫︁
Ω

𝑢2𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝑁0(𝑒
𝑡 − 1), (10)

∫︁
Ω

𝑢2𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁
Ω

𝑢2𝑥𝑖
(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+ 𝜀

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑡∫︁
0

∫︁
Ω

𝑢2𝑥𝑖𝜏
𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝑁0𝑒

𝑡, (11)

справедливые для всех 𝑡 из отрезка [0, 𝑇 ].
На следующем шаге рассмотрим равенство
𝑡∫︁

0

∫︁
Ω

{𝑢𝜏𝜏 −∆𝑢+[𝑏0−𝑏1𝐺𝛽(Φ(𝑤))]𝑢−𝜀∆𝑢𝜏}(𝑢𝜏𝜏 −∆𝑢𝜏 )𝑑𝑥𝑑𝜏 =

𝑡∫︁
0

∫︁
Ω

𝑓(𝑢𝜏𝜏 −∆𝑢𝜏 )𝑑𝑥𝑑𝜏. (12)

Интегрируя по частям, используя оценки (10) и (11), применяя неравенство Юнга, по-
лучим, что для всевозможных решений 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (7𝜀,𝑤), (2), (3) будет выполняться
оценка

||𝑢||𝑉 6 𝑅0, (13)

в которой число 𝑅0 определяется лишь функциями 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥), 𝑢1(𝑥), числами 𝜀, 𝐴, 𝑇 .
Оценка (13) означает, что оператор ℜ переводит замкнутый шар радиуса 𝑅0 простран-

ства 𝑉 в себя.
Покажем, что оператор ℜ непрерывен на пространстве 𝑉 .
Пусть {𝑤𝑚(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1 есть последовательность функций из пространства 𝑉 , сходящаяся

в 𝑉 к функции 𝑤0(𝑥, 𝑡), {𝑣𝑚(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1 есть последовательность образов функций 𝑤𝑚(𝑥, 𝑡)
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при действии оператора ℜ, 𝑣0(𝑥, 𝑡) есть образ функции 𝑤0(𝑥, 𝑡) при действии оператора
ℜ. Обозначим 𝑤𝑚(𝑥, 𝑡) = 𝑤𝑚(𝑥, 𝑡) − 𝑤0(𝑥, 𝑡), 𝑣𝑚(𝑥, 𝑡) = 𝑣𝑚(𝑥, 𝑡) − 𝑣0(𝑥, 𝑡). Имеют место
равенства
𝑣𝑚𝑡𝑡 − ∆𝑣𝑚 + [𝑏0 − 𝑏1𝐺𝛽(Φ(𝑤𝑚))]𝑣𝑚 − 𝜀∆𝑣𝑚𝑡 = 𝑏1[𝐺𝛽(Φ(𝑤𝑚)) −𝐺𝛽(Φ(𝑤0))]𝑣0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄,

𝑣𝑚(𝑥, 0) = 𝑣𝑚𝑡(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω,

𝑣𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑆 = 0.

Следствием этих равенств является оценка∫︁
Ω

𝑣2𝑚𝑡(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁
Ω

𝑣2𝑚𝑥𝑖
(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+ 𝜀

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑡∫︁
0

∫︁
Ω

𝑣2𝑚𝑥𝑖𝜏
𝑑𝑥𝑑𝜏 6

6

𝑡∫︁
0

∫︁
Ω

𝑣2𝑚𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 + 𝑏21[𝐺𝛽(Φ(𝑤𝑚)) −𝐺𝛽(Φ(𝑤0))]
2

∫︁
𝑄

𝑣20𝑑𝑥𝑑𝑡. (14)

Заметим, что для функции 𝐺𝛽(𝜉) выполнено условие Липшица, и что имеет место схо-
димость Φ(𝑤𝑚) − Φ(𝑤0) → 0 при 𝑚 → ∞ (последнее следует из свойства непрерывности
нормы и из того, что из сильной сходимости следует слабая). Учитывая эти факты и
применяя лемму Гронуолла, получим, что следствием (14) при 𝑚→ ∞ будет сходимость

||𝑣𝑚||𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 1
2 (Ω)) → 0.

Рассмотрим равенство
𝑡∫︁

0

∫︁
Ω

𝑣𝑚𝜏𝜏 − ∆𝑣𝑚 + [𝑏0 − 𝑏1𝐺𝛽(Φ(𝑤𝑚))]𝑣𝑚 − 𝜀∆𝑣𝑚𝜏}(𝑣𝑚𝜏𝜏 − ∆𝑣𝑚𝜏 )𝑑𝑥𝑑𝜏 =

= 𝑏1

𝑡∫︁
0

∫︁
Ω

[𝐺𝛽(Φ(𝑤𝑚)) −𝐺𝛽(Φ(𝑤0))](𝑣𝑚𝜏𝜏 − ∆𝑣𝑚𝜏 )𝑑𝑥𝑑𝜏.

Интегрируя по частям, вновь учитывая липшицевость функции 𝐺𝛽(𝜉), учитывая также
уже установленную сходимость, нетрудно показать, что следствием данного равенства
будет априорная оценка семейства {𝑣𝑚(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1 в пространстве 𝑉 и соответствующая
сходимость

||𝑣𝑚||𝑉 → 0 при 𝑚→ ∞.

Эта сходимость и означает, что оператор ℜ непрерывен в пространстве 𝑉 .
Покажем теперь, что оператор ℜ компактен.
Пусть {𝑤𝑚(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1 есть ограниченное семейство функций из пространства 𝑉 . По-

скольку семейства {𝑤𝑚𝑡(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1, {𝑤𝑚𝑥𝑖
(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, ограничены в простран-

стве 𝑊 1
2 (𝑄), и поскольку вложения 𝑊 1

2 (𝑄) ⊂ 𝐿2(𝑄), 𝑊 1
2 (𝑄) ⊂ 𝐿2(𝜕𝑄) компактны

(см. [31], [32]), то существует подпоследовательность {𝑤𝑚𝑘
(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1 и функция 𝑤0(𝑥, 𝑡)

из пространства 𝑉 такие, что при 𝑘 → ∞ выполняется

𝑤𝑚𝑘
(𝑥, 𝑡) → 𝑤0(𝑥, 𝑡) слабо в 𝑊 2

2 (𝑄),
∆𝑤𝑚𝑘𝑡(𝑥, 𝑡) → ∆𝑤0𝑡(𝑥, 𝑡) слабо в 𝐿2(𝑄),
𝑤𝑚𝑘𝑡(𝑥, 𝑇 ) → 𝑤0𝑡(𝑥, 𝑇 ) сильно в 𝐿2(Ω),

𝑤𝑚𝑘𝑥𝑖
(𝑥, 𝑇 ) → 𝑤0𝑥𝑖

(𝑥, 𝑇 ) сильно в 𝐿2(Ω) для 𝑖 = 1, ..., 𝑛.

Вновь определим функции 𝑣𝑚(𝑥, 𝑡), 𝑣0(𝑥, 𝑡) как образы функций 𝑤𝑚(𝑥, 𝑡), 𝑤0(𝑥, 𝑡) при
действии оператора ℜ. Повторяя доказательство непрерывности оператора ℜ, получим,
что имеет место сходимость

||𝑣𝑚𝑘
||𝑉 → 0 при 𝑘 → ∞.
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Другими словами, из любой ограниченной последовательности {𝑤𝑚(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1 элементов
пространства 𝑉 можно извлечь такую подпоследовательность {𝑤𝑚𝑘

(𝑥, 𝑡)}∞𝑘=1, что после-
довательность {ℜ(𝑤𝑚𝑘

)}∞𝑘=1 есть сильно сходящаяся в 𝑉 последовательность.
А это и означает, что оператор ℜ компактен.
Итак, оператор ℜ переводит замкнутый шар радиуса 𝑅0 пространства 𝑉 в себя, непре-

рывен и компактен в пространстве 𝑉 . Согласно теореме Шаудера [33] у оператора ℜ име-
ется в указанном шаре по крайней мере одна неподвижная точка. Для этой неподвижной
точки выполняется уравнение (7𝜀) и выполняются условия (2) и (3); обозначим искомую
неподвижную точку 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡). Покажем, что при выполнении дополнительного включения
𝑓𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄) из семейства функций {𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)} можно извлечь последовательность, схо-
дящуюся к решению краевой задачи (7), (2), (3).

Выберем последовательность {𝜀𝑚}∞𝑚=1 положительных чисел так, чтобы выполнялось
𝜀𝑚 → 0 при 𝑚→ ∞.

Повторяя доказательство оценок (10), (11) и (13), но только в слагаемом правой ча-
сти (12) с произведением 𝑓∆𝑢𝜀𝑚𝜏 выполняя интегрирование по частям (по переменной 𝜏),
нетрудно получить оценку

𝜀𝑚

∫︁
𝑄

(∆𝑢𝜀𝑚𝜏 )2𝑑𝑥𝑑𝜏 + ||∆𝑢𝜀𝑚||2𝐿∞(0,𝑇 ;𝐿2(Ω)) + ||𝑢𝜀𝑚𝑡𝑡 ||2𝐿2(𝑄) 6𝑀1

с постоянной 𝑀1, не зависящей от 𝜀. Вновь используя компактность вложений
𝑊 1

2 (𝑄) ⊂ 𝐿2(𝑄), 𝑊 1
2 (𝑄) ⊂ 𝐿2(𝜕𝑄), получим, что существуют последовательность {𝑚𝑘}∞𝑘=1

натуральных чисел и функция 𝑢(𝑥, 𝑡) такие, что при 𝑘 → ∞ имеют место сходимости

𝜀𝑚𝑘
→ 0,

𝑢𝜀𝑚𝑘 (𝑥, 𝑡) → 𝑢(𝑥, 𝑡) слабо в 𝑊 2
2 (𝑄),

𝜀𝑚𝑘
∆𝑢

𝜀𝑚𝑘
𝑡 (𝑥, 𝑡) → 0 слабо в 𝐿2(𝑄),

𝑢
𝜀𝑚𝑘
𝑡 (𝑥, 𝑇 ) → 𝑢𝑡(𝑥, 𝑇 ) сильно в 𝐿2(Ω),

𝑢
𝜀𝑚𝑘
𝑥𝑖 (𝑥, 𝑇 ) → 𝑢𝑥𝑖

(𝑥, 𝑇 ) сильно в 𝐿2(Ω) для 𝑖 = 1, ..., 𝑛,
Φ(𝑢𝜀𝑚𝑘 ) → Φ(𝑢).

Из этих сходимостей следует, что для предельной функции 𝑢(𝑥, 𝑡) выполняется урав-
нение (7) и выполняются условия (2) и (3). Далее, для предельной функции 𝑢(𝑥, 𝑡) бу-

дет выполняться включение 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω) ∩

∘
𝑊

1

2(Ω)). Из этого включения и
из принадлежности функции 𝑓(𝑥, 𝑡) пространству 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) следует, что функция
𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) будет принадлежать этому же пространству. Другими словами, предельная функ-
ция 𝑢(𝑥, 𝑡) будет принадлежать требуемому классу и тем самым будет представлять собой
искомое решение краевой задачи (7), (2), (3).

Теорема доказана.

Перейдем к исследованию разрешимости обратной задачи I.
Наиболее простой представляется ситуация, когда в задаче I выполняется 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0.

Теорема 2. Пусть функции 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥) и 𝑢1(𝑥) таковы, что 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0,

𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2
2 (Ω) ∩

∘
𝑊

1

2(Ω), 𝑢1(𝑥) ∈
∘
𝑊

1

2(Ω), и пусть выполняется условие (6). Тогда обрат-

ная задача I имеет решение {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑐} такое, что 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω) ∩

∘
𝑊

1

2(Ω)),

𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;
∘
𝑊

1

2(Ω)), 𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)), 𝑐 ≥ 0.

Доказательство. При выполнении условий теоремы краевая задача (7), (2), (3) имеет
решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее указанному в теореме классу. Заметим, что в случае
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𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0 выполняется Φ(𝑢) ≥ 0. Умножим уравнение (7) на функцию 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) и про-
интегрируем по цилиндру 𝑄. Получим равенство

1

2

∫︁
Ω

𝑢2𝑡 (𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

𝑢2𝑥𝑖
(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥+

𝑏0 − 𝑏1𝐺𝛽(Φ(𝑢))

2

∫︁
Ω

𝑢2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥 =

=
1

2
(𝐵0 +𝐵1 + 𝑏0𝐴0) −

𝑏1𝐴0𝐺𝛽(Φ(𝑢))

2
. (15)

Из этого равенства следует оценка

Φ(𝑢) + 𝑏1𝐴0𝐺𝛽(Φ(𝑢)) 6 𝐵0 +𝐵1 + 𝑏0𝐴0

(здесь использовалось левое неравенство (9)). Далее, имеет место неравенство
𝐺𝛽(Φ(𝑢)) 6 Φ(𝑢). Отсюда

(1 + 𝑏1𝐴0)𝐺𝛽(Φ(𝑢)) 6 𝐵0 +𝐵1 + 𝑏0𝐴0,

или
𝐺𝛽(Φ(𝑢)) 6 𝐵0 +𝐵1.

Но тогда выполняется 𝐺𝛽(Φ(𝑢)) = Φ(𝑢). Данное равенство означает, что решение 𝑢(𝑥, 𝑡)
краевой задачи (7), (2), (3) будет решением уравнения

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢+ [𝑏0 − 𝑏1Φ(𝑢)]𝑢 = 0. (16)

Обозначим 𝑐 = 𝑏0−𝑏1Φ(𝑢). Тогда функция 𝑢(𝑥, 𝑡) и число 𝑐 будут связаны в цилиндре 𝑄
уравнением (1), для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) будут выполняться нужные включения и будут вы-
полняться условия (2) и (3), число 𝑐 будет неотрицательным. Покажем, что для функции
𝑢(𝑥, 𝑡) будет выполняться условие (4).

Обозначим

𝛼 =

∫︁
Ω

𝑢2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥.

Имеют место равенства

𝑐(𝐴− 𝐴0) = 𝑏0 − 𝑏1Φ(𝑢), 𝑐(𝛼− 𝐴0) = 𝑏0 − 𝑏1Φ(𝑢).

Отсюда
𝑐(𝛼− 𝐴) = 0. (17)

Обозначим через 𝑈0(𝑥, 𝑡) решение краевой задачи (1) – (3) в случае 𝑐 = 0. Если имеет
место равенство

𝐴 =

∫︁
Ω

𝑈2
0 (𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥, (18)

то решением обратной задачи I будет пара {𝑈0(𝑥, 𝑡), 0}, и тем самым автоматически для
этого решения будет выполняться условие (4). Если же равенство (18) не имеет место,
то тогда число 𝑐 не равно нулю, и, значит, из (17) следует 𝛼 = 𝐴. А это и означает, что
для решения 𝑢(𝑥, 𝑡) краевой задачи (7), (2), (3) выполняются все требуемые включения
и выполняются условия (2) – (4). Тем самым пара {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑏0 − 𝑏1Φ(𝑢)} будет требуемым
решением обратной задачи I.

Теорема доказана.

При исследовании разрешимости обратной задачи I с ненулевой функцией 𝑓(𝑥, 𝑡) важ-
ную роль будет играть неравенство Φ(𝑢) ≥ 0 для решений 𝑢(𝑥, 𝑡) краевой задачи (7),
(2). (3). Приведем простое утверждение, дающее достаточные условия выполнения этого
неравенства.
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Пусть 𝜓(𝑥) есть функция из пространства
∘
𝑊

1

2(Ω). Имеет место неравенство∫︁
Ω

𝜓2(𝑥)𝑑𝑥 6 𝑚0

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

𝜓2
𝑥𝑖

(𝑥)𝑑𝑥 (19)

с некоторым числом 𝑚0, определяющимся лишь областью Ω.
Положим

𝑁1 = [𝑚0𝑁0(𝑒
𝑇 − 1)]

1
2 , 𝑁2 = (𝑇 2𝑁0𝑒

𝑇 + 2𝑇𝐴0)
1
2

(число 𝑁0 определено при доказательстве априорных оценок (10) и (11) решений краевой
задачи (7𝜀,𝑤)), (2), (3).

Утверждение 1. Пусть выполняются условия теоремы 1, а также условие

2

⎛⎝∫︁
𝑄

𝑓 2
𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠ 1
2

min(𝑁1, 𝑁2) 6 2

∫︁
Ω

𝑓(𝑥, 0)𝑢0(𝑥)𝑑𝑥−𝑚0

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥. (20)

Тогда для решений 𝑢(𝑥, 𝑡) краевой задачи (7), (2), (3) выполняется неравенство
Φ(𝑢) ≥ 0. (21)

Доказательство. Прежде всего заметим, что решение 𝑢(𝑥, 𝑡) краевой задачи (7), (2), (3)
из указанного в теореме 1 класса существует. Обозначим для краткости

𝐼(𝑢) =

∫︁
Ω

𝑢2𝑡 (𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁
Ω

𝑢2𝑥𝑖
(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥.

Имеет место равенство

Φ(𝑢) = 𝐼(𝑢) + 2

∫︁
Ω

𝑓(𝑥, 0)𝑢0(𝑥)𝑑𝑥− 2

∫︁
Ω

𝑓(𝑥, 𝑇 )𝑢(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥+ 2

∫︁
𝑄

𝑓𝑡𝑢𝑑𝑥𝑑𝑡. (22)

Далее, имеют место неравенства

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Ω

𝑓(𝑥, 𝑇 )𝑢(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝛿2

∫︁
Ω

𝑢2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥+
1

𝛿2

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥 6

6 𝛿2𝑚0

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

𝑢2𝑥𝑖
(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥+

1

𝛿2

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥 6 𝛿2𝑚0𝐼 +
1

𝛿2

∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥, (23)

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
𝑄

𝑓𝑡𝑢𝑑𝑥𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 2

⎛⎝∫︁
𝑄

𝑓 2
𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠ 1
2
⎛⎝∫︁

𝑄

𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠ 1
2

6

6 2

⎛⎝∫︁
𝑄

𝑓 2
𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠ 1
2
⎛⎝𝑚0

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑄

𝑢2𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠ 1
2

6 2𝑁1

⎛⎝∫︁
𝑄

𝑓 2
𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠ 1
2

, (24)

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
𝑄

𝑓𝑡𝑢𝑑𝑥𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 2

⎛⎝∫︁
𝑄

𝑓 2
𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠ 1
2
⎛⎝∫︁

𝑄

𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠ 1
2

6

6 2

⎛⎝∫︁
𝑄

𝑓 2
𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠ 1
2
⎡⎣𝑇 2

∫︁
𝑄

𝑢2𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡+ 2𝐴0𝑇

⎤⎦ 1
2

6 2𝑁2

⎛⎝∫︁
𝑄

𝑓 2
𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠ 1
2

. (25)
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В неравенстве (23) зафиксируем число 𝛿 так, чтобы выполнялось 𝛿2𝑚0 = 1. Тогда из
представления (22), неравенств (23)–(25) и условия (20) и будет вытекать требуемое нера-
венство (21).

Утверждение доказано.

Теорема 3. Пусть функции 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥) и 𝑢1(𝑥) таковы, что 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄),

𝑓𝑡 ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2
2 (Ω) ∩

∘
𝑊

1

2(Ω), 𝑢1(𝑥) ∈
∘
𝑊

1

2(Ω), и пусть выполняются усло-
вия (6) и (20). Тогда обратная задача I имеет решение {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑐} такое, что

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω) ∩

∘
𝑊

1

2(Ω)), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;
∘
𝑊

1

2(Ω)), 𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)),
𝑐 ≥ 0.

Доказательство этой теоремы, как и теоремы 2, основано на получении оценки
𝐺𝛽(Φ(𝑢)) 6 𝐵0 + 𝐵1 (при этом используется неравенство Φ(𝑢) ≥ 0). Уточним лишь, что
вместо функции 𝑈0(𝑥, 𝑡) необходимо использовать функцию 𝑈1(𝑥, 𝑡), являющуюся реше-
нием начально-краевой задачи (1)–(3) в случае 𝑐 = 0.

3. Разрешимость обратной задачи II

Исследование разрешимости обратной задачи II проводится в целом вполне аналогично
исследованию разрешимости обратной задачи I. Вначале устанавливается разрешимость
вспомогательной задачи (7), (2), (5), и делается это полностью аналогично доказательству
разрешимости задачи (7), (2), (3). Далее доказывается разрешимость обратной задачи
II в случае 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0, что также делается аналогично доказательству теоремы 2. На
следующем шаге доказывается утверждение о справедливости неравенства Φ(𝑢) ≥ 0 для
решений 𝑢(𝑥, 𝑡) краевой задачи (7), (2), (5). Наконец, на последнем шаге устанавливается
разрешимость обратной задачи II в случае ненулевой функции 𝑓(𝑥, 𝑡). Какие-либо отличия
всей этой схемы от схемы исследования разрешимости обратной задачи I имеются лишь в
условиях, определяющих неравенство Φ(𝑢) ≥ 0 для решений краевой задачи (7), (2), (5),
поэтому приведем соответствующее утверждение полностью.

Положим

𝑁3 =
(︀
2𝑇𝑁0(𝑒

𝑇 − 1) + 2𝐴0

)︀ 1
2 .

Утверждение 2. Пусть функции 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥) и 𝑢1(𝑥) таковы, что 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄),
𝑓𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2

2 (Ω), 𝜕𝑢0(𝑥)
𝜕𝜈

= 0 при 𝑥 ∈ Γ, 𝑢1(𝑥) ∈ 𝑊 1
2 (Ω). Кроме того, пусть

выполняются условия (6), а также условие

𝑁3

⎛⎝∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥

⎞⎠ 1
2

+𝑁2

⎛⎝∫︁
𝑄

𝑓 2
𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠ 1
2

6
∫︁
Ω

𝑓(𝑥, 0)𝑢0(𝑥)𝑑𝑥. (26)

Тогда для решений 𝑢(𝑥, 𝑡) краевой задачи (7), (2), (5) выполняется неравенство (21).

Доказательство. При выполнении указанных в формулировке утверждения включений
для функций 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥) и 𝑢1(𝑥) и при выполнении условия (6) краевая задача (7), (2),
(5) имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡) такое, что 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2

2 (Ω)), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
2 (Ω)),

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) (как уже говорилось выше, соответствующая теорема доказы-
вается полностью аналогично тому, как доказывалась теорема 1). Далее, для Φ(𝑢) имеет
место представление (22), для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) имеют место неравенства

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Ω

𝑓(𝑥, 𝑇 )𝑢(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 2

⎛⎝∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥

⎞⎠ 1
2
⎛⎝∫︁

Ω

𝑢2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥

⎞⎠ 1
2

6
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6 2

⎛⎝∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥

⎞⎠ 1
2
⎡⎣2𝑇

∫︁
𝑄

𝑢2𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡+ 2𝐴0

⎤⎦ 1
2

6 2𝑁3

⎛⎝∫︁
Ω

𝑓 2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥

⎞⎠ 1
2

. (27)

Используя теперь (27), (25), условие (26) и представление (22), получим, что для функ-
ции 𝑢(𝑥, 𝑡) выполняется неравенство (21).

Утверждение доказано.

В заключение сформулируем теоремы существования решения обратной задачи II.

Теорема 4. Пусть функции 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥) и 𝑢1(𝑥) таковы, что 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0,
𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2

2 (Ω), 𝜕𝑢0(𝑥)
𝜕𝜈

= 0 при 𝑥 ∈ Γ, 𝑢1(𝑥) ∈ 𝑊 1
2 (Ω), и пусть выполняется условие (6).

Тогда обратная задача II имеет решение {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑐} такое, что 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω)),

𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
2 (Ω)), 𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)), 𝑐 ≥ 0.

Теорема 5. Пусть функции 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥) и 𝑢1(𝑥) таковы, что 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄),
𝑓𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2

2 (Ω), 𝜕𝑢0(𝑥)
𝜕𝜈

= 0 при 𝑥 ∈ Γ, 𝑢1(𝑥) ∈ 𝑊 1
2 (Ω), и пусть выпол-

няются условия (6) и (26). Тогда обратная задача II имеет решение {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑐} такое,
что 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2

2 (Ω)), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
2 (Ω)), 𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)), 𝑐 ≥ 0.

Доказательство этих теорем теперь очевидно.

4. Комментарии и дополнения

1. Технику, использованную в настоящей работе, можно применять во многих других
ситуациях. Так, с помощью этой техники можно исследовать разрешимость обратных
задач с условием переопределения (4), с неизвестным решением 𝑢(𝑥, 𝑡) и с неизвестным
постоянным коэффициентом 𝑐

а) для уравнения Баренблатта-Желтова-Кочиной [34]

𝑢𝑡 − 𝑎∆𝑢− 𝑏∆𝑢𝑡 + 𝑐𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (28)

(𝑎 > 0, 𝑏 > 0);
б) для псевдогиперболических уравнений

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎∆𝑢− 𝑏∆𝑢𝑡 + 𝑐𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (29)

(𝑎 > 0, 𝑏 > 0);
в) для нестационарных уравнений высокого порядка

𝑢𝑡𝑡 + (−1)𝑚∆𝑚𝑢+ 𝑐𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (30)

(𝑚 > 0 – целое).
Наряду с обратными задачами для уравнений (28)–(30), имеющими постоянные коэф-

фициенты, нетрудно исследовать и подобные изученным обратные задачи для некоторых
нестационарных уравнений с переменными коэффициентами. Например, используя техни-
ку настоящей работы, нетрудно исследовать разрешимость обратной задачи с условиями
(2)–(4) для уравнений

𝑢𝑡𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︀
𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑗

)︀
+ 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡),

при выполнении условий

𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2(𝑄), 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) = 𝑎𝑗𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄;

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝑎0|𝜉|2, 𝑎0 > 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛;
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𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑡 (𝑥, 𝑡)𝜉𝑖𝜉𝑗 6 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛;

𝑏(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄), 𝑏(𝑥, 𝑡) ≥ 𝑏0 > 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄.

Нетрудно привести и другие примеры уравнений с переменными коэффициентами, для
которых обратные задачи I и II можно изучить с помощью техники настоящей работы.

2. Очевидно, что условия (20) и (26) выполняются для тождественно нулевой функции
𝑓(𝑥, 𝑡), при этом функция 𝑢0(𝑥) может быть как нулевой, так и не нулевой. Если же
функция 𝑓(𝑥, 𝑡) не тождественно нулевая, то и функция 𝑢0(𝑥) не может быть тождественно
нулевой. Более того, число ∫︁

Ω

𝑓(𝑥, 0)𝑢0(𝑥)𝑑𝑥

должно быть положительным; для выполнения же условий (20) или (26) достаточно, на-
пример, чтобы число 𝑇 было малым.

3. В настоящей работе не изучается вопрос о единственности решений обратных задач
I и II.

4. Представляется, что результаты о разрешимости краевых задач (7), (2), (3) и (7),
(2), (5) могут иметь и самостоятельное значение для теории "нагруженных"уравнений.
Заметим, что в уравнении (7) функцию Φ(𝑢) можно заменить функцией ̃︀Φ(𝑢), имеющей
вид ̃︀Φ(𝑢) =

∫︁
Ω

𝑢2𝑡 (𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁
Ω

𝑢2𝑥𝑖
(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥− 2

∫︁
𝑄

𝑔𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡

с функцией 𝑔(𝑥, 𝑡) такой, что 𝑔(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑔𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄).
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