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СИММЕТРИЙНАЯ РЕДУКЦИЯ И ИНВАРИАНТНЫЕ
РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОГО

ДРОБНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
АНОМАЛЬНОЙ ДИФФУЗИИ С ИСТОЧНИКОМ

С.Ю. ЛУКАЩУК

Аннотация. Рассматривается задача построения инвариантных решений для нели-
нейного дробно-дифференциального уравнения аномальной диффузии с источником.
На основе проведенной ранее групповой классификации исследуемого уравнения, для
каждого случая классификации построена оптимальная система одномерных подал-
гебр алгебр Ли инфинитезимальных операторов группы точечных преобразований,
допускаемых уравнением. Для каждой одномерной подалгебры каждой оптимальной
системы найден соответствующий вид инвариантного решения и выполнена симмет-
рийная редукция к обыкновенному дифференциальному уравнению. Доказано, что
выделяется всего три различных типа редукционных уравнений (фактор-уравнений):
обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка, интегрируемое в квад-
ратурах, и два обыкновенных нелинейных дробно-дифференциальных уравнения, для
ряда частных случаев которых в работе построены точные решения.
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1. Введение

Рассматривается нелинейное уравнение аномальной диффузии

𝐷𝛼
𝑡 𝑢 = (𝑘(𝑢)𝑢𝑥)𝑥 + 𝑓(𝑢), 𝛼 ∈ (0, 2) (1)

с дробной производной Римана–Лиувилля [1, 2] по времени:

𝐷𝛼
𝑡 𝑢 =

1

Γ(𝑛− 𝛼)

𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑛

∫︁ 𝑡

0

𝑢(𝑥, 𝜏)

(𝑡− 𝜏)𝛼−𝑛+1
𝑑𝜏. (2)

Здесь Γ(𝑧) — гамма-функция и 𝑛 = [𝛼] + 1.
Уравнение (1) при 𝛼 ∈ (0, 1) известно как уравнение субдиффузии, а при 𝛼 ∈ (1, 2)

представляет собой диффузионно-волновое уравнение [3–6]. В предельном случае 𝛼 = 1
оно переходит в классическое уравнение диффузии, при 𝛼 = 2 — в волновое уравнение.

В настоящее время наиболее хорошо изученным является случай, когда уравнение (1) не
содержит источника (𝑓(𝑢) = 0) и является линейным (𝑘(𝑢) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). Вопросы существо-
вания и единственности решения соответствующих начально-краевых задач для такого
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линейного уравнения изучались многими авторами, которые показали, что решения этих
задач представляются, как правило, через специальные функции Райта и Фокса [6–8].

Нелинейные уравнения аномальной диффузии изучались менее интенсивно. Это обу-
словлено значительной сложностью исследования нелинейных интегро-дифференциаль-
ных уравнений, частным случаем которых является и уравнение (1). Тем не менее, су-
ществует ряд общих математических подходов, позволяющих построить точные реше-
ния нелинейных дифференциальных уравнений, одним из которых является современный
групповой анализ [9, 10].

Исследование симметрийных свойств уравнений дробного порядка представляет собой
весьма непростую задачу даже для линейных уравнений. Сложность задачи обусловлена,
прежде всего, свойствами интегро-дифференциального оператора дробного дифференци-
рования и связана с его нелокальностью. В отличие от классического оператора диф-
ференцирования целого порядка, действие оператора дробного дифференцирования на
произведение двух функций представляется не конечной суммой, а бесконечным рядом
(так называемое, обобщенное правило Лейбница) [1]. Еще более сложным образом пред-
ставляется дробная производная сложной функции — в общем случае приходится иметь
дело с четырехкратным рядом [13]. В результате решение определяющих уравнений для
нахождения группы точечных преобразований оказывается весьма трудоемким.

Общие методы теории групп преобразований для дробно-дифференциальных уравне-
ний представлены в работах [13–18]. Построены формулы продолжения группы точечных
преобразований на дробно-дифференциальные переменные, предложен алгоритм нахож-
дения линейно-автономных симметрий таких уравнений, развиты алгоритмы построения
законов сохранения по известным симметриям на основе дробно-дифференциальных обоб-
щений теоремы Нётер.

Для дробно-дифференциальных уравнений аномальной диффузии симметрии впервые
использованы для построения инвариантных решений в работах [11, 12]. Были построе-
ны инвариантные решения линейного уравнения субдиффузии и диффузионно-волнового
уравнения с производными Римана–Лиувилля, соответствующие группе неравномерных
растяжений. Было показано, что решения представляются через функции Райта.

В работе [14] проведена групповая классификация нелинейного уравнения (1) без ис-
точника. Показано, что такое уравнение всегда допускает двухпараметрическую группу,
состоящую из группы переносов по переменной 𝑥 и группы неравномерных растяжений.
Эта основная группа расширяется для четырех частных видов зависимости коэффициента
диффузии 𝑘(𝑢): 𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑘 = 𝑢𝜎, 𝑘 = 𝑢2𝛼/(1−𝛼) и 𝑘 = 𝑢−4/3.

В работе [19] приведены результаты групповой классификации классического (𝛼 = 1)
уравнения диффузии с источником вида (1), а также инвариантные решения, соответству-
ющие оптимальным системам одномерных подалгебр для каждого случая групповой клас-
сификации. Групповая классификация дробно-дифференциального уравнения (1) прове-
дена в работе [20]. Там же построены некоторые инвариантные решения этого уравнения.
Однако, задача построения инвариантных решений этого уравнения, соответствующих
оптимальным системам подалгебр, в [20] лишь обозначена.

В настоящей работе приводится решение этой задачи для всех одномерных подалгебр
конечномерных алгебр Ли инфинитезимальных операторов групп точечных преобразова-
ний, допускаемых уравнением (1). Доказано, что в результате симметрийной редукции
исходное уравнение аномальной диффузии приводится к одному из трех видов обыкно-
венных дифференциальных уравнений, называемых редуцированными уравнениями, или
фактор-уравнениями (в терминах академика Л. В. Овсянникова): одному уравнению вто-
рого порядка, которое проинтегрировано в квадратурах, и двум обыкновенным дробно-
дифференциальным уравнениям, для которых найдены допускаемые ими группы линейно-
автономных симметрий и построены соответствующие инвариантные решения.
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2. Оптимальные системы одномерных подалгебр

Так как (1) является скалярным уравнением с двумя независимыми переменными, то
для построения инвариантных решений могут быть использованы только одно- и двумер-
ные подалгебры. При этом решения, построенные на двумерных подалгебрах, являются
частными случаями решений, построенных на соответствующих вложенных одномерных
подалгебрах. Поэтому интерес представляют, в первую очередь, одномерные подалгебры.

Групповая классификация уравнения (1) выполнена в работе [20], ее результаты приве-
дены в первых трех столбцах табл. 1. При этом функция 𝑔(𝑡, 𝑥), определяющая бесконеч-
номерную алгебру 𝐿∞, в случаях I.1 и I.2 является произвольным решением уравнения
𝐷𝛼
𝑡 𝑔 = 𝑔𝑥𝑥, а в случае I.3 — уравнения 𝐷𝛼

𝑡 𝑔 = 𝑔𝑥𝑥 + 𝛿𝑔.
В четвертом столбце (𝐿) таблицы 1 указан тип соответствующей алгебры инфините-

зимальных операторов. Из анализа табл. 1 видно, что конечномерная часть алгебр Ли
операторов групп, допускаемых уравнением (1), исчерпывается шестью типами алгебр —
двумя двумерными, двумя трехмерными и двумя четырехмерными:

1) 𝐿2 = 2𝐴1;
2) 𝐿2 = 𝐴2 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒2;
3) 𝐿3 = 𝐴2 ⊕ 𝐴1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒2;
4) 𝐿3 = 𝐴3,8 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒3, 𝑒1] = 2𝑒2;
5) 𝐿4 = 2𝐴2 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒4;
6) 𝐿4 = 𝐴3,8 ⊕ 𝐴1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒3, 𝑒1] = 2𝑒2

(здесь 𝑒𝑖 — 𝑖-й базисный вектор алгебры и, как обычно, указаны только ненулевые ком-
мутационные соотношения).

Также в четвертом столбце (𝐿) табл. 1 указана связь между базисами {𝑒𝑖} и {𝑋𝑖}.
Например, в случае IV.5 запись < 2

𝜔
(4 − 1), 1

𝜔
(1 + 3 − 4), 1

𝜔
(1 + 3), 2 > означает, что имеет

место замена базиса

𝑒1 =
2

𝜔
(𝑋4 −𝑋1), 𝑒2 =

1

𝜔
(𝑋1 +𝑋3 −𝑋4), 𝑒3 =

1

𝜔
(𝑋1 +𝑋3), 𝑒4 = 𝑋2.

Для алгебр малых размерностей оптимальные системы подалгебр хорошо известны.
В частности, для вещественных алгебр Ли размерности три и четыре такие оптимальные
системы построены в работе [21]. Соответствующие оптимальные системы одномерных
подалгебр были взяты за основу в данной работе. В ряде случаев, для упрощения по-
строения инвариантных решений, эти системы были дополнительно преобразованы с по-
мощью соответствующих групп внутренних автоморфизмов алгебр. Также учитывалось,
что уравнение (1) инвариантно относительно отражения 𝑥̄ = −𝑥. Окончательный вид оп-
тимальных систем одномерных подалгебр для рассматриваемого уравнения приведен в
последнем столбце (Θ𝐿1) табл. 1. Все оптимальные системы записаны в базисе {𝑋𝑖}. Как
обычно, указаны только номера соответствующих операторов, т.е. запись 2 + 𝛽3 означа-
ет подалгебру с оператором 𝑋2 + 𝛽𝑋3, где 𝛽 — произвольная вещественная постоянная.
Из табл. 1 видно, что размерность соответствующих оптимальных систем одномерных
подалгебр для уравнения (1) не превышает семи.

3. Симметрийная редукция

Для каждого случая каждой оптимальной системы одномерных подалгебр из табл. 1
был найден вид соответствующего инвариантного решения и проведена симметрийная
редукция уравнения (1). Результаты представлены в табл. 2. Редукция проводилась та-
ким образом, чтобы сохранить вид дробной производной Римана–Лиувилля. Отметим,
что такой подход является не единственно возможным. В работе [11] для построения ин-
вариантного решения на группе неравномерных растяжений использовалась редукция к
уравнению с дробно-дифференциальным оператором типа Эрдейи–Кобера.
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Таблица 1: Групповая классификация уравнения (1)
и оптимальные системы одномерных подалгебр
(здесь 𝜀 = ±1, 𝛿 = ±1, 𝛽, 𝛾 ∈ R, 𝜌, 𝜆 ≥ 0, 𝜔 = 2/

√
3)

𝑘(𝑢) 𝑓(𝑢) 𝑋 𝐿 Θ𝐿1

I. 𝑘 = 1 1. 𝑓 = 0 𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑥
, 𝐿3 ⊕ 𝐿∞, 1. {1}

𝑋2 = 2
𝛼
𝑡 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑥 𝜕
𝜕𝑥
, 𝐿3 = 𝐴2 ⊕ 𝐴1 2. {1 + 3}

𝑋3 = 𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, < −2, 1, 3 > 3. {2 + 𝛽3}

𝑋∞ = 𝑔(𝑡, 𝑥) 𝜕
𝜕𝑢

4. {3}
2. 𝑓 = 𝛿 𝑋1 = 𝜕

𝜕𝑥
, 𝐿3 ⊕ 𝐿∞ 1. {1}

𝑋2 = 2
𝛼
𝑡 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝐿3 = 𝐴2 ⊕ 𝐴1 2. {1 + 3}
+ 2𝛿

Γ(1+𝛼)
𝑡𝛼 𝜕

𝜕𝑢
< −2, 1, 3 > 3. {2 + 𝛽3}

𝑋3 =
(︁
𝑢− 𝛿

Γ(𝛼+1)
𝑡𝛼
)︁

𝜕
𝜕𝑢
, 4. {3}

𝑋∞ = 𝑔(𝑡, 𝑥) 𝜕
𝜕𝑢

3. 𝑓 = 𝛿𝑢+ 𝜒 𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑥
, 𝐿2 ⊕ 𝐿∞, 1. {1}

𝑋2 =[𝑢−𝜒𝑡𝛼𝐸𝛼,𝛼+1(𝛿𝑡
𝛼)] 𝜕

𝜕𝑢
, 𝐿2 = 2𝐴1 2. {𝛽1 + 2}

𝑋∞ = 𝑔(𝑡, 𝑥) 𝜕
𝜕𝑢

< 1, 2 >

4. 𝑓 = 𝛿𝑢𝛾 𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑥
, 𝐿2 = 𝐴2 1. {1}

(𝛾 ̸= 0, 1) 𝑋2 = 2
𝛼
𝑡 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+ 2
1−𝛾𝑢

𝜕
𝜕𝑢

< −2, 1 > 2. {2}
II. 𝑘 = 𝑢𝜎 1. 𝑓 = 0 𝑋1 = 𝜕

𝜕𝑥
, 𝐿3 = 𝐴2 ⊕ 𝐴1 1. {1}

(𝜎 ̸= 0, 𝑋2 = 2
𝛼
𝑡 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑥 𝜕
𝜕𝑥
, < −2, 1,−3 > 2. {1 + 3}

−4
3
, 2𝛼

1−𝛼) 𝑋3 = 𝜎
𝛼
𝑡 𝜕
𝜕𝑡
− 𝑢 𝜕

𝜕𝑢
3. {2 + 𝛽3}
4. {3}

2. 𝑓 = 𝛿𝑢𝛾 𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑥
, 𝐿2 = 𝐴2 1. {1}

(𝛾 ̸= 𝜎 + 1) 𝑋2 = 2(1−𝛾)
𝛼(𝜎+1−𝛾)𝑡

𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+ < −2, 1 > 2. {2}
+ 2
𝜎+1−𝛾𝑢

𝜕
𝜕𝑢

3. 𝑓 = 𝛿𝑢𝜎+1 𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑥
, 𝐿2 = 2𝐴1 1. {1}

𝑋2 = 𝜎
𝛼
𝑡 𝜕
𝜕𝑡
− 𝑢 𝜕

𝜕𝑢
< 1, 2 > 2. {𝛽1 + 2}

III. 𝑘 = 𝑢
2𝛼
1−𝛼 1. 𝑓 = 0 𝑋1 = 𝜕

𝜕𝑥
, 𝐿4 = 2𝐴2 1. {1}

𝑋2 = 𝑡 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝛼−1
2
𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, < −3, 1, 2, 4 > 2. {1 + 2}

𝑋3 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

− 𝛼−1
𝛼
𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, 3. {1 + 4}

𝑋4 = 𝑡2 𝜕
𝜕𝑡

+ (𝛼− 1)𝑡𝑢 𝜕
𝜕𝑢

4. {2}
5. {𝛽2 + 3}
6. {3 + 𝜀4}
7. {4}

2. 𝑓 = 𝛿𝑢𝛾 𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑥
, 𝐿2 = 𝐴2 1. {1}

(𝛾 ̸= 1+𝛼
1−𝛼) 𝑋2 = 2(1−𝛾)(1−𝛼))

𝛼[1−𝛾+𝛼(1+𝛾)]𝑡
𝜕
𝜕𝑡

+ < −2, 1 > 2. {2}
+𝑥 𝜕

𝜕𝑥
+ 2(1−𝛼)

1−𝛾+𝛼(1+𝛾)𝑢
𝜕
𝜕𝑢



118 С.Ю. ЛУКАЩУК

Продолжение таблицы 1

𝑘(𝑢) 𝑓(𝑢) 𝑋 𝐿 Θ𝐿1

3. 𝑓 = 𝛿𝑢
1+𝛼
1−𝛼 𝑋1 = 𝜕

𝜕𝑥
, 𝐿3 = 𝐴2 ⊕ 𝐴1 1. {1}

𝑋2 = 𝑡 𝜕
𝜕𝑡

+ (𝛼−1)
2
𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, < 2, 3, 1 > 2. {𝛽1 + 2}

𝑋3 = 𝑡2 𝜕
𝜕𝑡

+ (𝛼− 1)𝑡𝑢 𝜕
𝜕𝑢

3. {1 + 3}
4. {3}

IV. 𝑘 = 𝑢−
4
3 1. 𝑓 = 0 𝑋1 = 𝜕

𝜕𝑥
, 𝐿4 = 𝐴3,8 ⊕ 𝐴1 1. {1}

𝑋2 = 2
𝛼
𝑡 𝜕
𝜕𝑡

+ 3
2
𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, < 1, 3,−4, 2 > 2. {1 + 2}

𝑋3 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

− 3
2
𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, 3. {1+𝛽2−4}

𝑋4 = 𝑥2 𝜕
𝜕𝑥

− 3𝑥𝑢 𝜕
𝜕𝑢

4. {2}
5. {𝜌2 + 3}

2. 𝑓 = 𝛿𝑢 𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑥

𝐿3 = 𝐴3,8 1. {1}
𝑋2 = 𝑥 𝜕

𝜕𝑥
− 3

2
𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, < 1, 2,−3 > 2. {2}

𝑋3 = 𝑥2 𝜕
𝜕𝑥

− 3𝑥𝑢 𝜕
𝜕𝑢

3. {1 − 3}
3. 𝑓 = 𝛿𝑢𝛾 𝑋1 = 𝜕

𝜕𝑥
, 𝐿2 = 𝐴2 1. {1}

(𝛾 ̸= −1
3
, 1) 𝑋2 = 6(1−𝛾)

𝛼(1+3𝛾)
𝑡 𝜕
𝜕𝑡
− 𝑥 𝜕

𝜕𝑥
+ < 2, 1 > 2. {2}

+ 6
1+3𝛾

𝑢 𝜕
𝜕𝑢

4. 𝑓 = 𝑢−
1
3 𝑋1 = 𝜕

𝜕𝑥
, 𝐿4 = 𝐴3,8 ⊕ 𝐴1 1. {1}

𝑋2 = 4𝑡 𝜕
𝜕𝑡

+ 3𝛼𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, < 1

𝜔
3,− 1

𝜔
1, 2. {𝜌1 + 2}

𝑋3 = 𝑒𝜔𝑥 𝜕
𝜕𝑥

−
√

3𝑒𝜔𝑥𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, − 1

𝜔
4, 2 > 3. {2 + 𝜀3}

𝑋4 = 𝑒−𝜔𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+
√

3𝑒−𝜔𝑥𝑢 𝜕
𝜕𝑢

4. {𝛽2+3−4}
5. {3}

5. 𝑓 = −𝑢− 1
3 𝑋1 = 𝜕

𝜕𝑥
, 𝐿4 = 𝐴3,8 ⊕ 𝐴1 1. {1}

𝑋2 = 4𝑡 𝜕
𝜕𝑡

+ 3𝛼𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, < 2

𝜔
(4 − 1), 2. {𝜌1 + 2}

𝑋3 = cos(𝜔𝑥) 𝜕
𝜕𝑥

+ 1
𝜔

(1 + 3 − 4), 3. {1 + 2 + 3}
+
√

3 sin(𝜔𝑥)𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, 1

𝜔
(1 + 3), 2 > 4. {1 + 4}

𝑋4 = sin(𝜔𝑥) 𝜕
𝜕𝑥
− 5. {𝜆2 + 3}

−
√

3 cos(𝜔𝑥)𝑢 𝜕
𝜕𝑢

6. 𝑓 = 𝑢−
1
3 + 𝑋1 = 𝜕

𝜕𝑥
, 𝐿3 = 𝐴3,8 1. {1}

+𝜒𝑢 𝑋2 = 𝑒𝜔𝑥 𝜕
𝜕𝑥

−
√

3𝑒𝜔𝑥𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, < 1

𝜔
2,− 1

𝜔
1, 2. {2}

𝑋3 = 𝑒−𝜔𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+
√

3𝑒−𝜔𝑥𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, − 1

𝜔
3 > 3. {2 − 3}

7. 𝑓 = 𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑥
, 𝐿3 = 𝐴3,8 1. {1}

= −𝑢− 1
3 + 𝜒𝑢 𝑋2 = cos(𝜔𝑥) 𝜕

𝜕𝑥
+ < 2

𝜔
(3 − 1), 2. {1 + 3}

+
√

3 sin(𝜔𝑥)𝑢 𝜕
𝜕𝑢
, 1

𝜔
(1 + 2 − 3), 3. {2}

𝑋3 = sin(𝜔𝑥) 𝜕
𝜕𝑥
− 1

𝜔
(1 + 2) >

−
√

3 cos(𝜔𝑥)𝑢 𝜕
𝜕𝑢
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Таблица 2: Вид инваринтных решений и соответству-
ющие редуцированные уравнения для уравнения (1)
(здесь 𝜀 = ±1, 𝛿 = ±1, 𝛽, 𝛾 ∈ R, 𝜌, 𝜆 ≥ 0, 𝜔 = 2/

√
3)

𝑁𝑘 𝑁𝑓 𝑁Θ Вид решения Редуцированное уравнение

I 1 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 0

2 𝑢 = 𝑒𝑥𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 𝜙

3 𝑢 = 𝑥−𝛽𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑥−
2
𝛼 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 4
𝛼2 𝜏

2𝜙′′ + 2
𝛼

( 2
𝛼

+ 1 + 2𝛽)𝜏𝜙′ + 𝛽(𝛽 + 1)𝜙

4 — —
2 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼

𝑡 𝜙 = 𝛿

2 𝑢 = 𝑒𝑥𝜙(𝑡) + 𝛿𝑡𝛼

Γ(1+𝛼)
𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 𝜙

3 𝑢 = 𝑥−𝛽𝜙(𝜏) + 𝛿𝑡𝛼

Γ(1+𝛼)
, 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 4
𝛼2 𝜏

2𝜙′′ + 2
𝛼

( 2
𝛼

+ 1 + 2𝛽)𝜏𝜙′ + 𝛽(𝛽 + 1)𝜙

𝜏 = 𝑡𝑥−
2
𝛼

4 𝑢 = 𝛿𝑡𝛼

Γ(1+𝛼)
—

3 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 𝛿𝜙+ 𝜒

2 𝑢 = 𝑒−𝛽𝑥𝜙(𝑡)+ 𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = (𝛽2 + 𝛿)𝜙

+𝜒𝑡𝛼𝐸𝛼,𝛼+1(𝛿𝑡
𝛼), (𝛽 ̸= 0)

𝑢 = 𝜒𝑡𝛼𝐸𝛼,𝛼+1(𝛿𝑡
𝛼) (𝛽 = 0) —

4 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 𝛿𝜙𝛾 (𝛾 ̸= 0, 1)

2 𝑢 = 𝑥−𝛽𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑥−
2
𝛼 , 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 4
𝛼2 𝜏

2𝜙′′ + 2
𝛼

( 2
𝛼

+ 1 + 2𝛽)𝜏𝜙′+

𝛽 = 2
1−𝛾 (𝛾 ̸= 0, 1) +𝛽(𝛽 + 1)𝜙+ 𝛿𝜙𝛾

II 1 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 0

2 𝑢 = 𝑒−𝑥𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑒−
𝜎
𝛼
𝑥 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 𝜎2

𝛼2 𝜏
2𝜙𝜎𝜙′′ + 𝜎3

𝛼2 𝜏
2𝜙𝜎−1(𝜙′)2+

+𝜎
𝛼

[︀
𝜎
𝛼

+ 2(1 + 𝜎)
]︀
𝜏𝜙𝜎𝜙′ + (𝜎 + 1)𝜙𝜎+1

3 𝑢 = 𝑥−𝛽𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑥𝜈 , 𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 𝜈2𝜏 2𝜙𝜎𝜙′′ + 𝜎𝜈2𝜏 2𝜙𝜎−1(𝜙′)2+

𝜈 = −𝛽𝜎+2
𝛼
, +𝜈[𝜈 − 1 − 2𝛽(𝜎 + 1)]𝜏𝜙𝜎𝜙′+

+𝛽[1 + 𝛽(1 + 𝜎)]𝜙𝜎+1

4 𝑢 = 𝑡−
𝛼
𝜎𝜙(𝑥) 𝜙𝜙′′ + 𝜎(𝜙′)2 − Γ(1−𝛼/𝜎)

Γ(1−𝛼−𝛼/𝜎)𝜙
2−𝜎 = 0

2 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 𝛿𝜙𝛾

2 𝑢 = 𝑥−𝛽𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑥𝜈 , 𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 𝜈2𝜏 2𝜙𝜎𝜙′′ + 𝜎𝜈2𝜏 2𝜙𝜎−1(𝜙′)2+

𝜈 = −𝛽𝜎+2
𝛼
, 𝛽 = − 2

𝜎+1−𝛾 +𝜈[𝜈 − 1 − 2𝛽(𝜎 + 1)]𝜏𝜙𝜎𝜙′+

+𝛽[1 + 𝛽(1 + 𝜎)]𝜙𝜎+1 + 𝛿𝜙𝛾

3 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 𝛿𝜙𝜎+1

2 𝑢 = 𝑒−
𝑥
𝛽𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑒𝜈𝑥, 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 𝜈2𝜏 2𝜙𝜎𝜙′′ + 𝜎𝜈2𝜏 2𝜙𝜎−1(𝜙′)2+

𝜈 = − 𝜎
𝛼𝛽

(𝛽 ̸= 0) +𝜈
[︁
𝜈 − 2(𝜎+1)

𝛽

]︁
𝜏𝜙𝜎𝜙′ +

(︁
𝜎+1
𝛽2 + 𝛿

)︁
𝜙𝜎+1

𝑢 = 𝑡−
𝛼
𝜎𝜙(𝑥) (𝛽 = 0) 𝜙𝜙′′ + 𝜎(𝜙′)2 + 𝛿𝜙2 − Γ(1−𝛼/𝜎)

Γ(1−𝛼−𝛼/𝜎)𝜙
2−𝜎 = 0
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𝑁𝑘 𝑁𝑓 𝑁Θ Вид решения Редуцированное уравнение
III 1 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼

𝑡 𝜙 = 0

2 𝑢 = 𝑒
𝛼−1
2
𝑥𝜙(𝜏), 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 𝜏 2𝜙𝜎𝜙′′ + 𝜎𝜏 2𝜙𝜎−1(𝜙′)2+

𝜏 = 𝑡𝑒−𝑥, 𝜎 = 2𝛼
1−𝛼 +(𝛼 + 2)𝜏𝜙𝜎𝜙′ + 1−𝛼2

4
𝜙𝜎+1

3 𝑢 = (1 + 𝑡𝑥)𝛼−1𝜙(𝜏), 𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 𝜏 4𝜙𝜎𝜙′′ + 𝜎𝜏 4𝜙𝜎−1(𝜙′)2+

𝜏 = 𝑡
1+𝑡𝑥

, 𝜎 = 2𝛼
1−𝛼 +2(𝛼 + 2)𝜏 3𝜙𝜎𝜙′ + (1 − 𝛼)(2 + 𝛼)𝜏 2𝜙𝜎+1

4 𝑢 = 𝑡
𝛼−1
2 𝜙(𝑥) 𝜙𝜙′′ + 2𝛼

1−𝛼(𝜙′)2 − Γ(1/2+𝛼/2)
Γ(1/2−𝛼/2)𝜙

4𝛼−2
𝛼−1 = 0

5 𝑢 = 𝑥𝜈𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑥−𝛽, 𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 𝛽2𝜏 2𝜙𝜎𝜙′′ + 𝜎𝛽2𝜏 2𝜙𝜎−1(𝜙′)2+

𝜈 = 2−𝛼𝛽
𝜎
, 𝜎 = 2𝛼

1−𝛼 +𝛽[𝛽 + 1 − 2𝛾(𝜎 + 1)]𝜏𝜙𝜎𝜙′+

+𝜈[𝜈(𝜎 + 1) − 1]𝜙𝜎+1

6 𝑢 = 𝑥
2
𝜎𝜙(𝜏)× 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 𝜏 4𝜙𝜎𝜙′′ + 𝜎𝜏 4𝜙𝜎−1(𝜙′)2+

×(1 − 𝜀𝜏 ln(𝑥))1−𝛼, +𝛼+2
𝛼

(2𝛼𝜏 − 𝜀)𝜏 2𝜙𝜎𝜙′+

𝜏 = 𝑡
1+𝜀𝑡 ln(𝑥)

, 𝜎 = 2𝛼
1−𝛼 +1−𝛼

𝛼2 [1 − 𝛼(𝛼 + 2)𝜀𝜏 + 𝛼2(𝛼 + 2)𝜏 2]𝜙𝜎+1

7 𝑢 = 𝑡𝛼−1𝜙(𝑥) 𝜙𝜙′′ + 2𝛼
1−𝛼(𝜙′)2 = 0

2 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 = 𝛿𝜙𝛾

2 𝑢 = 𝑥−𝛽𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑥𝜈 , 𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 𝜈2𝜏 2𝜙𝜎𝜙′′ + 𝜎𝜈2𝜏 2𝜙𝜎−1(𝜙′)2+

𝜈 = −𝛽𝜎+2
𝛼
, 𝛽 = − 2

𝜎+1−𝛾 , +𝜈[𝜈 − 1 − 2𝛽(𝜎 + 1)]𝜏𝜙𝜎𝜙′+

𝜎 = 2𝛼
1−𝛼

(︀
𝛾 ̸= 1+𝛼

1−𝛼

)︀
+𝛽[1 + 𝛽(1 + 𝜎)]𝜙𝜎+1 + 𝛿𝜙𝛾

3 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 𝛿𝜙

1+𝛼
1−𝛼

2 𝑢 = 𝑒
1−𝛼
2
𝜈𝑥𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑒𝜈𝑥, 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 𝜈2𝜏 2𝜙𝜎𝜙′′ + 𝜎𝜈2𝜏 2𝜙𝜎−1(𝜙′)2+

𝜈 = − 1
𝛽
, 𝜎 = 2𝛼

1−𝛼 (𝛽 ̸= 0) +(𝛼 + 2)𝜈2𝜏𝜙𝜎𝜙′ +
(︁
𝛿 + 1−𝛼2

4
𝜈2
)︁
𝜙𝜎+1

𝑢 = 𝑡
𝛼−1
2 𝜙(𝑥) (𝛽 = 0) 𝜙𝜙′′ + 2𝛼

1−𝛼(𝜙′)2 + 𝛿𝜙2 − Γ(1/2+𝛼/2)
Γ(1/2−𝛼/2)𝜙

2−4𝛼
1−𝛼 = 0

3 𝑢 = (1 + 𝑡𝑥)𝛼−1𝜙(𝜏), 𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 𝜏 4𝜙𝜎𝜙′′ + 𝜎𝜏 3𝜙𝜎−1(𝜙′)2+

𝜏 = 𝑡
1+𝑡𝑥

, 𝜎 = 2𝛼
1−𝛼 +2(𝛼 + 2)𝜏 3𝜙𝜎𝜙′+

+[𝛿 − (𝛼− 1)(𝛼 + 2)𝜏 2]𝜙𝜎+1

4 𝑢 = 𝑡𝛼−1𝜙(𝑥) 𝜙𝜙′′ + 2𝛼
1−𝛼(𝜙′)2 + 𝛿𝜙2 = 0

IV 1 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 0

2 𝑢 = 𝑒
3
2
𝑥𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑒−

2
𝛼
𝑥 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 4
𝛼2 𝜏

2𝜙− 4
3𝜙′′ − 16

3𝛼2 𝜏
2𝜙− 7

3 (𝜙′)2+

+ 2
𝛼

(︀
1 + 2

𝛼

)︀
𝜏𝜙− 4

3𝜙′ − 3
4
𝜙− 1

3

3 𝑢 = (1+𝑥)
3
4𝛽− 3

2

(1−𝑥)
3
4𝛽+3

2
𝜙(𝜏), 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 4𝛽2

𝛼2 𝜏
2𝜙− 4

3𝜙′′ − 16
3
𝛽2

𝛼2 𝜏
2𝜙− 7

3 (𝜙′)2+

𝜏 = 𝑡
(︀
1−𝑥
1+𝑥

)︀ 𝛽
𝛼 +2𝛽2

𝛼2 (𝛼 + 2)𝜏𝜙− 4
3𝜙′ +

(︁
3 − 𝛽2

4

)︁
𝜙− 1

3

4 𝑢 = 𝑡
3
4
𝛼𝜙(𝑥) 𝜙𝜙′′ − 4

3
(𝜙′)2 − Γ(1+3𝛼/4)

Γ(1−𝛼/4) 𝜙
10
3 = 0

5 𝑢 = 𝑥
3
2
(𝜌−1)𝜙(𝜏), 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 4𝜌2

𝛼2 𝜏
2𝜙− 4

3𝜙′′ − 16
3
𝜌2

𝛼2 𝜏
2𝜙− 7

3 (𝜙′)2+

𝜏 = 𝑡𝑥−2 𝜌
𝛼 + 𝜌

𝛼

(︀
4𝜌
𝛼

+ 2 − 𝜌
)︀
𝜏𝜙− 4

3𝜙′ − 3
4
(1 + 𝜌)𝜙− 1

3
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Продолжение таблицы 2

𝑁𝑘 𝑁𝑓 𝑁Θ Вид решения Редуцированное уравнение
2 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼

𝑡 𝜙 = 𝛿𝜙

2 𝑢 = 𝑥−
3
2𝜙(𝑡) 𝐷𝛼

𝑡 𝜙 = 3
4
𝜙− 1

3 + 𝛿𝜙

3 𝑢 = (1 − 𝑥2)−
3
2𝜙(𝑡) 𝐷𝛼

𝑡 𝜙 = 3𝜙− 1
3 + 𝛿𝜙

3 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 𝛿𝜙𝛾

2 𝑢 = 𝑥−𝛽𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑥𝜈 , 𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 𝜈2𝜏 2𝜙− 4

3𝜙′′ − 4
3
𝜈2𝜏 2𝜙− 7

3 (𝜙′)2+

𝜈 = 6(1−𝛾)
𝛼(1+3𝛾)

, 𝛽 = 6
1+3𝛾

+𝜈
(︀
2
3
𝑏− 1 + 𝜈

)︀
𝜏𝜙− 4

3𝜙′+
(︁
𝑏− 𝑏2

3

)︁
𝜙− 1

3 +𝛿𝜙𝛾

4 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 𝜙−1/3

2 𝑢 = 𝑡
3
4
𝛼𝜙(𝑥) (𝜌 = 0) 𝜙𝜙′′ − 4

3
(𝜙′)2 + 𝜙2 − Γ(1+3𝛼/4)

Γ(1−𝛼/4) 𝜙
10
3 = 0

𝑢 = 𝑒−
3𝛼
𝜌
𝑥𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑒

4
𝜌
𝑥 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 16
𝜌2
𝜏 2𝜙− 4

3𝜙′′ − 64
3𝜌2
𝜏 2𝜙− 7

3 (𝜙′)2+

(𝜌 > 0) + 8
𝜌2

(𝛼 + 2)𝜏𝜙− 4
3𝜙′ +

(︁
1 − 3𝛼2

𝜌2

)︁
𝜙− 1

3

3 𝑢 = 𝑒−
3
2
𝜔𝑥−3𝛼𝜓(𝑥)𝜙(𝜏), 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 𝜏 2𝜙− 4
3𝜙′′ − 4

3
𝜏 2𝜙− 7

3 (𝜙′)2+

𝜏 = 𝑡𝑒4𝜓(𝑥), 𝜓(𝑥) = 𝜀
𝜔
𝑒−𝜔𝑥 +(1 + 2𝛼)𝜏𝜙− 4

3𝜙′ − 3𝛼2𝜙− 1
3

4 𝑢 = 𝜓− 3
4
𝛼 sinh− 3

2 (𝜔𝑥)𝜙(𝜏), 𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 16𝛽2𝜏 2𝜙− 4

3𝜙′′ − 64
3
𝛽2𝜏 2𝜙− 7

3 (𝜙′)2+

𝜏 = 𝑡𝜓(𝑥), +8𝛽2(𝛼 + 2)𝜏𝜙− 4
3𝜙′ + (1 − 3𝛼2𝛽2)𝜙− 1

3

𝜓 =
[︀
tanh

(︀
𝜔𝑥
2

)︀]︀− 4𝛽
𝜔

5 𝑢 = 𝑒−
3
2
𝜔𝑥𝜙(𝑡) 𝐷𝛼

𝑡 𝜙 = 0

5 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = −𝜙− 1

3

2 𝑢 = 𝑡
3
4
𝛼𝜙(𝑥) (𝜌 = 0) 𝜙𝜙′′ − 4

3
(𝜙′)2 − 𝜙2 − Γ(1+3𝛼/4)

Γ(1−𝛼/4) 𝜙
10
3 = 0

𝑢 = 𝑒
3𝛼
𝜌
𝑥𝜙(𝜏), 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 16
𝜌2
𝜏 2𝜙− 4

3𝜙′′ − 64
3𝜌2
𝜙− 7

3 𝜏 2(𝜙′)2+

𝜏 = 𝑡𝑒−
4
𝜌
𝑥 (𝜌 > 0) + 8

𝜌2
(𝛼 + 2)𝜏𝜙− 4

3𝜙′ −
(︁

1 + 3𝛼2

𝜌2

)︁
𝜙− 1

3

3 𝑢 = 𝜓− 3
4
𝛼(𝑥) cos−

3
2 (𝜔𝑥)𝜙(𝜏), 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 4𝜏 2𝜙− 4
3𝜙′′ − 16

3
𝜏 2𝜙− 7

3 (𝜙′)2+

𝜏 = 𝑡𝜓(𝑥), 𝜓 = 𝑒−
4
𝜔
tan(𝜔𝑥/2) +2(𝛼 + 2)𝜏𝜙− 4

3𝜙′ − 3
4
𝛼2𝜙− 1

3

4 𝑢 = sin−3
(︀
𝜔𝑥
2

+ 𝜋
4

)︀
𝜙(𝑡) 𝐷𝛼

𝑡 𝜙 = 0

5 𝑢 = 𝜓− 3
4
𝛼(𝑥) cos−

3
2 (𝜔𝑥)𝜙(𝜏), 𝐷𝛼

𝜏 𝜙 = 16𝜆2𝜏 2𝜙− 4
3𝜙′′ − 64

3
𝜆2𝜏 2𝜙− 7

3 (𝜙′)2+

𝜏 = 𝑡𝜓(𝑥), +8𝜆2(𝛼 + 2)𝜏𝜙− 4
3𝜙′ + (1 − 3𝛼2𝜆2)𝜙− 1

3

𝜓(𝑥) = tan− 4𝜆
𝜔

(︀
𝜔𝑥
2

+ 𝜋
4

)︀
,

6 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = 𝜙− 1

3 + 𝜒𝜙

2 𝑢 = 𝑒−
3
2
𝜔𝑥𝜙(𝑡) 𝐷𝛼

𝑡 𝜙 = 𝜒𝜙

3 𝑢 = sinh− 3
2 (𝜔𝑥)𝜙(𝑡) 𝐷𝛼

𝑡 𝜙 = 𝜙− 1
3 + 𝜒𝜙

7 1 𝑢 = 𝜙(𝑡) 𝐷𝛼
𝑡 𝜙 = −𝜙− 1

3 + 𝜒𝜙

2 𝑢 = sin−3
(︀
𝜔𝑥
2

+ 𝜋
4

)︀
𝜙(𝑡) 𝐷𝛼

𝑡 𝜙 = 𝜒𝜙

3 𝑢 = cos−
3
2 (𝜔𝑥)𝜙(𝑡) 𝐷𝛼

𝑡 𝜙 = 𝜙− 1
3 + 𝜒𝜙
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Тем не менее, сохранение типа оператора дробного дифференцирования при редукции
представляется более целесообразным, так как позволяет с единых позиций рассматривать
различные виды редуцированных уравнений. Тип дробной производной (2) сохраняется,
в частности, при замене переменных следующего вида:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥)𝜙(𝜏), 𝜏 = 𝑡𝑔(𝑥),

где 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) — прозвольные функции. Тогда

𝐷𝛼
𝑡 𝑢 = 𝑓(𝑥)𝑔𝛼(𝑥)𝐷𝛼

𝜏 𝜙(𝜏).

Подавляющее большинство случаев из табл. 2 соответствует именно такой замене пере-
менных.

Другим типом замены переменных, также позволяющим сохранить тип оператора дроб-
ного дифференцирования при симметрийной редукции, является

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥)𝜙(𝜏), 𝜏 =
𝑡

1 + 𝑡𝑔(𝑥)
,

который соответствует проективной группе точечных преобразований. В этом случае

𝐷𝛼
𝑡 𝑢 = 𝑓(𝑥)(1 + 𝜏𝑔(𝑥))1−𝛼𝐷𝛼

𝜏 𝜙(𝜏).

Этому типу замены переменных соответствуют случаи III.1.3, III.1.6 и III.3.3 табл. 2, в
которых одномерные подалгебры включают проективный оператор

𝑋 = 𝑡2
𝜕

𝜕𝑡
+ (𝛼− 1)𝑡𝑢

𝜕

𝜕𝑡
.

Из табл. 2 вытекает следующее

Утверждение 1. Симметрийная редукция нелинейного дробно-дифференциального
уравнения аномальной диффузии (1), соответствующая оптимальным системам одно-
мерных подалгебр алгебр Ли инфинитезимальных операторов группы точечных преоб-
разований этого уравнения, представленных в табл. 1, приводит к уравнению одного из
следующих видов:

𝜙𝜙′′ + 𝜎(𝜙′)2 + 𝛿𝜙2 + 𝜀
Γ(1 − 𝛼/𝜎)

Γ(1 − 𝛼− 𝛼/𝜎)
𝜙2−𝜎 = 0, 𝜎 /∈ [0, 𝛼]; (3)

𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 𝐴𝜏 2(𝜙𝜎𝜙′)′ +𝐵𝜏𝜙𝜎𝜙′ + 𝐶𝜙𝜎+1 + 𝛿𝜙𝛾; (4)

𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 𝜏 4(𝜙

2𝛼
1−𝛼𝜙′)′ + (2 + 𝛼)

[︁
2𝜏 − 𝜀

𝛼

]︁
𝜏 2𝜙

2𝛼
1−𝛼𝜙′+

+ (1 − 𝛼)(2 + 𝛼)

[︂
𝜏 2 − 𝜀

𝛼
𝜏 +

𝜀2

𝛼2(2 + 𝛼)
+

𝛿

(1 − 𝛼)(2 + 𝛼)

]︂
𝜙

1+𝛼
1−𝛼 . (5)

Здесь 𝛼 ∈ (0, 1) ∪ (1, 2); 𝜙 = 𝜙(𝜏); 𝛿 = 0, ±1; 𝜀 = 0, 1.

4. Решения редуцированных уравнений

В результате проведенной симметрийной редукции, задача построения инвариантных
решений уравнения (1) свелась к задаче нахождения решений обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (3)–(5).
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Уравнение (3) интегрируется в квадратурах:∫︁
𝑑𝜙√︀

𝜓(𝜙,𝐶1)
= 𝜏 ± 𝐶2, (6)

где

𝜓(𝜙,𝐶1) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐶1𝜙

−2𝜎 +
𝑎

2 + 𝜎
𝜙2−𝜎 − 𝛿

1 + 𝜎
𝜙2, (𝜎 ̸= −1) ∪ (𝛿 ̸= 0), 𝜎 ̸= −2;

𝐶1𝜙
2 + 𝑎𝜙3 − 2𝛿𝜙2 ln(𝜙), 𝜎 = −1, 𝛿 ̸= 0;

𝐶1𝜙
4 + 𝑎𝜙4 ln(𝜙) + 𝛿𝜙2, 𝜎 = −2.

Здесь 𝑎 = 2Γ(1 − 𝛼/𝜎)/Γ(1 − 𝛼− 𝛼/𝜎), 𝐶1 и 𝐶2 — постоянные интегрирования.
Общие решения нелинейных обыкновенных дробно-дифференциальных уравнений (4)

и (5) в настоящее время неизвестны. Могут быть построены лишь общие решения линей-
ного (𝜎 = 0) уравнения вида (4), а также некоторые инвариантные решения нелинейных
уравнений (4) и (5).

В соответствии с табл. 2, при 𝜎 = 0 выделяются следующие линейные частные случаи
уравнения (4):

𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 0; (7)

𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 𝜆𝜙+ 𝛿, 𝜆 ∈ R, 𝛿 = ±1; (8)

𝛼2𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 4𝜏 2𝜙′′ + 2 (2𝛼𝛽 + 𝛼 + 2) 𝜏𝜙′ + 𝛼2𝛽(𝛽 + 1)𝜙, 𝛽 ∈ R. (9)

Общие решения уравнений (7) и (8) хорошо известны [1] и имеют, соответственно, вид

𝜙(𝜏) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝜏
𝛼−𝑘, 𝜙(𝜏) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝜏
𝛼−𝑘𝐸𝛼,𝛼+1−𝑘(𝜆𝜏

𝛼) + 𝛿𝜏𝛼𝐸𝛼,𝛼+1(𝜆𝜏
𝛼),

где 𝐶𝑘 — произвольные постоянные, 𝑛 = [𝛼]+1 и 𝐸𝜌,𝜇(𝑧) =
∑︀∞

𝑛=0
𝑧𝑛

Γ(𝜌𝑛+𝜇)
(𝑧 ∈ C) — функция

типа Миттаг-Леффлера.
Общее решение уравнения (9) может быть представлено через функцию Райта

𝜑(𝜌, 𝜇; 𝑧) =
∑︀∞

𝑛=0
𝑧𝑛

𝑛!Γ(𝜌𝑛+𝜇)
(𝑧 ∈ C):

𝜙(𝜏) = 𝜏−
𝛼𝛽
2

[︀
𝐶1𝜑

(︀
−𝛼/2, 1 − 𝛼𝛽/2; 𝜏−

𝛼
2

)︀
+ 𝐶2𝜑

(︀
−𝛼/2, 1 − 𝛼𝛽/2;−𝜏−

𝛼
2

)︀]︀
,

где 𝐶1 и 𝐶2 — произвольные постоянные. В частном случае 𝛽 = 0, это решение впервые
было построено в работе [11].

Инвариантные решения нелинейных уравнений (4) и (5) могут быть построены метода-
ми группового анализа. В соответствии с табл. 2, выделяются два основных частных вида
нелинейного (𝜎 ̸= 0) уравнения (4): 𝐴 = 𝐵 = 𝐶 = 0, 𝛿 ̸= 0 и 𝐴 ̸= 0, 𝛿 = 0. В первом случае
(4) принимает вид

𝐷𝛼
𝜏 𝜙 = 𝛿𝜙𝛾, 𝛿 ̸= 0, 𝛾 ̸= 0, 1. (10)

Это уравнение является частным случаем уравнения вида 𝐷𝛼+1
𝜏 𝜙 = 𝑓(𝜏, 𝜙,𝐷𝛼

𝜏 𝜙), группо-
вая классификация которого в классе линейно-автономных симметрий вида

𝑋 = 𝜉(𝜏)
𝜕

𝜕𝜏
+ [𝜂0(𝜏) + 𝜂1(𝜏)𝜙]

𝜕

𝜕𝜙

дана в работе [16]. Из результатов этой классификации следует следующее



124 С.Ю. ЛУКАЩУК

Утверждение 2. Нелинейное уравнение (10) для 𝛼 ∈ (0, 1) ∪ (1, 2) и 𝛾 ∈ R, 𝛾 ̸= 0, 1,
допускает однопараметрическую группу растяжений с оператором

𝑋1 = (1 − 𝛾)𝜏
𝜕

𝜕𝜏
+ 𝛼𝜙

𝜕

𝜕𝜙
. (11)

В частном случае 𝛾 = (1 + 𝛼)/(1 − 𝛼) группа расширяется проективным точечным
преобразованием с оператором

𝑋2 = 𝜏 2
𝜕

𝜕𝜏
+ (𝛼− 1)𝜏𝜙

𝜕

𝜕𝜙
. (12)

Оператору 𝑋1 из (11) соответствует инвариантное решение уравнения (10):

𝜙(𝜏) = 𝑎𝜏 𝜈 , 𝑎 =

[︂
𝛿

Γ(1 + 𝜈)

Γ(1 + 𝛾𝜈)

]︂− 𝜈
𝛼

, 𝜈 =
𝛼

1 − 𝛾
. (13)

Это решение существует при 𝛾 /∈ [1, 1 + 𝛼] (𝜈 > −1) и дополнительных условиях

𝛾 ̸= 1

1 − 𝛼
, 𝛼 ∈ (1, 2); 𝛾 ̸= 1 + 𝑛

1 + 𝑛− 𝛼
, 𝑛 = [𝛼], 𝛼 ∈ (1, 2) ∪ (1, 2),

соответствующих необращению коэффициента 𝑎 в бесконечность и нуль, соответственно.
При 𝛾 = (1 + 𝛼)/(1 − 𝛼) c помощью оператора 𝑋2 (12) из решения (13) получается

однопараметрическое семейство решений

𝜙(𝜏) = 𝑎[𝜏(1 − 𝑏𝜏)]
𝛼−1
2 , 𝑎 =

[︂
𝛿

𝜋
cos

𝜋𝛼

2
Γ2

(︂
1 + 𝛼

2

)︂]︂ 1−𝛼
2𝛼

,

где 𝑏 — произвольная постоянная. Это решение при 𝛼 ∈ (0, 1) является общим решением
соответствующего уравнения.

Теперь рассмотрим уравнение (4) при 𝛿 = 0 и 𝐴 ̸= 0. Его групповая классификация
проведена в работе [22]. Справедливо

Утверждение 3. Нелинейное (𝜎 ̸= 0) уравнение (4) при 𝛿 = 0 и 𝐴 ̸= 0 допускает
однопараметрическую группу точечных преобразований растяжения с оператором

𝑋1 = −𝜎𝜏 𝜕
𝜕𝜏

+ 𝛼𝜙
𝜕

𝜕𝜙
. (14)

В частном случае 𝜎 = −2, 𝐵 = 2𝛼𝐴, 𝐶 = 𝛼(1 − 𝛼)𝐴 проективным точечным преобразо-
ванием с оператором 𝑋2 из (12) группа расширяется до двухпараметрической.

Оператор (14) порождает инвариантное решение уравнения (4):

𝜙(𝜏) = 𝑎𝜏−
𝛼
𝜎 , 𝑎 =

[︂
𝜎2

𝛼(𝛼 + 𝜎 + 𝛼𝜎)𝐴− 𝛼𝜎𝐵 + 𝜎2𝐶

Γ (1 − 𝛼/𝜎)

Γ (1 − 𝛼− 𝛼/𝜎)

]︂ 1
𝜎

. (15)

Это решение существует при 𝜎 /∈ [0, 𝛼], 𝜎 ̸= 𝛼/(1−𝛼) при 𝛼 ∈ (0, 1)∪ (1, 2) и 𝜎 ̸= 𝛼/(2−𝛼)
при 𝛼 ∈ (1, 2), а также выполнении очевидных дополнительных условий

𝜎 ̸= 𝛼

2𝐶

[︁
𝐵 − (1 + 𝛼)𝐴±

√︀
[(1 + 𝛼)𝐴−𝐵]2 − 4𝐴𝐶

]︁
, 𝐶 ̸= 0;

𝜎 ̸= 𝛼𝐴

𝐵 − (1 + 𝛼)𝐴
, 𝐶 = 0, 𝐵 ̸= (1 + 𝛼)𝐴.

В частном случае 𝜎 = −2, 𝐵 = 2𝛼𝐴, 𝐶 = 𝛼(1 − 𝛼)𝐴 оператору 𝑋2 (12) соответствует
инвариантное решение уравнения (4) 𝜙(𝜏) = 𝑎𝜏𝛼−1 с произвольной постоянной 𝑎. Также
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при 𝐴 > 0 с помощью этого оператора из решения (15) строится однопараметрическое
(с произвольной постоянной 𝑏) семейство решений уравнения (4):

𝜙(𝜏) = 𝑎𝜏
𝛼
2 (1 − 𝑏𝜏)

𝛼
2
−1, 𝑎 =

√︃
(2 − 𝛼)𝜋𝐴

2 sin(𝜋𝛼/2)Γ2(𝛼/2)
.

Наконец, рассмотрим уравнение (5). Справедливо

Утверждение 4. Уравнение (5) для любых 𝜀 и 𝛿 допускает однопараметрическую
группу линейно-автономных симметрий с оператором 𝑋2 из (12). При 𝜀 = 0 и 𝛿 = 0
группа расширяется до двухпараметрической преобразованием растяжения с операто-
ром

𝑋1 = 2𝛼𝜏
𝜕

𝜕𝜏
+ (𝛼− 1)(𝛼 + 2)𝜙

𝜕

𝜕𝜙
.

В результате при 𝜀 = 𝛿 = 0 и любом 𝛼 ∈ (0, 1) ∪ (1, 2), а также при 𝜀 = 1, 𝛿 = −1 и
𝛼 = (

√
5 − 1)/2, уравнение (5) имеет инвариантное решение 𝜙(𝜏) = 𝑎𝜏𝛼−1 с произволь-

ной постоянной 𝑎, соответствующее оператору 𝑋2. В случае 𝜀 = 0 и 𝛿 = 0, с помощью
операторов 𝑋1 и 𝑋2, строится еще одно однопараметрическое семейство инвариантных
решений

𝜙(𝜏) = 𝑎𝜏 𝜈(1 − 𝑏𝜏)𝛼−1−𝜈 , 𝑎 =

[︂
Γ(𝜈 + 2 − 𝛼)

Γ(𝜈)

]︂ 𝜈
𝛼+2

, 𝜈 =
(𝛼− 1)(𝛼 + 2)

2𝛼
,

где 𝑏 — произвольная постоянная.
Вопрос о нахождении общих решений нелинейных обыкновенных дробно-дифференци-

альных уравнений (4) и (5) остается открытым.
Построенные решения редуцированных уравнений позволяют восстановить соответству-

ющие точные решения исходного уравнения аномальной диффузии (1).
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