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О БЕЗУСЛОВНЫХ БАЗИСАХ ИЗ ЭКСПОНЕНТ
В СЛАБОВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ НА ОТРЕЗКЕ
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Аннотация. Показано, что существование безусловных базисов из экспонент в ве-
совом пространстве не определяется ростовыми характеристиками весовой функции.
Для этого построены примеры выпуклых весов сколь угодно медленного роста вблизи
границы такие, что безусловных базисов из экспонент в соответствующем пространстве
не существует.
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1. Введение

В данной работе мы рассматриваем гильбертовы пространства вида

𝐿2(𝑊 ) = {𝑓 ∈ 𝐿loc(−1, 1) : ||𝑓 ||2 =
∫︁ 1

−1

|𝑓(𝑡)|2𝑊 2(𝑡)𝑑𝑡 < ∞},

где 𝑊 — положительная непрерывная интегрируемая функция на (−1, 1).
В классическом случае, когда 𝑊 (𝑡) ≡ 1, система Фурье {𝑒𝜋𝑛𝑖𝑡}𝑛∈Z образует ортонорми-

рованный базис. Очевидно, что в других случаях ортонормированных базисов из экспо-
нент в пространствах 𝐿2(𝑊 ) не может быть. Понятие базиса Рисса введено в [1] и обозна-
чает образ ортонормированного базиса при ограниченном обратимом операторе.

Базис {𝑒𝑘, 𝑘 = 1, 2, ...} в гильбертовом пространстве называется безусловным базисом
[2], если для некоторых постоянных 𝑐, 𝐶 > 0 и для любого элемента

𝑥 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘𝑒𝑘,

выполняется соотношение

𝑐
∞∑︁
𝑘=1

|𝑥𝑘|2||𝑒𝑘||2 6 ||𝑥||2 6 𝐶
∞∑︁
𝑘=1

|𝑥𝑘|2||𝑒𝑘||2.

Безусловный базис {𝑒𝑘, 𝑘 = 1, 2, ...} становится базисом Рисса тогда и только тогда, когда
0 < inf ||𝑒𝑘|| 6 sup ||𝑒𝑘|| < ∞.

Задача о базисности по Риссу данной системы экспонент {𝑒𝜆𝑘𝑡} в классическом про-
странстве 𝐿2 подробно изучалась. В работе [3] получен критерий, состоящий в том, что
порождающая функция данной системы должна удовлетворять условию Макенхоупта. В
весовых пространствах с неограниченной весовой функцией базисов Рисса из экспонент
не может существовать. Этот факт доказан в работе [4].
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Безусловные базисы рассматривались и в гильбертовых подпространствах пространства
𝐻(𝐷) аналитических в ограниченной выпуклой области 𝐷 ⊂ C функций. Для простран-
ства Смирнова 𝐸2(𝐷) на выпуклом многоугольнике 𝐷 были построены безусловные базисы
из экспонент [5]. В работе [6] рассмотрен вопрос о существовании базисов из экспонент в
𝐸2(𝐷) на выпуклой области 𝐷 с гладкой границей. В [7] доказано, что в пространствах
Смирнова на выпуклых областях, содержащих на границе гладкую дугу, безусловных ба-
зисов из экспонент не существует. В [8] показано, что в пространствах Бергмана 𝐵2(𝐷) на
выпуклых областях, на границе которых есть точка с ненулевой кривизной, безусловных
базисов из экспонент не существует.

В работе [9] доказан аналог этого результата в весовых пространствах 𝐿2(𝑒
−ℎ(𝑡)) c вы-

пуклой функцией ℎ: при определенных условиях регулярности роста весовой функции
ℎ(𝑡), если для любого 𝑘 ∈ N

𝑒ℎ(𝑡)(1− |𝑡|)𝑘 −→ ∞, |𝑡| −→ 1,

то в пространстве 𝐿2(𝑒
−ℎ(𝑡)) безусловных базисов из экспонент не существует.

Все упомянутые выше задачи могут быть сформулированы на одной модели весовых
пространств целых функций, если с помощью преобразования Фурье-Лапласа перейти к
эквивалентной задаче о безусловных базисах из воспроизводящих ядер в гильбертовых
пространствах целых функций.

Пусть 𝑋 — некоторое гильбертово пространство функций, в котором совокупность всех
экспонент 𝑒𝜆𝑧, 𝜆 ∈ C, полна. Тогда преобразование Фурье-Лапласа, которое каждому
линейному непрерывному функционалу 𝑆 ∈ 𝑋* ставит в соответствие функцию̂︀𝑆(𝜆) = 𝑆(𝑒𝜆𝑧), 𝜆 ∈ C,

взаимно однозначно отображает сопряженное пространство 𝑋* на некоторое простран-
ство функций ̂︀𝑋. При естественных условиях на исходное пространство 𝑋 пространство̂︀𝑋 оказывается гильбертовым пространством целых функций с наведенной из 𝑋* струк-
турой, в котором точечные функционалы 𝐹 −→ 𝐹 (𝑧) оказываются ограниченными для
всех 𝑧 ∈ C. Тем самым, в силу самосопряженности гильбертовых пространств возникает
воспроизводящее ядро (см. [10]) 𝐾(𝜆, 𝑧):

(𝐹 (𝜆), 𝐾(𝜆, 𝑧)) ̂︀𝑋 = 𝐹 (𝑧), ∀𝐹 ∈ ̂︀𝑋.

Из простых функционально-аналитических соображений следует, что система экспонент
𝑒𝜆𝑘𝑧, 𝑘 ∈ Z, будет безусловным базисом в 𝑋 тогда и только тогда, когда система
𝐾(𝜆, 𝜆𝑘), 𝑘 ∈ Z, будет безусловным базисом в ̂︀𝑋.

Задача о безусловных базисах из воспроизводящих ядер в весовых пространствах целых
функций изучалась в работах [11]–[14], в которых рассматривались весовые пространства
целых функций

𝐻(𝜙) = {𝐹 ∈ 𝐻(C) : ||𝐹 ||2 =
∫︁
C
|𝐹 (𝑧)|2𝑒−2𝜙(𝑧)𝑑𝑚(𝑧) < ∞},

где 𝜙 — некоторая субгармоническая функция на плоскости, 𝑑𝑚(𝑧) — плоская мера Лебе-
га. В работе [14] в предположении некоторой регулярности роста функции 𝜙(𝑧) = 𝜙(|𝑧|)
доказано, что если

ln2 𝑡 = 𝑜(𝜙(𝑡)), 𝑡 −→ ∞,

то в пространстве 𝐻(𝜙) безусловных базисов из воспроизводящих ядер не существует,
а в пространствах с весом 𝜙(𝑡) = ln𝛼 𝑡, 1 6 𝛼 6 2, — существуют.

В работе [15] доказано общее условие на функцию Бергмана весового пространства
целых функций, при выполнении которого безусловного базиса из воспроизводящих ядер
в этом пространстве не существует.
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Результаты работы [14] наводят на мысль о некоторой устойчивости существования
безусловных базисов в весовых пространствах при «возмущениях» веса. Дело в том, что
пространства 𝐻(𝜙) когда 𝜙(𝜆) = 𝑂(ln |𝜆|), 𝜆 −→ ∞, становятся конечномерными и, тем
самым, в них существуют безусловные базисы из воспроизводящих ядер. В данной работе
мы построим примеры выпуклых функций ℎ на интервале (−1; 1) сколь угодно медлен-
ного роста на концах интервала таких, что в пространстве 𝐿2(ℎ) безусловных базисов из
экспонент не существует.

2. Обозначения, предварительные сведения и формулировка утверждений

Утверждение о том, что для двух неотрицательных функций 𝑓, 𝑔 при некоторой посто-
янной 𝐶 выполняется оценка

𝑓(𝑥) 6 𝐶𝑔(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑋,

будем обозначать символом ≺:
𝑓(𝑥) ≺ 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋.

Соответствующий смысл имеют символы ≻ и ≍.
В работе [16] доказано, что пространство ̂︀𝐿2(ℎ) преобразований Фурье-Лапласа непре-

рывных функционалов на 𝐿2(𝑒
−ℎ) как нормированное пространство изоморфно простран-

ству целых функций экспоненциального типа с нормой

||𝐹 ||2 :=
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

|𝐹 (𝑥+ 𝑖𝑦)|2

𝐾(𝑥)
𝑑𝑦𝑑̃︀ℎ′(𝑥),

где ̃︀ℎ(𝑥) = sup
|𝑡|<1

(𝑥𝑡− ℎ(𝑡))

— сопряженная по Юнгу к функции ℎ и

𝐾(𝑥) = ||𝑒(𝑥+𝑖𝑦)𝑡||2̂︀𝐿2(ℎ)
=

∫︁ 1

−1

𝑒2𝑥𝑡−2ℎ(𝑡)𝑑𝑡.

Если 𝛿𝑧 : 𝐹 (·) −→ 𝐹 (𝑧) — точечный функционал на ̂︀𝐿2(ℎ), то по определению преобразо-
вания Фурье-Лапласа

||𝛿𝑧||2𝐿*
2(ℎ)

= ||𝑒𝑧𝑡||2 = 𝐾(𝑅𝑒 𝑧).

Для упрощения записи в дальнейшем будем писать 𝐾(𝑧) := 𝐾(𝑅𝑒 𝑧).
Для непрерывной в 𝐵(𝑧, 𝑟) функции 𝑓 положим

‖𝑓‖𝑟 = max
𝑤∈𝐵(𝑧,𝑟)

|𝑓(𝑤)|.

Пусть 𝑑(𝑓, 𝑧, 𝑟) — расстояние от функции 𝑓 до пространства гармонических в 𝐵(𝑧, 𝑟) функ-
ций:

𝑑(𝑓, 𝑧, 𝑟) = inf{‖𝑓 −𝐻‖𝑟, 𝐻 − гармонична в 𝐵(𝑧, 𝑟)}.
Для непрерывной на C функции 𝑢 и положительного числа 𝑝 положим

𝜏(𝑢, 𝑧, 𝑝) = sup{𝑟 : 𝑑(𝑢, 𝑧, 𝑟) 6 𝑝}.
Если функция 𝑢 зависит только от 𝑅𝑒 𝑧, то есть 𝑢(𝑧) = 𝑢(𝑥), 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑢(𝑥) — выпук-

лая функция, то несколькими иными способами можно определить характеристики этой
выпуклой функции, сравнимые с 𝜏(𝑢, 𝑧, 𝑝).

Например, через 𝜌(𝑢, 𝑥, 𝑝) обозначим наибольшее число 𝑟 > 0 такое, что∫︁ 𝑟

−𝑟

|𝑢′(𝑥+ 𝑡)− 𝑢′(𝑥)|𝑑𝑡 6 𝑝.

Тогда из лемм 2 и 5 в работе [17] (см. также [18]) следует, что

𝜏(𝑢, 𝑥, 𝑝) ≍ 𝜌(𝑢, 𝑥, 𝑝), 𝑥 ∈ R.
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В работе [17] сформулировано, в [18] доказано (Теорема 2) утверждение

𝐾(𝑥) ≍ 1

𝜌(̃︀ℎ, 𝑥, 𝑝)𝑒2̃︀ℎ(𝑥). (1)

В данной работе будет доказана теорема.
Теорема 1. Для любой непрерывной интегрируемой положительной функции 𝑊 на

интервале (−1; 1), стремящейся к 0, при |𝑡| −→ 1 существует выпуклая функция ℎ,
такая что 𝑒ℎ(𝑡) 6 1

𝑊 (𝑡)
при |𝑡| < 1 и в пространстве 𝐿2(𝑒

−ℎ(𝑡)) безусловных базисов из
экспонент не существует.

Доказательство будет по существу основано на следующей теореме из работы [9] (тео-
рема 4).

Теорема А. Пусть ℎ(𝑡)— выпуклая функция на интервале (−1; 1),

𝐾(𝜆) =

∫︁ 1

−1

𝑒2𝑅𝑒𝜆𝑡−2ℎ(𝑡) 𝑑𝑡.

Предположим, что для некоторого 𝑝 > 0 существует последовательность промежут-
ков [𝑎𝑚; 𝑏𝑚] и положительных чисел 𝜏𝑚, 𝑚 = 1, 2, ..., так, что

1) для некоторого положительного числа 𝛿 и для всех 𝑥 ∈ [𝑎𝑚; 𝑏𝑚]

𝛿𝜏𝑚 6 𝜏(ln𝐾, 𝑥, 𝑝) 6 𝜏𝑚, 𝑚 = 1, 2, ...,

2) имеет место соотношение

lim
𝑚−→∞

𝑏𝑚 − 𝑎𝑚
𝜏𝑚

= ∞,

тогда в пространстве 𝐿2(𝑒−ℎ) не существует безусловного базиса из экспонент.

3. Конструкция сопряженной функции ̃︀ℎ
Возьмем произвольную положительную непрерывную монотонно возрастающую неогра-

ниченную функцию 𝛼(𝑡) на [1;∞), удовлетворяющую условию: для некоторой постоянной
𝐴 ∈ (1; 2)

𝛼(2𝑡) 6 𝐴𝛼(𝑡), 𝑡 > 1. (2)

Эта функция будет удовлетворять условию: для 𝑦 ≥ 𝑥 и 𝛿 = ln𝐴
ln 2

𝛼(𝑦) 6 𝐴 ·
(︁𝑦
𝑥

)︁𝛿

𝛼(𝑥), 𝑥 > 1. (3)

В самом деле, пусть 𝑛 =
[︀
log2

𝑦
𝑥

]︀
+ 1, здесь квадратные скобки обозначают целую часть,

тогда из (2) и монотонности 𝛼 следует неравенство

𝛼(𝑦) 6 𝛼(2𝑛𝑥) 6 𝐴𝑛𝛼(𝑥) 6 𝐴 · 𝐴log2
𝑦
𝑥𝛼(𝑥) = 𝐴 ·

(︁𝑦
𝑥

)︁𝛿

𝛼(𝑥).

Полагая 𝑥 = 1 и учитывая, что 𝛿 < 1, получим сходимость несобственного интеграла∫︁ ∞ 𝛼(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2
< ∞.

Таким образом, корректно определяется функция

𝑣(𝑥) =

∫︁ 𝑥

1

(︂∫︁ ∞

𝑡

𝛼(𝑠)𝑑𝑠

𝑠2

)︂
𝑑𝑡, 𝑥 ≥ 1,

которая будет вогнутой на [1;∞). В самом деле,

𝑣′′(𝑥) = −𝛼(𝑥)

𝑥2
< 0.
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Определим последовательность неотрицательных чисел 𝑇𝑛:

𝑇1 = 1, 𝑇𝑛+1 = max(𝛼(−1)(𝑛2), 2𝑇𝑛), 𝑛 ∈ N, (4)

где 𝛼(−1) — обратная функция к 𝛼. Последовательность 𝑇𝑛 возрастает до бесконечности.
Пусть для 𝑛 ∈ N

𝜒𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑡 < 𝑇𝑛,

1, 𝑇𝑛 6 𝑡 6 2𝑇𝑛,

0, 2𝑇𝑛 < 𝑡.

— характеристическая функция отрезка 𝐼𝑛 = [𝑇𝑛; 2𝑇𝑛] и

𝛽𝑛(𝑡) =
√︀

𝛼(𝑡)𝜒𝑛(𝑡), 𝛽(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝛽𝑛(𝑡), 𝑡 > 1.

Положим

𝑢(𝑥) =

∫︁ 𝑥

1

(︂∫︁ ∞

𝑡

𝛽(𝑠)𝑑𝑠

𝑠2

)︂
𝑑𝑡, 𝑥 ≥ 1.

Лемма 1. Функция 𝑢(𝑥) — вогнутая, неотрицательная, линейная вне отрезков 𝐼𝑛 и
монотонно возрастающая до бесконечности. Для некоторой константы 𝑐 > 0 имеет
место оценка

𝑢(𝑥) 6 𝑐𝛼(𝑥), 𝑥 ≥ 1.

Производная 𝑢′(𝑥) убывает до нуля.
Доказательство.
Функция 𝛼 монотонно возрастает до бесконечности, значит для любого 𝑀 > 0 с неко-

торого номера 𝑚 на отрезках 𝐼𝑘, 𝑘 ≥ 𝑚, выполняется неравенство 𝛽(𝑡) ≥ 𝑀 . Тогда для
𝑡 ∈ [𝑇𝑘;

3
2
𝑇𝑘] имеем

𝑢′(𝑡) =

∫︁ ∞

𝑡

𝛽(𝑠)𝑑𝑠

𝑠2
≥ 𝑀

∫︁ 2𝑇𝑘

3
2
𝑇𝑘

𝑑𝑠

𝑠2
=

𝑀

6𝑇𝑘

.

Следовательно,

𝑢

(︂
3

2
𝑇𝑚

)︂
= 𝑢(𝑇𝑚) +

∫︁ 3
2
𝑇𝑚

𝑇𝑚

𝑢′(𝑠)𝑑𝑠 ≥ 𝑀

12
.

Поскольку функция 𝑢 по определению возрастающая, то она возрастает до бесконечности.
Оценим производную 𝑢′ сверху. Пусть

𝐵𝑘 =

∫︁ 𝑇𝑘+1

𝑇𝑘

𝛽(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2
=

∫︁ 2𝑇𝑘

𝑇𝑘

√︀
𝛼(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2
, 𝑘 ∈ N.

Тогда по условию (2)

𝐵𝑘 6

√︀
𝛼(2𝑇𝑘)

2𝑇𝑘

6

√︀
𝐴𝛼(𝑇𝑘)

2𝑇𝑘

. (5)

Пусть 𝑥 ∈ [2𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1]. Тогда

𝑢′(𝑥) =

∫︁ ∞

𝑥

𝛽(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2
=

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

𝐵𝑘 6
√
𝐴

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

√︀
𝛼(𝑇𝑘)

2𝑇𝑘

.

Воспользуемся соотношением (3), полагая 𝑦 = 𝑇𝑘, 𝑘 ≥ 𝑛+ 1, и 𝑥 = 𝑇𝑛+1:

𝛼(𝑇𝑘) 6 𝐴 ·
(︂

𝑇𝑘

𝑇𝑛+1

)︂𝛿

· 𝛼(𝑇𝑛+1).
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Продолжим оценку 𝑢′:

𝑢′(𝑥) 6
𝐴
√︀
𝛼(𝑇𝑛+1)

2𝑇
𝛿
2
𝑛+1

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑇
𝛿
2
−1

𝑘 .

По определению последовательности 𝑇𝑘 верна оценка

𝑇𝑘 ≥ 2𝑘−(𝑛+1)𝑇𝑛+1,

значит, для 𝜀 = 1− 𝛿
2
> 0 и 𝑥 ∈ [2𝑇𝑛;𝑇𝑛+1] имеем

𝑢′(𝑥) 6
𝐴
√︀

𝛼(𝑇𝑛+1)

2𝑇𝑛+1

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

(2𝜀)𝑛+1−𝑘 =
𝐴
√︀
𝛼(𝑇𝑛+1)

2𝑇𝑛+1

· 2𝜀

2𝜀 − 1
:= 𝐴1

√︀
𝛼(𝑇𝑛+1)

𝑇𝑛+1

.

Если 𝑥 ∈ [𝑇𝑛; 2𝑇𝑛], то по последнему неравенству и по (5)

𝑢′(𝑥) =

∫︁ 2𝑇𝑛

𝑥

𝛽(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2
+ 𝑢′(2𝑇𝑛) 6 𝐵𝑛 + 𝑢′(2𝑇𝑛) 6

√
𝐴

2

√︀
𝛼(𝑇𝑛)

𝑇𝑛

+ 𝐴1

√︀
𝛼(𝑇𝑛+1)

𝑇𝑛+1

.

По определению (4) последовательности 𝑇𝑛

𝑇𝑛+1 = 𝛼(−1)(𝑛2)

или
𝑇𝑛+1 = 2𝑇𝑛.

В любом случае
𝑛 6

√︀
𝛼(𝑇𝑛+1). (6)

В первом случае
√︀

𝛼(𝑇𝑛+1) = 𝑛, поэтому для 𝑛 ≥ 2√︀
𝛼(𝑇𝑛+1) 6 2(𝑛− 1) 6 2

√︀
𝛼(𝑇𝑛).

Во втором случае воспользуемся свойством (2)√︀
𝛼(𝑇𝑛+1) =

√︀
𝛼(2𝑇𝑛) 6

√
𝐴
√︀

𝛼(𝑇𝑛).

Следовательно, для всех 𝑛 ≥ 2 √︀
𝛼(𝑇𝑛+1) 6 2

√︀
𝛼(𝑇𝑛). (7)

Таким образом, для 𝑥 ∈ [2𝑇𝑛; 2𝑇𝑛+1] при некоторой постоянной 𝐴0 выполняется оценка

𝑢′(𝑥) 6 𝐴0

√︀
𝛼(𝑇𝑛+1)

𝑇𝑛+1

, 𝑛 ∈ N.

Оценим 𝑢(𝑥) сверху. Пусть 𝑥 ∈ [2𝑇𝑛; 2𝑇𝑛+1], тогда

𝑢(𝑥) =

∫︁ 𝑥

1

𝑢′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑢(2) +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

∫︁ 2𝑇𝑘+1

2𝑇𝑘

𝑢′(𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑥

2𝑇𝑛

𝑢′(𝑡)𝑑𝑡 6

6 𝑢(2) + 2𝐴0

𝑛−1∑︁
𝑘=1

√︀
𝛼(𝑇𝑘+1)

𝑇𝑘+1

(𝑇𝑘+1 − 𝑇𝑘) + 𝐴0

√︀
𝛼(𝑇𝑛+1)

𝑇𝑛+1

(𝑥− 2𝑇𝑛) 6

6 𝑢(2) + 2𝐴0

𝑛−1∑︁
𝑘=1

√︀
𝛼(𝑇𝑘+1) + 2𝐴0

√︀
𝛼(𝑇𝑛+1) 6

6 𝑢(2) + 2𝐴0(𝑛− 1)
√︀

𝛼(𝑇𝑛) + 2𝐴0

√︀
𝛼(𝑇𝑛+1), 𝑛 ∈ N.

По неравенствам (6) и (7) отсюда следует, что

𝑢(𝑥) 6 𝑐𝛼(𝑥)

для некоторой константы 𝑐 > 0, 𝑥 ≥ 1.
Лемма 1 доказана.
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Нормируя при необходимости функцию 𝛼, будем считать, что

𝑢′(1) =
∞∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘 < 1.

Тогда функция ̃︀ℎ(𝑥) = |𝑥| − 𝑢(|𝑥|), |𝑥| ≥ 1, ̃︀ℎ(𝑥) = 1, |𝑥| 6 1,

будет выпуклой функцией на R, убывающей на R− и возрастающей на положительной
полуоси. Положим

ℎ(𝑡) = 𝑠𝑢𝑝𝑥(𝑥𝑡− ̃︀ℎ(𝑥)), |𝑡| < 1,

и докажем, что при подходящем выборе 𝛼 функция ℎ удовлетворяет условиям теоремы 1.

4. Оценка характеристики 𝜏

Лемма 2. Если функция 𝛼 удовлетворяет условию (2), и функции 𝑢, ̃︀ℎ определены по
этой функции 𝛼, то для 𝑞 < 1

4
и для любого 𝑝 > 0 в интервалах 𝐽𝑛 = [(1+ 𝑞)𝑇𝑛; (2− 𝑞)𝑇𝑛]

верна оценка
𝜏(̃︀ℎ, 𝑥, 𝑝) ≍ 𝑥(𝛼(𝑥))−

1
4 = 𝑜(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐽𝑛, 𝑛 ∈ N.

Доказательство.
Ранее указывалось, что 𝜏(𝑢, 𝑥, 𝑝) ≍ 𝜌(𝑢, 𝑥, 𝑝), поэтому в доказательстве будем рассмат-

ривать характеристику 𝜌. Если 𝑥 ∈ 𝐽𝑛 и 𝜌 < 𝑞𝑇𝑛, то∫︁ 𝜌

−𝜌

|̃︀ℎ′(𝑥+ 𝑡)− ̃︀ℎ′(𝑥)|𝑑𝑡 ≥ min
𝑇𝑛6𝑦62𝑇𝑛

|𝑢′′(𝑦)|𝜌2.

Значит,
𝜌(̃︀ℎ, 𝑥, 𝑝) 6 √︁

𝑝( min
𝑇𝑛6𝑦62𝑇𝑛

|𝑢′′(𝑦)|)−1.

С другой стороны, ∫︁ 𝜌

−𝜌

|̃︀ℎ′(𝑥+ 𝑡)− ̃︀ℎ′(𝑥)|𝑑𝑡 6 max
𝑇𝑛6𝑦62𝑇𝑛

|𝑢′′(𝑦)|𝜌2.

Значит,
𝜌(̃︀ℎ, 𝑥, 𝑝) ≥ √︁

𝑝( max
𝑇𝑛6𝑦62𝑇𝑛

|𝑢′′(𝑦)|)−1.

По свойству (2) функции 𝛼 отсюда получаем утверждение леммы 2.
Лемма 2 доказана.
Лемма 3. Если функция 𝛼 удовлетворяет условию (2), и функции 𝑢, ̃︀ℎ определены по

этой функции 𝛼, то для 𝑞 < 1
4

и для любого 𝑝 > 0 в интервалах 𝐽𝑛 = [(1+ 𝑞)𝑇𝑛; (2− 𝑞)𝑇𝑛]
верна оценка

𝜏(ln𝐾, 𝑥, 𝑝) ≍ 𝑥(𝛼(𝑥))−
1
4 = 𝑜(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐽𝑛, 𝑛 ∈ N.

Тем самым, по теореме A в пространстве 𝐿2(𝑒
−ℎ) безусловных базисов из экспонент не

существует.
Доказательство.
Соотношение (1) теперь мы можем записать в виде

𝐾(𝑥) ≍
4
√︀

𝛼(𝑥)

𝑥
𝑒2

̃︀ℎ(𝑥).
Положим

𝑎(𝑥) =
4
√︀

𝛼(𝑥)

𝑥
, 𝑥 ≥ 1.
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Тогда для 𝑥 ∈ 𝐽𝑛 по свойству (2) для некоторой константы 𝐶 > 0

| ln 𝑎(𝑥)− ln𝑇𝑛| 6 𝐶.

Положим 𝑢1(𝑥) = ̃︀ℎ(𝑥), 𝑢2(𝑥) = ln𝐾(𝑥)− ln 𝑎(𝑇𝑛). Тогда в интервале 𝐽𝑛

|𝑢1(𝑥)− 𝑢2(𝑥)| = |̃︀ℎ(𝑥)− ln𝐾(𝑥) + ln 𝑎(𝑇𝑛)| 6 𝐶.

По лемме 4 в работе [18] отсюда следует, что
𝑝

(𝑝+ 𝐶)
𝜌(𝑢1, 𝑦, 𝑝) 6 𝜌(𝑢2, 𝑦, 𝑝) 6

(𝑝+ 𝐶)

𝑝
𝜌(𝑢1, 𝑦, 𝑝).

Значит, по лемме 2

𝜌(ln𝐾, 𝑥, 𝑝) ≍ 𝜌(̃︀ℎ, 𝑥, 𝑝) ≍ 𝑥(𝛼(𝑥))−
1
4 = 𝑜(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐽𝑛, 𝑛 ∈ N.

Лемма 3 доказана.

5. Доказательство теоремы 1

Переходя при необходимости к функции 𝑊 (𝑡) := min(𝑊 (𝑡),𝑊 (−𝑡)), можем считать, что
весовая функция 𝑊 положительная, четная и 𝑊 (𝑡) −→ 0, |𝑡| −→ 1. Далее, переходя при
необходимости к функции

𝑊 (𝑡) := min
|𝜏 |6𝑡

𝑊 (𝜏),

можем считать функцию монотонной на интервалах (−1; 0), (0; 1). Наконец, нормируя по-
стоянным множителем, будем считать, что 𝑊 (𝑡) 6 1. Таким образом, функция

𝑎(𝑡) = ln
1

𝑊 (𝑡)
, |𝑡| < 1,

положительная, четная и монотонная на (0; 1). Положим̃︀𝑎(𝑥) = sup
|𝑡|<1

(𝑥𝑡− 𝑎(𝑡)), 𝑥 ∈ R.

Функция ̃︀𝑎(𝑥) выпуклая на R, четная и обладает легко проверяемыми свойствами

0 < ln 𝑎(0) 6 ̃︀𝑎(𝑥) < |𝑥|, lim
|𝑥|−→∞

̃︀𝑎(𝑥)
|𝑥|

= 1. (8)

При этом функция 𝑏(𝑥) = 𝑥−̃︀𝑎(𝑥) вогнутая и неограничена в R+. В самом деле, если 𝑡𝑥 —
точка достижения супремума в определении ̃︀𝑎, то

𝑏(𝑥) = 𝑎(𝑡𝑥) + (1− 𝑡𝑥)𝑥,

и если |𝑡𝑥| 6 𝑑 < 1 при 𝑥 ∈ R+, то 𝑏(𝑥) ≥ (1 − 𝑑)𝑥 −→ ∞, а если lim𝑥−→∞𝑡𝑥 = 1, то
𝑏(𝑥) ≥ 𝑎(𝑡𝑥) −→ ∞. Из вогнутости следует, что 𝑏′(𝑥) убывающая функция, а из неограни-
ченности получим, что 𝑏′(𝑥) неотрицательная функция. Значит, функция 𝑏(𝑥) возрастает
до бесконечности. Положим

ℎ0(𝑡) = sup
𝑥
(𝑥𝑡− ̃︀𝑎(𝑥)), |𝑡| < 1.

Тогда функция ℎ выпукла на (−1; 1) и

𝑒ℎ0(𝑡) 6 𝑎(𝑡) =
1

𝑊 (𝑡)
, |𝑡| < 1.

Нам остается найти выпуклую функцию ̃︀ℎ(𝑥) ≥ ̃︀𝑎(𝑥) на R, имеющую конструкцию, опи-
санную в параграфе 2. Тогда функция

ℎ(𝑡) = sup
𝑥
(𝑥𝑡− ̃︀ℎ(𝑥)) 6 sup

𝑥
(𝑥𝑡− ̃︀𝑎(𝑥)) = ℎ0(𝑡) 6 𝑎(𝑡) 6

1

𝑊 (𝑡)
,
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и по лемме 3 в пространстве 𝐿2(𝑒
−ℎ) безусловных базисов из экспонент не существует.

Определим функцию 𝛼(𝑥) рекуррентными соотношениями на отрезках
[2𝑛; 2𝑛+1]. Возьмем число 𝐴 ∈ (1; 2). Пусть 𝑙0(𝑥) линейная функция, такая, что 𝑙0(1) =

𝑏(1), 𝑙0(2) = min(𝑏(2),
√
𝐴𝑏(1)) и для 𝑥 ∈ [1; 2] положим 𝛼(𝑥) = 𝑙0(𝑥). В силу вогнутости

𝑏(𝑥) имеем 𝛼(𝑥) ≥ 𝑏(𝑥), 𝑥 ∈ [1; 2]. Если на отрезках [2𝑘; 2𝑘+1] при 𝑘 6 𝑛 − 1 функцию 𝛼
уже определили, то через 𝑙𝑛 обозначим линейную функцию, такую, что 𝑙𝑛(2

𝑛) = 𝛼(2𝑛),
𝑙𝑛(2

𝑛+1) = min(𝑏(2𝑛+1),
√
𝐴𝛼(2𝑛) и положим для 𝑥 ∈ [2𝑛; 2𝑛+1] 𝛼(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥). Функция 𝛼,

определенная таким образом, будет непрерывной и возрастающей до бесконечности и удо-
влетворять неравенству 𝛼(𝑥) 6 𝑏(𝑥). В самом деле, если для некоторой последовательности
𝑛𝑘 окажется 𝛼(2𝑛𝑘) = 𝑏(2𝑛𝑘), то

lim
𝑥−→∞

𝛼(𝑥) = lim
𝑘−→∞

𝑏(2𝑛𝑘) = ∞,

а если начиная с номера 𝑚 𝛼(2𝑛) =
√
𝐴𝛼(2𝑛−1), то 𝛼(2𝑛) = 𝐴

𝑛−𝑚
2 𝛼(2𝑚) −→ ∞ при 𝑛 −→ ∞.

Функция 𝛼 удовлетворяет условию (2). Возьмем 𝑥 ∈ [2𝑛; 2𝑛+1], 𝑛 ∈ N. Тогда

𝛼(2𝑥) 6 𝛼(2𝑛+2) 6
√
𝐴𝛼(2𝑛+ 1) 6 𝐴𝛼(2𝑛) 6 𝐴𝛼(𝑥).

По функции 𝛼 построим как в параграфе 3 вогнутую возрастающую функцию 𝑢 на [1;∞) и
выпуклую функцию ̃︀ℎ на R. По лемме 1 мы можем нормировать функцию 𝑢(𝑥) постоянным
множителем так, что

𝑢(𝑥) 6 𝛼(𝑥), 𝑥 ≥ 1.

По построению функция ̃︀ℎ(𝑥) = 𝑥− 𝑢(𝑥) ≥ 𝑥− 𝑏(𝑥) = ̃︀𝑎(𝑥).
Теорема 1 доказана.
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