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ЗАДАЧА ТИПА СТЕКЛОВА В ПОЛУЦИЛИНДРЕ
С МАЛЫМ ОТВЕРСТИЕМ

Д.Б. ДАВЛЕТОВ, Д.В. КОЖЕВНИКОВ

Аннотация. В работе рассмотрена задача типа Стеклова для оператора Лапласа
в 𝑛-мерном полуцилиндре, содержащим малую полость. На боковых границах выстав-
лено любое из трех обычных граничных условий, на границе полости — условие Ди-
рихле, а на основании самого полуцилиндра — спектральное условие Стеклова. Дока-
заны теоремы сходимости собственных значений этой задачи при стремлении малого
параметра («диаметра» отверстия) к нулю. Построены и строго обоснованы полные
асимптотические разложения собственных значений по малому параметру, сходящих-
ся как к простому, так и двукратному собственному значению предельной задачи (без
малой полости).
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1. Введение

Исследование собственных значений краевых задач для эллиптических операторов в
области с малой полостью имеет достаточно большую историю. В [1] была получена оцен-
ка скорости сходимости собственного значения краевой задачи Дирихле для оператора
Лапласа в трехмерной области с малой полостью. Позднее аналогичные результаты были
получены в [2, 3, 4]. Затем в [5] были построены полные асимптотические разложения пер-
вых собственных чисел и соответствующих собственных функций классических краевых
задач для оператора Лапласа в двумерных и трехмерных областях с малыми отверстия-
ми. Асимптотика решения эллиптической краевой задачи с малым отверстием на спектре
предельной задачи получена в работе [6]. Краевые задачи для эллиптических операторов
теории упругости в ограниченных областях с малыми отверстиями исследованы в работах
[7, 8, 9, 10]. В случае краевых условий Неймана на границе малой полости в [7] построены
полные асимптотические разложения собственных значений возмущенной краевой задачи.
В работе [8] доказана сходимость собственных элементов краевой задачи Дирихле к соб-
ственным элементам соответствующей предельной краевой задачи, а в [9, 10] построены
двучленные асимптотики по малому параметру в двумерном и трехмерном случае соот-
ветственно. Полные асимптотики собственных значений задачи Стеклова для оператора
Лапласа в области с малым отверстием были построены в [11].

В настоящей работе исследуется задача типа Стеклова для оператора Лапласа
в 𝑛-мерном полуцилиндре, содержащим малую полость. На боковой поверхности задается
любое из трех классических граничных условий (Дирихле, Неймана, Фурье), на границе
малого отверстия — граничное условие Дирихле, а на основании полуцилиндра — усло-
вие Стеклова. Подобные вопросы возникают в краевых задачах для оператора Лапласа
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в области, перфорированной вдоль части границы [12]. Похожие задачи в полуполосах
и полуцилиндрах сингулярно возмущенными граничными условиями возникали ранее в
задачах с частой сменой типа граничного условия [13, 14, 15].

В заключение раздела заметим, что возникновение собственных значений из края су-
щественного спектра для цилиндров с малыми отверстиями и граничными условиями
Дирихле на границах этих малых отверстий исследовалось в [16, 17].

2. Формулировка основных утверждений

Пусть 3 6 𝑛 ∈ N, Σ — (𝑛 − 1)-мерная ограниченная область с гладкой границей,
Π := Σ × (𝑎,+∞), −∞ < 𝑎 < 0, Σ𝑎 := Σ × {𝑎}, {0} ∈ Π, 𝜔 — ограниченная, связная
область в R𝑛 с гладкой границей, 𝜔𝜀 = {𝑥 : 𝜀−1𝑥 ∈ 𝜔}, 0 < 𝜀 ≪ 1, Π𝜀 = Π ∖ 𝜔𝜀. Рассматри-
вается сингулярное возмущение следующей задачи Стеклова на собственные значения

−∆𝜓0 =0, 𝑥 ∈ Π, l𝜓0 :=

(︂
𝐻
𝜕

𝜕𝜈
+ ℎ

)︂
𝜓0 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝜓0

𝜕𝜈
=𝜆0𝜓0, 𝑥 ∈ Σ𝑎,

(2.1)

где 𝜈 — внешняя нормаль, 𝐻, ℎ > 0, 𝐻 +ℎ ̸= 0, осуществляемое вырезанием в полуцилин-
дре малого отверстия 𝜔𝜀 и заданием на его границе краевого условия Дирихле:

−∆𝜓𝜀 = 0, 𝑥 ∈ Π𝜀, l𝜓𝜀 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝜓𝜀
𝜕𝜈

=𝜆𝜀𝜓𝜀, 𝑥 ∈ Σ𝑎, 𝜓𝜀 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝜔𝜀.
(2.2)

Собственные функции рассматриваются в классе функций, обладающих конечным ин-
тегралом Дирихле: ∫︁

Π

|∇𝜓0|2𝑑𝑥 <∞,

∫︁
Π𝜀

|∇𝜓𝜀|2𝑑𝑥 <∞.

Методом Фурье легко показать, что собственные значения 𝜆0,1 < 𝜆0,2 6 · · · 6 𝜆0,𝑘 6 · · · и
соответствующие ортонормированные в 𝐿2(Σ𝑎) собственные функции 𝜓0,𝑘 задачи Стеклова
(2.1) определяются равенствами

𝜆0,𝑘 =
√︀
𝜁𝑘, 𝜓0,𝑘(𝑥) = 𝜑𝑘(𝑥

′)e−
√
𝜁𝑘(𝑥𝑛−𝑎), (2.3)

где 𝑥′ := (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1), 𝜁𝑘 и 𝜑𝑘 — собственные значения и соответствующие нормированные
в 𝐿2(Σ) собственные функции краевой задачи

−
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝜕2𝜑𝑘
𝜕𝑥2𝑖

= 𝜁𝑘𝜑𝑘 в Σ, l𝜑𝑘 = 0 на 𝜕Σ. (2.4)

В следующем разделе будет доказана

Теорема 2.1. Пусть отрезок [𝜆−, 𝜆+] не содержит собственных значений задачи
Стеклова (2.1). Тогда при достаточно малых 𝜀 этот отрезок не содержит и собствен-
ных значений задачи Стеклова (2.2).

Пусть кратность собственного значения 𝜆0 задачи Стеклова (2.1) равна 𝑑. Тогда у
задачи Стеклова (2.2) существует ровно 𝑑 собственных значений 𝜆(𝑙)𝜀 , 𝑙 = 1, 𝑑 (с учетом
кратности), сходящихся к 𝜆0 при 𝜀→ 0.

Для соответствующих проекторов 𝒫0 и 𝒫𝜀 в 𝐿2(Σ𝑎) имеет место сходимость
𝒫𝜀 → 𝒫0 при 𝜀→ 0.

Основным содержанием работы является доказательство методом согласования асимп-
тотических разложений [18, 19, 20] сформулированных ниже теоремы 2.2 и теоремы 2.3.

Прежде чем перейти к формулировке этих утверждений, введем некоторые обозначения.
Всюду далее, 𝑟 = |𝑥|, |𝑆𝑛| – площадь единичной сферы в R𝑛.
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Через 𝑧𝑞(𝑥), 𝑞 = 0, 𝑛, обозначим убывающие на бесконечности гармонические в R𝑛 ∖ 𝜔
функции, удовлетворяющие граничным условиям

𝑧0(𝑥) = 1, 𝑧𝑚(𝑥) = 𝑥𝑚, 𝑚 = 1, 𝑛 на 𝜕𝜔.
Хорошо известно, что эти функции имеют дифференцируемые асимптотические разложе-
ния

𝑧𝑞(𝑥) =𝑐𝑞,0𝑟
−𝑛+2 +

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑐𝑞,𝑝𝑥𝑝𝑟
−𝑛 +

∞∑︁
𝑖=2

𝑍
(𝑞)
𝑖 (𝑥)𝑟−2𝑖−𝑛+2, 𝑟 → ∞, (2.5)

где 𝑍(𝑞)
𝑖 (𝑥) — однородные гармонические полиномы степени 𝑘 с индексом 𝑞. Постоянная

𝑐0,0 = 𝑐(𝜔) > 0 называется гармонической емкостью, а постоянные 𝑐𝑚,𝑞, 𝑚, 𝑞 = 1, 𝑛, —
коэффициентами дипольной формы, ассоциированной с поляризацией [21].

Интегрируя по частям правые части равенств

0 =

∫︁
{𝑟<𝑅}∖𝜔

(𝑥𝑚 − 𝑧𝑚(𝑥))∆(𝑥𝑗 − 𝑧𝑗(𝑥)) d𝑥, 𝑗,𝑚 = 1, 𝑛,

0 =

∫︁
{𝑟<𝑅}∖𝜔

(𝑥𝑚 − 𝑧𝑚(𝑥))∆(1 − 𝑧0(𝑥)) d𝑥, 𝑚 = 1, 𝑛,

при 𝑅 → ∞, легко показать, что
𝑐𝑚,𝑗 = 𝑐𝑗,𝑚, 𝑗,𝑚 = 1, 𝑛, (𝑛− 2)𝑐𝑚,0 = 𝑐0,𝑚, 𝑚 = 1, 𝑛. (2.6)

В силу этих равенств 𝑛× 𝑛-матрицы 𝐶(𝜔) и ̃︀𝐶(𝜔) с компонентами 𝑐𝑚,𝑞 и

̃︀𝑐𝑚,𝑞 = 𝑐𝑚,𝑞 −
𝑐𝑚,0𝑐0,𝑞
𝑐(𝜔)

, 𝑚, 𝑞 = 1, 𝑛

являются симметричными.

Теорема 2.2. Пусть 𝜆0 – простое собственное значение задачи Стеклова (2.1), 𝜓0 –
соответствующая нормированная в 𝐿2(Σ𝑎) собственная функция.

Тогда собственное значение 𝜆𝜀 возмущенной задачи Стеклова (2.2), сходящееся к 𝜆0,
имеет асимптотическое разложение

𝜆𝜀 = 𝜆0 + 𝜀𝑛−2

∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖𝜆𝑛−2+𝑖, (2.7)

где
𝜆𝑛−2 = 𝑐(𝜔) |𝑆𝑛| (𝑛− 2)𝜓2

0(0). (2.8)

Если 𝜓0(0) = 0, то
𝜆𝑛−2 =0, (2.9)
𝜆𝑛−1 =0, (2.10)
𝜆𝑛 = |𝑆𝑛| ∇𝜓0(0)𝐶(𝜔)∇𝜓0(0). (2.11)

Замечание 2.1. Очевидно, что если 𝜔 — шар единичного радиуса центром в начале
координат, то

𝑧0(𝑥) = 𝑟−𝑛+2, 𝑧𝑚(𝑥) = 𝑥𝑚𝑟
−𝑛, 𝑚 = 1, 𝑛.

Отсюда растяжением и сдвигом системы координат легко показать, что в случае, когда
𝜔 — шар радиуса 𝑅 с центром в точке (0, . . . , 0, 𝑡), то матрицы 𝐶(𝜔) и ̃︀𝐶(𝜔) являются
диагональными, причем,

𝑐0,0 =𝑐(𝜔) = 𝑅𝑛−2,

𝑐𝑛,𝑛 =𝑅𝑛−2(𝑅2 + (𝑛− 2)𝑡2), 𝑐𝑗,𝑗 = ̃︀𝑐𝑗,𝑗 = ̃︀𝑐𝑛,𝑛 = 𝑅𝑛, 𝑗 = 1, 𝑛− 1.
(2.12)
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Следовательно, в этом случае равенства (2.8) и (2.11) приобретают вид

𝜆𝑛−2 =𝑅𝑛−2 |𝑆𝑛| (𝑛− 2)𝜓2
0(0),

𝜆𝑛 =𝑅𝑛−2 |𝑆𝑛|

(︃
𝑅2|∇𝜓0(0)|2 + (𝑛− 2)𝑡2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑛
(0)

⃒⃒⃒⃒2)︃
,

(2.13)

соответственно.

Замечание 2.2. Если 𝜁𝑘 — простое собственное значение краевой задачи (2.4), то в
силу (2.3) равенства (2.8) и (2.13) приобретают вид

𝜆𝑛−2 =𝑐(𝜔) |𝑆𝑛| (𝑛− 2)e2𝑎
√
𝜁𝑘𝜑2

𝑘(0),

𝜆𝑛−2 =𝑅𝑛−2 |𝑆𝑛| (𝑛− 2)e2𝑎
√
𝜁𝑘𝜑2

𝑘(0),

𝜆𝑛 =𝑅𝑛−2 |𝑆𝑛| e2𝑎
√
𝜁𝑘
(︀
𝑅2|∇′𝜑𝑘(0)|2 +

(︀
𝑅2 + (𝑛− 2)𝑡2

)︀
𝜁𝑘𝜑

2
𝑘(0)

)︀
,

соответственно, где под ∇′𝜑 понимается вектор с компонентами

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑗
, 𝑗 = 1, 𝑛− 1.

В работе строится и полное асимптотическое разложение собственной функции 𝜓𝜀 за-
дачи Стеклова (2.2), соответствующей собственному значению 𝜆𝜀. Однако, предельное
значение для 𝜓𝜀 в силу теоремы 2.1 известно — единственная (с точностью до знака)
собственная функция 𝜓0 предельной задачи Стеклова (2.1).

Замечание 2.3. В работе рассматривается как случай простого собственного зна-
чения, так и кратного. Ввиду того, что рассуждения для двукратного значения легко
переносятся на случай 𝑛-кратного, то для простоты изложения асимптотические раз-
ложения будут строиться для двукратного собственного значения.

Если же 𝜆0 – двукратное собственное значение задачи (2.1), то из теоремы 2.1 вытекает,
что для сходящихся к 𝜆0 собственных значений возмущенной задачи (2.2) возможны сле-
дующие случаи: либо это два простых собственных значения, либо это одно двукратное
собственное значение, либо для разных 𝜀 имеет место один из этих вариантов. И даже,
если к 𝜆0 сходится два простых собственных значения 𝜆

(1)
𝜀 и 𝜆

(2)
𝜀 , то нельзя утверждать,

что соответствующие нормированные в 𝐿2(Σ𝑎) собственные функции 𝜓
(1)
𝜀 и 𝜓

(2)
𝜀 имеют

пределы. Теорема 2.1 лишь гарантирует, что из любой последовательности 𝜀𝑘 → 0 мож-
но выделить подпоследовательность 𝜀𝑘𝑚 → 0 такую, что на ней имеет место сходимость
𝜓

(𝑗)
𝜀 → 𝜓

(𝑗)
0 в 𝐿2(Σ𝑎), где 𝜓(𝑗)

0 – ортонормированные в 𝐿2(Σ𝑎) собственные функции за-
дачи (2.1), соответствующие 𝜆0. Однако, эти пределы, вообще говоря, могут меняться в
зависимости от выбора подпоследовательности 𝜀𝑘𝑚 → 0.

В работе рассматривается случай наиболее общего положения:

|𝜓(1)
0 (0)| + |𝜓(2)

0 (0)| ≠ 0. (2.14)

Тогда, очевидно, эти собственные функции можно ортонормировать в 𝐿2(Σ𝑎) так, что

𝜓
(1)
0 (0) ̸= 0, 𝜓

(2)
0 (0) = 0. (2.15)

Будет доказана следующая

Теорема 2.3. Пусть 𝜆0 – двукратное собственное значение задачи (2.1), 𝜓(1)
0 и 𝜓

(2)
0 –

соответствующие собственные функции, удовлетворяющие условию (2.14) и ортонор-
мированные в 𝐿2(Σ𝑎) в соответствии с (2.15).
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Тогда существуют два простых собственных значения 𝜆(1)𝜀 и 𝜆(2)𝜀 возмущенной задачи
Стеклова (2.2), сходящиеся к 𝜆0, и они имеют асимптотические разложения

𝜆(1)𝜀 =𝜆0 + 𝜀𝑛−2

∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖𝜆
(1)
𝑛−2+𝑖, (2.16)

𝜆(2)𝜀 =𝜆0 + 𝜀𝑛
∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖𝜆
(2)
𝑛+𝑖, (2.17)

где

𝜆
(1)
𝑛−2 = 𝑐(𝜔) |𝑆𝑛| (𝑛− 2)

(︁
𝜓

(1)
0 (0)

)︁2
> 0, (2.18)

𝜆(2)𝑛 = |𝑆𝑛| ∇𝜓(2)
0 (0) ̃︀𝐶(𝜔)∇𝜓(2)

0 (0). (2.19)

Соответствующие собственные функции 𝜓
(𝑗)
𝜀 сходятся к 𝜓(𝑗)

0 в 𝐿2(Σ𝑎).

Замечание 2.4. Из теоремы, в частности, следует, что если выполнено условие
(2.14), то двукратное собственное значение 𝜆0 при рассматриваемом возмущении рас-
щепляется на два простых собственных значения, а соответствующие собственные
функции сходятся к собственным функциям задачи Стеклова (2.1), ортонормирован-
ным в 𝐿2(Σ𝑎) в соответствии с (2.15).

Замечание 2.5. Если 𝜔 — шар радиуса 𝑅 с центром в точке (0, . . . , 0, 𝑡), то в силу
(2.12) равенства (2.18) и (2.19) приобретают вид

𝜆
(1)
𝑛−2 = 𝑅𝑛−2 |𝑆𝑛| (𝑛− 2)

(︁
𝜓

(1)
0 (0)

)︁2
,

𝜆(2)𝑛 = 𝑅𝑛 |𝑆𝑛|
⃒⃒⃒
∇𝜓(2)

0 (0)
⃒⃒⃒2
> 0,

(2.20)

соответственно.

Замечание 2.6. Если 𝜁𝑘 = 𝜁𝑘+1 — двукратное собственное значение краевой задачи
(2.4), а соответствующие собственные функции ортонормированы в 𝐿2(Σ) так, что
𝜑𝑘(0

′) = 0, 𝜑𝑘+1(0
′) ̸= 0, то в силу (2.3) равенства (2.18) и (2.20) приобретают вид

𝜆
(1)
𝑛−2 =𝑐(𝜔) |𝑆𝑛| (𝑛− 2)e2𝑎

√
𝜁𝑘𝜑2

𝑘(0
′),

𝜆
(1)
𝑛−2 =𝑅𝑛−2 |𝑆𝑛| (𝑛− 2)e2𝑎

√
𝜁𝑘𝜑2

𝑘(0
′),

𝜆(2)𝑛 =𝑅𝑛 |𝑆𝑛| e2𝑎
√
𝜁𝑘
(︀
|∇′𝜑𝑘+1(0

′)|2 + 𝜁𝑘𝜑
2
𝑘+1(0

′)
)︀
,

соответственно.

3. Доказательство теоремы 2.1

Определим пространство 𝐻1(Π) как пополнение по норме

‖𝑤‖𝐻1(Π) =

⎛⎝∫︁
Π

|∇𝑤|2 𝑑𝑥+

∫︁
Σ𝑎

𝑤2𝑑𝑥′

⎞⎠1/2

(3.1)

функций из 𝐶∞(Π), обладающих конечным интегралом Дирихле. Подмножество функций
из 𝐻1(Π), обращающихся в нуль на 𝜕Π ∖ Σ𝑎, обозначим как 𝐻1(Π; 𝜕Π ∖ Σ𝑎). Пространство
𝐻1(Π𝜀) определим как пополнение по норме

‖𝑤‖𝐻1(Π𝜀) =

⎛⎝∫︁
Π𝜀

|∇𝑤|2 𝑑𝑥+

∫︁
Σ𝑎

𝑤2𝑑𝑥′

⎞⎠1/2

(3.2)
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функций из 𝐶∞(Π𝜀), обладающих конечным интегралом Дирихле. Подмножество функ-
ций из 𝐻1(Π𝜀), обращающихся в нуль на 𝜕𝜔𝜀 (на 𝜕𝜔𝜀∪𝜕Π∖Σ𝑎), обозначим как 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀)
(как 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀 ∪ 𝜕Π ∖ Σ𝑎)).

Краевые задачи

−∆𝑈0 =0, 𝑥 ∈ Π, l𝑈0 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝑈0

𝜕𝜈
+ 𝑈0 =𝑓, 𝑥 ∈ Σ𝑎

(3.3)

и
−∆𝑈𝜀 = 0, 𝑥 ∈ Π𝜀, l𝑈𝜀 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝑈𝜀
𝜕𝜈

+ 𝑈𝜀 = 𝑓𝜀, 𝑥 ∈ Σ𝑎, 𝑈𝜀 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝜔𝜀,
(3.4)

будем понимать в обобщенном (слабом) смысле. Т.е., пусть 𝑓, 𝑓𝜀 ∈ 𝐿2(Σ𝑎). Тогда при
ℎ = 0 (при 𝐻 = 0) элемент 𝐻1(Π) (элемент 𝐻1(Π; 𝜕Π ∖ Σ𝑎)) называется обобщенным
решением краевой задачи (3.3), если для любого 𝑣 ∈ 𝐻1(Π) (для любого 𝑣 ∈ 𝐻1(Π; 𝜕Π∖Σ𝑎))
выполняется следующее равенство∫︁

Π

∇𝑈0∇𝑣𝑑𝑥+

∫︁
Σ𝑎

𝑈0𝑣𝑑𝑥
′ =

∫︁
Σ𝑎

𝑓𝑣𝑑𝑥′. (3.5)

При ℎ𝐻 ̸= 0 элемент 𝐻1(Π) называется обобщенным решением краевой задачи (3.3), если
для любого 𝑣 ∈ 𝐻1(Π) выполняется равенство∫︁

Π

∇𝑈0∇𝑣𝑑𝑥+𝐻−1ℎ

∫︁
𝜕Π∖Σ𝑎

𝑈0𝑣𝑑𝑠+

∫︁
Σ𝑎

𝑈0𝑣𝑑𝑥
′ =

∫︁
Σ𝑎

𝑓𝑣𝑑𝑥′. (3.6)

Аналогично, при ℎ = 0 (при 𝐻 = 0) элемент 𝑈𝜀 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀) (элемент
𝑈𝜀 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀 ∪ 𝜕Π ∖ Σ𝑎)) называется обобщенным решением краевой задачи (3.4), если
для любого 𝑣 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀) (для любого 𝑣 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀∪𝜕Π∖Σ𝑎)) выполняется равенство∫︁

Π𝜀

∇𝑈𝜀∇𝑣𝑑𝑥+

∫︁
Σ𝑎

𝑈𝜀𝑣𝑑𝑥
′ =

∫︁
Σ𝑎

𝑓𝜀𝑣𝑑𝑥
′. (3.7)

При ℎ𝐻 ̸= 0 элемент 𝑈𝜀 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀) называется обобщенным решением краевой задачи
(3.4), если для любого 𝑣 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀) выполняется равенство∫︁

Π𝜀

∇𝑈𝜀∇𝑣𝑑𝑥+𝐻−1ℎ

∫︁
𝜕Π∖Σ𝑎

𝑈𝜀𝑣𝑑𝑠+

∫︁
Σ𝑎

𝑈𝜀𝑣𝑑𝑥
′ =

∫︁
Σ𝑎

𝑓𝜀𝑣𝑑𝑥
′. (3.8)

Очевидно, что если функцию, принадлежащую 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀) (принадлежащую
𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀 ∪ 𝜕Π ∖ Σ𝑎)), продолжить нулем в 𝜔𝜀, то она будет принадлежать 𝐻1(Π) (при-
надлежать 𝐻1(Π; 𝜕Π ∖ Σ𝑎)). Будем сохранять для этих продолжений их первоначальные
обозначения.

Подставляя 𝑣 = 𝑈0 и 𝑣 = 𝑈𝜀 в (3.5), (3.6) и в (3.7), (3.8), получаем априорные оценки
‖𝑈0‖𝐻1(Π) 6 ‖𝑓‖𝐿2(Σ), ‖𝑈𝜀‖𝐻1(Π) 6 ‖𝑓𝜀‖𝐿2(Σ). (3.9)

Отсюда следует единственность решений краевых задач (3.3) и (3.4).
Используя метод разделения переменных, легко показать, что искомое решение краевой

задачи (3.3) представимо в виде

𝑈0(𝑥) =
∞∑︁
𝑗=1

(𝑓, 𝜑𝑗)0
𝜁𝑗 + 1

𝜑𝑗(𝑥
′)e−

√
𝜁𝑗(𝑥𝑛−𝑎), (3.10)

где (𝑢, 𝑣)0 — скалярное произведение в 𝐿2(Σ).
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Покажем разрешимость краевой задачи (3.4). Обозначим через (𝑢, 𝑣)1 скалярное произ-
ведения в 𝐻1(Π𝜀). Тогда интегральное тождество (3.7) запишется в виде

(𝑈𝜀, 𝑣)1 =

∫︁
Σ𝑎

𝑓𝜀𝑣𝑑𝑥
′. (3.11)

При любом фиксированном 𝑓𝜀 ∈ 𝐿2(Σ) правая часть является линейным ограниченным
функционалом над гильбертовом пространством𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀) (над гильбертовым простран-
ством 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀 ∪ 𝜕Π ∖ Σ𝑎)). Поэтому в силу теоремы Рисса существует единственный
элемент 𝐹𝜀 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀) (элемент 𝐹𝜀 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀 ∪ 𝜕Π ∖ Σ𝑎)) такой, что∫︁

Σ𝑎

𝑓𝜀𝑣𝑑𝑥
′ = (𝐹𝜀, 𝑣)1

для любого 𝑣 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀) (любого 𝑣 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀 ∪ 𝜕Π ∖ Σ𝑎)). Отсюда и из (3.11) сле-
дует, что 𝑈𝜀 = 𝐹𝜀. Т.е. краевая задача (3.4) однозначно разрешима при ℎ = 0 и 𝐻 = 0.
Аналогично с использованием интегрального тождества (3.8) доказывается однозначная
разрешимость краевой задачи (3.4) при ℎ𝐻 ̸= 0.

Обозначим через 𝑇0 : 𝐿2(Σ𝑎) → 𝐿2(Σ𝑎) линейный оператор, ставящий в соответствие
функции 𝑓 сужение решения 𝑈0 краевой задачи (3.3) на Σ𝑎, т.е. (см. (3.10))

𝑇0𝑓 :=
∞∑︁
𝑗=1

(𝑓, 𝜑𝑗)0
𝜁𝑗 + 1

𝜑𝑗(𝑥
′). (3.12)

А через 𝑇𝜀 : 𝐿2(Σ𝑎) → 𝐿2(Σ𝑎) обозначим линейный оператор, ставящий в соответствие
функции 𝑓𝜀 сужение решения 𝑈𝜀 краевой задачи (3.4) на Σ𝑎.

Так как 𝑓𝑘 ⇀ 𝑓 в 𝐿2(Σ𝑎) при 𝑘 → ∞, а оператор 𝑇0 компактен в силу компактности
вложения 𝐻1(Π) в 𝐿2(Σ𝑎), то имеет место сходимость

𝑇0𝑓𝑘 → 𝑇0𝑓 в 𝐿2(Σ𝑎) при 𝑘 → ∞. (3.13)

Лемма 3.1. Пусть 𝑣 — произвольная функция из 𝐶∞(Π) (из 𝐶∞(Π), обращающаяся в
нуль на 𝜕Π ∖Σ𝑎), обладающая конечным интегралом Дирихле. Тогда существуют функ-
ции 𝑣𝜀 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀) (функции 𝑣𝜀 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀 ∪ 𝜕Π ∖ Σ𝑎)) такие, что ‖𝑣 − 𝑣𝜀‖𝐻1(Π) → 0
при 𝜀→ 0.

Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что область 𝜔𝜀 лежит в шаре
радиуса 𝜀 с центром в начале координат. Пусть ̃︀𝜒(𝑡) — бесконечно дифференцируемая
срезающая функция, тождественно равная нулю при 𝑡 6 1 и единице при 𝑡 > 2. Легко
проверить, что функции 𝑣𝜀(𝑥) = ̃︀𝜒(︁ |𝑥|

𝜀

)︁
𝑣(𝑥) удовлетворяют утверждению леммы.

Для 𝑅 > 0 обозначим Π(𝑅) = Σ × (𝑎,𝑅),

‖𝑤‖𝐻1(Π(𝑅)) =

⎛⎜⎝ ∫︁
Π(𝑅)

|∇𝑤|2 𝑑𝑥+

∫︁
Σ𝑎

𝑤2𝑑𝑥′

⎞⎟⎠
1/2

.

Так как, очевидно, ‖𝑤‖𝐻1(Π(𝑅)) 6 ‖𝑤‖𝐻1(Π), а ‖𝑤‖𝑊 1
2 (Π(𝑅)) 6 𝐶(𝑅)‖𝑤‖𝐻1(Π(𝑅)) в силу [22,

Глава III, § 5, теорема 5], то
‖𝑤‖𝑊 1

2 (Π(𝑅)) 6 𝐶(𝑅)‖𝑤‖𝐻1(Π). (3.14)

Лемма 3.2. Если
𝑓𝜀 ⇀ 𝑓 в 𝐿2(Σ𝑎) при 𝜀→ 0,

то для решений краевых задач (3.3) и (3.4) имеет место сходимость
𝑇𝜀𝑓𝜀 → 𝑇0𝑓 в 𝐿2(Σ𝑎) при 𝜀→ 0. (3.15)
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Доказательство. В силу слабой компактности ограниченного множества в гильбертовом
пространстве (см., например, [23, глава 2, §3]), оценок (3.9) и (3.14) и компактности вло-
жения 𝑊 1

2 (Π(𝑅)) в 𝐿2(Σ𝑎) из любой последовательности 𝜀𝑘 →
𝑘→∞

0 можно выделить под-
последовательность (которую, не ограничивая общности, будем считать совпадающей с
последовательностью {𝜀𝑘}) такую, что на ней

𝑈𝜀 ⇀ 𝑈* в 𝐻1(Π) при 𝜀 = 𝜀𝑘 → 0,

𝑈𝜀 → 𝑈* в 𝐿2(Σ𝑎) при 𝜀→ 0,
(3.16)

причем, 𝑈* ∈ 𝐻1(Π), если 𝑈𝜀 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀), и 𝑈* ∈ 𝐻1(Π; 𝜕Π ∖ Σ𝑎), если
𝑈𝜀 ∈ 𝐻1(Π𝜀; 𝜕𝜔𝜀 ∪ 𝜕Π ∖ Σ𝑎).

Осталось показать, что 𝑈* = 𝑈0. Тогда из произвола в выборе исходной последова-
тельности 𝜀𝑘 →

𝑘→∞
0 будет следовать сходимость (3.15). Пусть 𝑣 произвольная функция из

𝐶∞(Π) (из 𝐶∞(Π), обращающаяся в нуль на 𝜕Π∖Σ𝑎), имеющая конечный интеграл Дирих-
ле, функции 𝑣𝜀 удовлетворяют утверждению леммы 3.1. Переходя в (3.7) и (3.8) для 𝑣 = 𝑣𝜀
к пределу при 𝜀→ 0 в силу (3.16) и леммы 3.1, получаем в силу определения пространств
𝐻1(Π) и 𝐻1(Π; 𝜕Π ∖Σ𝑎), что функция 𝑈* является обобщенным решением краевой задачи
(3.3). А так как решение краевой задачи (3.3) единственно, то 𝑈* = 𝑈0.

Лемма 3.3. При 𝜀→ 0 имеет место сходимость 𝑇𝜀 → 𝑇0 (по операторной норме).

Доказательство. Для доказательства леммы достаточно показать справедливость рав-
номерной сходимости

‖𝑇𝜀𝑓 − 𝑇0𝑓‖𝐿2(Σ𝑎) ⇒
𝜀→0

0 (3.17)

для нормированных в 𝐿2(Σ𝑎) функций 𝑓 .
Допустим противное. Следовательно, существует число 𝛿 > 0, последовательность

𝜀𝑘 → 0 при 𝑘 → ∞ и последовательность нормированных в 𝐿2(Σ𝑎) функций 𝑓𝑘 такие,
что

‖𝑇𝜀𝑘𝑓𝑘 − 𝑇0𝑓𝑘‖𝐿2(Σ𝑎) > 𝛿. (3.18)

Так как ограниченное множество слабо компактно, то, не ограничивая общности, можно
считать, что

𝑓𝑘 ⇀ 𝑓

в 𝐿2(Σ𝑎). Из (3.18) и неравенства треугольника вытекает неравенство

‖𝑇𝜀𝑘𝑓𝑘 − 𝑇0𝑓‖𝐿2(Σ𝑎) + ‖𝑇0𝑓 − 𝑇0𝑓𝑘‖𝐿2(Σ𝑎) > 𝛿, (3.19)

которое противоречит (3.13) и утверждению леммы 3.2.

Так как краевые задачи (3.3) и (3.4) однозначно разрешимы, то существуют обратные
операторы 𝑆0 = 𝑇−1

0 и 𝑆𝜀 = 𝑇−1
𝜀 , определенные в 𝐿2(Σ). Из этой леммы и [23, глава 4, § 2]

следует справедливость следующего утверждения.

Лемма 3.4. При 𝜀→ 0 оператор 𝑆𝜀 сходится к оператору 𝑆0 в обобщенном смысле.

Доказательство теоремы 2.1. Из определения операторов 𝑆0 и 𝑆𝜀 следует, что собствен-
ные значения Λ0 и Λ𝜀 этих операторов и собственные значения 𝜆0 и 𝜆𝜀 задач Стеклова
(2.1) и (2.2) связаны равенствами 𝜆0 = Λ0 − 1 и 𝜆𝜀 = Λ𝜀 − 1, а соответствующие норми-
рованные в 𝐿2(Σ𝑎) собственные функции совпадают. Отсюда, из леммы 3.4 и [23, глава 4,
теорема 3.16] вытекает справедливость доказываемой теоремы.
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4. Вспомогательные утверждения

Напомним, что𝑋(𝑞)
𝑘 (𝑥), 𝑌 (𝑞)

𝑘 (𝑥) и 𝑍(𝑞)
𝑘 (𝑥) — однородные гармонические полиномы степени

𝑘 с индексом 𝑞, указывающим функцию, для которой они выписаны.

Лемма 4.1. Для любого гармонического многочлена ̃︀𝑉 существует решение
𝑉 ∈ 𝐶∞(R𝑛∖𝜔) краевой задачи

∆𝑉 = 0, 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝜔, 𝑉 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝜔, (4.1)

имеющее дифференцируемое асимптотическое разложение

𝑉 (𝑥) =̃︀𝑉 (𝑥) +
∞∑︁
𝑖=0

𝑍𝑖(𝑥)𝑟−2𝑖−𝑛+2, 𝑟 → ∞. (4.2)

Доказательство. Из (гл. 3, §1, [18]) следует, что краевая задача

∆𝑣 = 0, 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝜔,

𝑣 = −̃︀𝑉 , 𝑥 ∈ 𝜕𝜔.

разрешима в классе убывающих функций при 𝑟 → ∞, причем, дифференцируемое асимп-
тотическое разложение решения имеет вид

𝑣(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑍𝑖(𝑥)𝑟−2𝑖−𝑛+2, 𝑟 → ∞.

Следовательно, задача Стеклова (4.1) имеет решение 𝑉 = ̃︀𝑉 + 𝑣 с асимптотикой (4.2) при
𝑟 → ∞.

Обозначим через 𝒜 подмножество функций 𝑢(𝑥) класса 𝐶∞(Π∖{0}) таких, что 𝑢(𝑥)̃︀𝜒(𝑟𝑅)
является элементом 𝐻1(Π) для любого достаточно большого 𝑅 > 0. Напомним, что ̃︀𝜒(𝑡) —
бесконечно дифференцируемая срезающая функция, тождественно равная нулю при 𝑡 6 1
и единице при 𝑡 > 2.

Лемма 4.2. Пусть 𝜆0 — простое собственное значение задачи Стеклова (2.1), 𝑌𝑗(𝑥) —
любой заданный гармонический полином, 𝐹 ∈ 𝐶∞ (Σ𝑎). Тогда существует константа 𝜇,
при которой задача Стеклова

−∆𝐸 =0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0}, l𝐸 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝐸

𝜕𝜈
=𝜆0𝐸 + 𝐹 + 𝜇𝜓0, 𝑥 ∈ Σ𝑎,

(4.3)

разрешима, и решение ортогонально функции 𝜓0 в 𝐿2(Σ𝑎), причем, 𝐸 ∈ 𝒜 и имеет сле-
дующее дифференцируемое асимптотическое разложение

𝐸(𝑥) = 𝑌𝑗(𝑥)𝑟−2𝑗−𝑛+2 +
∞∑︁
𝑘=0

𝑋𝑘(𝑥), 𝑥→ 0. (4.4)

Доказательство. Будем искать 𝐸(𝑥) в виде

𝐸(𝑥) = (1 − ̃︀𝜒(𝑟𝑅))𝑌𝑗(𝑥)𝑟−2𝑗−𝑛+2 + ̃︀𝐸(𝑥), (4.5)

где 𝑅 — достаточно большое положительное число. Подставляя (4.5) в (4.3), получаем
задачу на ̃︀𝐸(𝑥):

−∆ ̃︀𝐸 = ̃︀𝐹 , 𝑥 ∈ Π ∖ {0}, l ̃︀𝐸 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕 ̃︀𝐸
𝜕𝜈

=𝜆0 ̃︀𝐸 + 𝐹 + 𝜇𝜓0, 𝑥 ∈ Σ𝑎,
(4.6)
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где ̃︀𝐹 ∈ 𝐶∞
0 (Π). Используя метод разделения переменных, легко показать существова-

ние такого числа 𝜇, при котором решение ̃︀𝐸(𝑥) задачи (4.6) существует и принадлежит
𝐶∞(Π) ∩𝐻1(Π) и определено с точностью до слагаемого 𝛼𝜓0(𝑥) для любого 𝛼. Тогда при
подходящем выборе 𝛼 функция (4.5) удовлетворяет утверждению леммы.

Из определения пространств 𝐻1(Π) и 𝒜 следует, что для 𝜓0(𝑥) и любой функции 𝐸(𝑥),
являющейся решением задачи (4.3), справедливы равенства⃒⃒⃒⃒

𝜓0(𝑥)
𝜕𝐸

𝜕𝑥𝑛
(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝐸(𝑥)

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑛
(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
−→
𝑥𝑛→∞

0. (4.7)

Следствие 1. Существуют функции 𝐸𝑞 ∈ 𝒜, 𝑞 = 0, 𝑛, имеющие при 𝑟 → 0 дифферен-
цируемые асимптотические разложения

𝐸0 = 𝑟−𝑛+2 +
∞∑︁
𝑘=0

𝑋𝑘(𝑥), (4.8)

𝐸𝑚 =𝑥𝑚𝑟
−𝑛 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑋𝑘(𝑥), 𝑚 = 1, 𝑛, (4.9)

и являющиеся решениями краевых задач

−∆𝐸𝑞 =0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0}, l𝐸𝑞 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝐸𝑞
𝜕𝜈

=𝜆0𝐸𝑞 + 𝜇𝑞𝜓0, 𝑥 ∈ Σ𝑎,
(4.10)

при

𝜇0 = |𝑆𝑛|(𝑛− 2)𝜓0(0), (4.11)

𝜇𝑚 = |𝑆𝑛|
𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0), 𝑚 = 1, 𝑛. (4.12)

Доказательство. В силу леммы 4.2 достаточно убедиться в равенствах (4.11) и (4.12).
Покажем справедливость (4.11). Пусть 𝐵𝛿 — шар радиуса 𝛿 ≪ 1 с центром в начале
координат. Тогда, интегрируя дважды по частям, получаем:

0 =

∫︁
Π(𝛿−1)∖𝐵𝛿

∆𝐸0𝜓0𝑑𝑥 =

=

∫︁
𝑥𝑛=𝛿−1

(︂
𝜕𝐸0

𝜕𝑥𝑛
𝜓0 −

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑛
𝐸0

)︂
𝑑𝑥′ −

∫︁
𝑟=𝛿

(︂
𝜕𝐸0

𝜕𝑟
𝜓0 −

𝜕𝜓0

𝜕𝑟
𝐸0

)︂
𝑑𝑠+ 𝜇0.

(4.13)

Ряд Тейлора функции 𝜓0(𝑥) в нуле имеет вид:

𝜓0(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑋
(0)
𝑘 (𝑥), 𝑟 → 0,

𝑋
(0)
0 (𝑥) =𝜓0(0), 𝑋

(0)
1 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝑥𝑚.

(4.14)

Подставляя (4.7), (4.8) и (4.14) в (4.13) и переходя к пределу при 𝛿 → 0, получаем равенство
(4.11). Равенство (4.12) доказывается аналогично.

Аналогично лемме 4.2 доказывается

Лемма 4.3. Пусть 𝜆0 — двукратное собственное значение задачи Стеклова (2.1), 𝜓(1)
0

и 𝜓(2)
0 — соответствующие собственные функции, ортонормированные в 𝐿2(Σ𝑎), 𝑌𝑗(𝑥) —



ЗАДАЧА ТИПА СТЕКЛОВА В ПОЛУЦИЛИНДРЕ. . . 73

любой заданный гармонический полином, 𝐹 ∈ 𝐶∞ (︀Σ𝑎

)︀
. Тогда существуют константы

𝜇(𝑖), при которых задача Стеклова

−∆𝐸 =0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0}, l𝐸 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝐸

𝜕𝜈
=𝜆0𝐸 + 𝐹 + 𝜇(1)𝜓

(1)
0 + 𝜇(2)𝜓

(2)
0 , 𝑥 ∈ Σ𝑎,

разрешима, и решение ортогонально функциям 𝜓
(𝑖)
0 в 𝐿2(Σ𝑎), причем, 𝐸 ∈ 𝒜 и имеет

дифференцируемое асимптотическое разложение (4.4).

Аналогично следствию 1 (но с использованием леммы 4.3 вместо леммы 4.2) доказыва-
ется

Следствие 2. Пусть 𝜆0 — двукратное собственное значение задачи Стеклова (2.1),
𝜓

(1)
0 и 𝜓

(2)
0 — соответствующие собственные функции, ортонормированные в 𝐿2(Σ𝑎) и

удовлетворяющие (2.15). Тогда существуют функции 𝐸𝑞 ∈ 𝒜, 𝑞 = 0, 𝑛, имеющие при
𝑟 → 0 дифференцируемые асимптотические разложения (4.8), (4.9) и являющиеся реше-
ниями краевых задач

−∆𝐸𝑞 =0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0}, l𝐸𝑞 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝐸𝑞
𝜕𝜈

=𝜆0𝐸𝑞 + 𝜇(1)
𝑞 𝜓

(1)
0 + 𝜇(2)

𝑞 𝜓
(2)
0 , 𝑥 ∈ Σ𝑎,

(4.15)

при

𝜇
(1)
0 =|𝑆𝑛|(𝑛− 2)𝜓

(1)
0 (0), 𝜇

(2)
0 = 0,

𝜇(𝑖)
𝑚 =|𝑆𝑛|

𝜕𝜓
(𝑖)
0

𝜕𝑥𝑚
(0), 𝑚 = 1, 𝑛, 𝑖 = 1, 2. (4.16)

В свою очередь из следствия 2 и леммы 4.3 вытекает справедливость следующих двух
утверждений.

Следствие 3. Пусть 𝜆0 — двукратное собственное значение задачи Стеклова (2.1),
𝜓

(1)
0 и 𝜓

(2)
0 — соответствующие собственные функции, ортонормированные в 𝐿2(Σ𝑎)

и удовлетворяющие (2.15). Тогда функция̃︀𝐸𝑚(𝑥) = 𝐸𝑚(𝑥) + 𝛿𝑚𝐸1(𝑥) ∈ 𝒜, 𝑚 = 1, 𝑛,

имеет при 𝑟 → 0 дифференцируемое асимптотическое разложение

̃︀𝐸𝑚(𝑥) =𝑥𝑚𝑟
−𝑛 + 𝛿𝑚𝑟

−𝑛 +
∞∑︁
𝑘=0

𝑋𝑘(𝑥), 𝛿𝑚 =

𝜕𝜓
(2)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)

(𝑛− 2)𝜓
(1)
0 (0)

, 𝑚 = 1, 𝑛,

и является решением краевой задачи

−∆ ̃︀𝐸𝑚 =0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0}, l ̃︀𝐸𝑚 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕 ̃︀𝐸𝑚
𝜕𝜈

=𝜆0 ̃︀𝐸𝑚 + 𝜇(2)
𝑚 𝜓

(2)
0 , 𝑥 ∈ Σ𝑎,

при 𝜇
(2)
𝑚 , определяемом равенством (4.16).

Лемма 4.4. Пусть 𝜆0 — двукратное собственное значение задачи Стеклова (2.1), 𝜓(1)
0

и 𝜓(2)
0 — соответствующие собственные функции, ортонормированные в 𝐿2(Σ𝑎), 𝑌𝑗(𝑥) —

любой заданный гармонический полином, 𝑗 > 1, 𝐹 ∈ 𝐶∞ (︀Σ𝑎

)︀
. Тогда существует функция
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̃︀𝐸 ∈ 𝒜, ортогональная функциям 𝜓
(𝑖)
0 в 𝐿2(Σ𝑎), являющаяся решением задачи Стеклова

−∆ ̃︀𝐸 =0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0}, l ̃︀𝐸 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕 ̃︀𝐸
𝜕𝜈

=𝜆0 ̃︀𝐸 + 𝐹 + 𝜇𝜓
(2)
0 , 𝑥 ∈ Σ𝑎,

и имеющая дифференцируемые асимптотические разложения

̃︀𝐸𝑚(𝑥) =𝑥𝑚𝑟
−𝑛 + 𝛿𝑟−𝑛 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑋𝑘(𝑥), 𝑚 = 1, 𝑛, 𝑟 → 0,

при некоторых 𝛿 и 𝜇.

5. Доказательство теоремы 2.2

Вне окрестности отверстия приближение 𝑈(𝑥, 𝜀) (внешнее разложение) функции 𝜓𝜀
естественно искать в виде 𝑈(𝑥, 𝜀) ≈ 𝜓0(𝑥). В окрестности же 𝜔𝜀 приближение 𝑉 (𝑥, 𝜀)
(внутреннее разложение) функции 𝜓𝜀 также естественно искать в виде разложения по
функциям, зависящим от переменой 𝜉 = 𝑥𝜀−1.

Обозначим 𝜌 = |𝜉|. Переписывая правую часть (4.14) в переменной 𝜉, имеем:

𝑈(𝑥, 𝜀) ≈ 𝜓0(𝑥) = 𝜓0(0) + 𝜀
𝑛∑︁

𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝜉𝑚 +

∞∑︁
𝑘=2

𝜀𝑘𝑋
(0)
𝑘 (𝜉), 𝜌𝜀 = 𝑟 → 0.

Поэтому, следуя методу согласования асимптотических разложений [18], внутреннее раз-
ложение будем искать в виде

𝑉 (𝜉, 𝜀) = 𝑣0(𝜉) + 𝜀𝑣1(𝜉) +
∞∑︁
𝑘=2

𝜀𝑘𝑣𝑘(𝜉), (5.1)

где

𝑣0(𝜉) ∼𝑋(0)
0 (𝜉) ≡ 𝜓0(0), 𝑣1(𝜉) ∼ 𝑋

(0)
1 (𝜉) =

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝜉𝑚, 𝜌→ ∞,

𝑣𝑘(𝜉) ∼𝑋(0)
𝑘 (𝜉), 𝑘 > 2, 𝜌→ ∞.

(5.2)

Подставляя (5.1) в (2.2), переходя к переменной 𝜉 и приравнивая коэффициенты при
одинаковых степенях 𝜀, получаем следующие краевые задачи для 𝑣𝑘

∆𝜉𝑣𝑘 = 0 𝜉 ∈ R𝑛 ∖ 𝜔, 𝑣𝑘 = 0 𝜉 ∈ 𝜕𝜔. (5.3)

Замечание 5.1. Здесь ∆𝜉 означает оператор Лапласа по переменной 𝜉. Так как всюду
в дальнейшем в уравнениях для коэффициентов внутренних разложений оператор Ла-
пласа используется только в таком смысле, то для упрощения обозначений будем в ∆𝜉

опускать этот индекс 𝜉.

Функция
𝑣0(𝜉) = 𝜓0(0)(1 − 𝑧0(𝜉)) (5.4)

является решением краевой задачи (5.3), имеющим асимптотическое разложение

𝑣0(𝜉) =𝑋
(0)
0 +

∞∑︁
𝑖=0

𝑌
(0)
𝑖 (𝜉)

𝜌2𝑖+𝑛−2
, 𝜌→ ∞, (5.5)

𝑌
(0)
0 = − 𝜓0(0)𝑐(𝜔), 𝑌

(0)
𝑘 (𝜉) = −𝜓0(0)𝑍

(0)
𝑘 (𝜉), 𝑘 > 1, (5.6)

которое уточняет требуемое асимптотическое разложение (5.2) для 𝑣0(𝜉).
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Переписывая, теперь (5.5) в переменных 𝑥 = 𝜀𝜉, получаем, что

𝑣0(𝜉) = 𝑋
(0)
0 +

∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑛−2+𝑖𝑌
(0)
𝑖 (𝑥)

𝑟2𝑖+𝑛−2
, 𝜀−1𝑟 → ∞. (5.7)

С учетом этого равенства и в соответствии с методом согласования асимптотических раз-
ложений внешнее разложение собственной функции следует искать в виде

𝑈(𝑥, 𝜀) = 𝜓0(𝑥) + 𝜀𝑛−2

∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖𝜓𝑖+𝑛−2(𝑥), (5.8)

где

𝜓𝑛−2(𝑥) ∼ 𝑌
(0)
0 𝑟−𝑛+2 = −𝜓0(0)𝑐(𝜔)𝑟−𝑛+2, 𝑟 → 0, (5.9)

𝜓𝑖+𝑛−2(𝑥) ∼ 𝑌
(0)
𝑖 𝑟−𝑛−2𝑖+2 = −𝜓0(0)𝑍

(0)
𝑖 (𝑥)𝑟−2𝑖−𝑛+2, 𝑖 > 1, 𝑟 → 0. (5.10)

Так как внешнее разложение должно описывать поведение собственной функции почти
во всей области Π (за исключением малой окрестности отверстия), то по аналогии с (5.8)
асимптотическое разложение собственного значения естественно искать в виде (2.7).

Подставляя ряды (5.8) и (2.7) в (2.2) и приравнивая коэффициенты при одинаковых сте-
пенях 𝜀, получаем краевую задачу (2.1) для 𝜓0 и следующие краевые задачи для остальных
коэффициентов внешнего разложения (5.8):

−∆𝜓𝑛−2 = 0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0} , l𝜓𝑛−2 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝜓𝑛−2

𝜕𝜈
= 𝜆0𝜓𝑛−2 + 𝜆𝑛−2𝜓0, 𝑥 ∈ Σ𝑎,

(5.11)

−∆𝜓𝑛−2+𝑖 = 0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0} , l𝜓𝑛−2+𝑖 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝜓𝑛−2+𝑖

𝜕𝜈
= 𝜆0𝜓𝑛−2+𝑖 + 𝜆𝑛−2+𝑖𝜓0, 𝑥 ∈ Σ𝑎, 1 6 𝑖 6 𝑛− 3,

(5.12)

−∆𝜓𝑛−2+𝑖 = 0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0} , l𝜓𝑛−2+𝑖 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝜓𝑛−2+𝑖

𝜕𝜈
= 𝜆0𝜓𝑛−2+𝑖 + 𝜆𝑛−2+𝑖𝜓0+

+
𝑖−𝑛+2∑︁
𝑘=0

𝜆𝑛−2+𝑘𝜓𝑖−𝑘, 𝑥 ∈ Σ𝑎, 𝑖 > 𝑛− 2.

(5.13)

В силу следствия 1 функция

𝜓𝑛−2(𝑥) = −𝜓0(0)𝑐(𝜔)𝐸0(𝑥) ∈ 𝒜, (5.14)

является решением краевой задачи (5.11) при 𝜆𝑛−2, определяемом равенством (2.8), и
имеет дифференцируемое асимптотическое разложение

𝜓𝑛−2(𝑥) = 𝑌
(0)
0 𝑟−𝑛+2 +

∞∑︁
𝑗=0

𝑋
(𝑛−2)
𝑗 (𝑥), 𝑟 → 0, (5.15)

которое уточняет асимптотику (5.9).

Замечание 5.2. Таким образом, доказано существование функций 𝑣0(𝜉) и 𝜓𝑛−2(𝑥), яв-
ляющихся решением краевых задач (5.3) и (5.11) при 𝜆𝑛−2, определяемом равенством (2.8),
и имеющих асимптотики (5.2) и (5.9).

Легко видеть, что в классе функций, ортогональных 𝜓0 в 𝐿2(Σ𝑎), решение 𝜓𝑛−2(𝑥)
краевой задачи (5.11), имеющее асимптотику (5.9) единственно. Однако, также легко
видеть, что решения задач (5.12) и (5.13) по главным особенностям (5.10) в нуле одно-
значно не определяются: например, можно добавить слагаемое 𝛼𝐸0(𝑥) для любого 𝛼.
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Аналогично, легко видеть, что единственное решение 𝑣0(𝜉) краевой задачи (5.3), имею-
щее на бесконечности асимптотику (5.2), определяется равенством (5.4). С другой сто-
роны, также легко видеть, что при 𝑘 > 1 решения 𝑣𝑘(𝜉) краевых задач (5.3), имеющие
на бесконечности асимптотики (5.2), определяются неоднозначно: например, можно до-
бавить слагаемое 𝛼𝑧0(𝑥) для любого 𝛼.

Таким образом, построены главные члены 𝑣0(𝜉), 𝜓𝑛−2(𝑥) и 𝜆𝑛−2 асимптотических раз-
ложений (5.1), (5.8) и (2.7) и определены главные члены асимптотик коэффициентов
𝑣𝑘(𝜉) и 𝜓𝑛−2+𝑘(𝑥) при 𝑘 > 1 на бесконечности и в нуле, соответственно.

Дальнейшее согласование рядов (5.1) и (5.8) заключается в построении решений 𝑣𝑘(𝜉)
и 𝜓𝑛−2+𝑘(𝑥) краевых задач (5.3) и (5.12), (5.13) таких, что, если коэффициенты 𝜓0(𝑥) и
𝜓𝑛−2+𝑖(𝑥) в (5.8) заменить на их асимптотические разложения при 𝑟 → 0 и перейти
к переменной 𝜉 = 𝜀−1𝑥, а в ряду (5.1) заменить коэффициенты 𝑣𝑖(𝜉) заменить на их
асимптотические разложения при 𝜌→ ∞, то получим два одинаковых ряда.

Ключевым для согласования асимптотических разложений является следующее утвер-
ждение.

Лемма 5.1. Пусть

Ψ𝜀(𝑥) = Ψ0(𝑥) + 𝜀𝑛−2

∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖Ψ𝑖+𝑛−2(𝑥), (5.16)

Φ𝜀(𝜉) =
∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖Φ𝑖(𝜉) (5.17)

Ψ0(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑋
(0)
𝑘 (𝑥), (5.18)

Ψ𝑛−2+𝑖(𝑥) =
𝑖∑︁

𝑘=0

𝑌
(𝑖−𝑘)
𝑘 (𝑥)𝑟−2𝑘−𝑛+2 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑋
(𝑛−2+𝑖)
𝑘 (𝑥), 𝑖 > 0, (5.19)

Φ𝑖(𝜉) = 𝑋
(0)
𝑖 (𝜉) +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝑖)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−𝑛+2, 0 6 𝑖 < 𝑛− 2, (5.20)

Φ𝑖(𝜉) = 𝑋
(0)
𝑖 (𝜉) +

𝑖−𝑛+2∑︁
𝑘=0

𝑋
(𝑖−𝑘)
𝑘 (𝜉) +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝑖)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−𝑛+2, 𝑖 > 𝑛− 2, (5.21)

где 𝑋(𝑗)
𝑞 , 𝑌 (𝑗)

𝑞 — произвольные гармонические полиномы. Тогда
Ψ𝜀(𝜀𝜉) = Φ𝜀(𝜉). (5.22)

Существуют 𝑣𝑖 ∈ 𝐶∞(R𝑛∖𝜔), 𝜓𝑛−2+𝑖 ∈ 𝒜, 𝑖 > 0, удовлетворяющие краевым задачам
(5.3) и (5.11), (5.12), (5.13) при некоторых 𝜆𝑛−2+𝑖 и имеющие асимптотические разложе-
ния

𝑣𝑖(𝜉) =Φ𝑖(𝜉), 𝜌→ ∞, (5.23)
𝜓𝑛−2+𝑖(𝑥) =Ψ𝑛−2+𝑖(𝑥), 𝑟 → 0, (5.24)

где 𝑋(0)
𝑞 из разложения в нуле (4.14) функции 𝜓0(𝑥), а остальные 𝑋(𝑗)

𝑞 , 𝑌 (𝑗)
𝑞 — некоторые

гармонические полиномы.
Справедливы равенства (2.8), (5.4) и (5.14).
Если 𝜓0(0) = 0, то справедливы равенства (2.9), (2.10), (2.11),

𝑣0(𝜉) ≡0, 𝜓𝑛−2(𝑥) ≡ 0, (5.25)

𝑣1(𝜉) =
𝑛∑︁

𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)(𝜉𝑚 − 𝑧𝑚(𝜉)), (5.26)
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𝜓𝑛−1(𝑥) = − 𝐸0(𝑥)
𝑛∑︁

𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝑐𝑚,0. (5.27)

Доказательство. Равенство (5.22) проверяется непосредственно заменой 𝑥 = 𝜀𝜉 в Ψ𝜀(𝑥).
Справедливость утверждений леммы для 𝜆𝑛−2, 𝑣0(𝜉) и 𝜓𝑛−2(𝑥), в том числе и равенства

(2.8), (5.4) и (5.14) уже доказаны. Подчеркнем, что, так как уже определены функции
𝜓0(𝑥), 𝑣0(𝜉) и 𝜓𝑛−2(𝑥), то, следовательно, определены и гармонические полиномы 𝑋

(0)
𝑘 ,

𝑌
(0)
𝑘 и 𝑋(𝑛−2)

𝑘 , 𝑘 > 0.
Из определения Φ1(𝜉) следует, что

Φ1(𝜉) =𝑋
(0)
1 (𝜉) +𝑋

(1)
0 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(1)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−1, 𝑛 = 3, (5.28)

Φ1(𝜉) =𝑋
(0)
1 (𝜉) +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(1)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−𝑛+2, 𝑛 > 3, (5.29)

где

𝑋
(0)
1 (𝜉) =

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝜉𝑚

в соответствии с (4.14), 𝑋(1)
0 — уже определенная постоянная из Ψ𝑛−1 при 𝑛 = 3, а 𝑌 (1)

𝑘 —
пока произвольные гармонические полиномы. Из определения функций 𝑧𝑞 (см. (2.5)) сле-
дует, что функция

𝑣1(𝜉) =
𝑛∑︁

𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)(𝜉𝑚 − 𝑧𝑚(𝜉)) +𝑋

(1)
0 (1 − 𝑧0(𝜉)), 𝑛 = 3, (5.30)

𝑣1(𝜉) =
𝑛∑︁

𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)(𝜉𝑚 − 𝑧𝑚(𝜉)), 𝑛 > 3 (5.31)

является решением краевой задачи (5.3), имеющим асимптотические разложения (5.23),
(5.20), (5.21), (5.28), (5.29) при некоторых гармонических полиномах 𝑌 (1)

𝑘 (𝜉), причем,

𝑌
(1)
0 (𝜉) = −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝑐𝑚,0 − 𝑐(𝜔)𝑋

(1)
0 , 𝑛 = 3, (5.32)

𝑌
(1)
0 (𝜉) = −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝑐𝑚,0, 𝑛 > 3, (5.33)

𝑌
(1)
1 (𝜉) = −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)

𝑛∑︁
𝑞=1

𝑐𝑚,𝑞𝜉𝑞 −𝑋
(1)
0

𝑛∑︁
𝑞=1

𝑐0,𝑞𝜉𝑞, 𝑛 = 3, (5.34)

𝑌
(1)
1 (𝜉) = −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)

𝑛∑︁
𝑞=1

𝑐𝑚,𝑞𝜉𝑞, 𝑛 > 3. (5.35)

Определив 𝑌 (1)
𝑘 (𝜉), в силу леммы 4.2 получаем, что существует функция 𝜓𝑛−1 ∈ 𝒜, яв-

ляющаяся решением задачи (5.13) для 𝑛 = 3 и задачи (5.12) для 𝑛 > 4 при некотором 𝜆𝑛−1

и имеющая асимптотическое разложение (5.24) при некоторых гармонических полиномах
𝑋

(𝑛−1)
𝑘 (𝑥).
Далее, определив 𝑋

(𝑛−1)
𝑘 (𝑥), в силу леммы 4.1 получаем, что существует решение

𝑣2 ∈ 𝐶∞(R𝑛∖𝜔) краевой задачи (5.3), имеющее асимптотическое разложение (5.23) при
некоторых гармонических полиномах 𝑌 (2)

𝑘 (𝜉).
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В свою очередь, определив 𝑌 (2)
𝑘 (𝜉), в силу леммы 4.2 получаем, что существуют посто-

янная 𝜆𝑛 и функция 𝜓𝑛 ∈ 𝒜 такие, что 𝜓𝑛 является решением задачи (5.13) для 𝑛 = 4
и задачи (5.12) для 𝑛 > 5 и имеет асимптотическое разложение (5.24) при некоторых
гармонических полиномах 𝑋(𝑛)

𝑘 (𝑥). И так далее.
Пусть теперь 𝜓0(0) = 0. Тогда из (5.4), (5.14) и (2.8) вытекают равенства (5.25), (2.9).

Следовательно, во-первых,

𝑌
(0)
1 (𝜉) ≡0, (5.36)

𝑌
(0)
2 (𝜉) ≡0, (5.37)

а, во-вторых, 𝑋(1)
0 = 0 при 𝑛 = 3 и в силу (5.32), (5.33), (5.34), (5.35) получаем, что

𝑌
(1)
0 = −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝑐𝑚,0, 𝑛 > 3, (5.38)

𝑌
(1)
1 (𝜉) = −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)

𝑛∑︁
𝑞=1

𝑐𝑚,𝑞𝜉𝑞, 𝑛 > 3. (5.39)

Так как 𝜓0(0) = 𝜆𝑛−2 = 0, то функция 𝜓𝑛−1(𝑥), определяемая равенством (5.27), имеет
асимптотическое разложение (5.24), (5.19), (5.36), (5.38) при 𝑖 = 1. Поэтому согласно след-
ствию 1 является решением краевой задачи (5.12) для 𝑛 > 4 и решением краевой задачи
(5.13) для 𝑛 = 3 при 𝜆𝑛−1 = 0. Т.е. справедливо равенство (2.10). В свою очередь, так как
𝜓0(0) = 𝜓𝑛−2(𝑥) = 𝜆𝑛−2 = 𝜆𝑛−1 = 0, то функция

𝜓𝑛(𝑥) = −
𝑛∑︁

𝑚=1

𝜕𝜓0

𝜕𝑥𝑚
(0)

𝑛∑︁
𝑞=1

𝑐𝑚,𝑞𝐸𝑞(𝑥) + 𝑌
(2)
0 𝐸0(𝑥)

имеет асимптотическое разложение (5.24), (5.19), (5.37), (5.39) при 𝑖 = 2 и согласно след-
ствию 1 является решением краевой задачи (5.12) для 𝑛 > 4 и решением краевой задачи
(5.13) для 𝑛 = 3 при 𝜆𝑛, определяемом равенством (2.11).

Обозначим через ̂︀𝜆𝜀,𝑁 , ̂︀𝑢𝜀,𝑁(𝑥), ̂︀𝑣𝜀,𝑁(𝜉) частичные суммы рядов (2.7), (5.8) и (5.1) до
степеней 𝑁 включительно. Из леммы 5.1 вытекает следующее утверждение

Лемма 5.2. Функция ̂︀𝑢𝜀,𝑁 ∈ 𝒜 является решением краевой задачи

−∆̂︀𝑢𝜀,𝑁(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0} , l̂︀𝑢𝜀,𝑁(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕̂︀𝑢𝜀,𝑁(𝑥)

𝜕𝜈
= ̂︀𝜆𝜀,𝑁̂︀𝑢𝜀,𝑁(𝑥) +𝑂(𝜀𝑁+1), 𝑥 ∈ Σ𝑎.

Имеет место сходимость ∫︁
Σ𝑎

(̂︀𝑢𝜀,𝑁 − 𝜓𝜀)
2 𝑑𝑥′ → 0, 𝜀→ 0. (5.40)

Функция ̂︀𝑣𝜀,𝑁 ∈ 𝐶∞(R𝑛∖𝜔) является решением краевой задачи

∆𝜉̂︀𝑣𝜀,𝑁(𝜉) = 0, 𝜉 ∈ R𝑛 ∖ 𝜔, ̂︀𝑣𝜀,𝑁(𝜉) = 0, 𝜉 ∈ 𝜕𝜔.

При 𝜀
1
2 < 𝑟 < 2𝜀

1
2 (или что тоже самое 𝜀−

1
2 < 𝜌 < 2𝜀−

1
2 ) справедливо дифференцируемое

равенство ̂︀𝑢𝜀,𝑁(𝑥) − ̂︀𝑣𝜀,𝑁(𝜉) = 𝑂
(︀
𝑟𝑁+1 + 𝜀𝑁𝑟 + 𝜌−𝑁−1 + 𝜀𝑁𝜌−1

)︀
. (5.41)

Обозначим ̃︀𝑢𝜀,𝑁(𝑥) = ̃︀𝜒(𝑟𝜀−
1
2 )̂︀𝑢𝜀,𝑁(𝑥) + (1 − ̃︀𝜒(𝑟𝜀−

1
2 ))̂︀𝑣𝜀,𝑁 (︁𝑥

𝜀

)︁
,
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где, напомним ̃︀𝜒(𝑡) — бесконечно дифференцируемая срезающая функция, тождественно
равная нулю при 𝑡 6 1 и единице при 𝑡 > 2.

Из (5.40) и теоремы 2.1 следует, что∫︁
Σ𝑎

̃︀𝑢𝜀,𝑁𝜓𝜀𝑑𝑥′ → 1, 𝜀→ 0. (5.42)

Лемма 5.3. Функция ̃︀𝑢𝜀,𝑁 ∈ 𝐻1(Π𝜀) является решением краевой задачи

−∆̃︀𝑢𝜀,𝑁 =𝐹𝜀,𝑁 , 𝑥 ∈ Π𝜀, l̃︀𝑢𝜀,𝑁 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕̃︀𝑢𝜀,𝑁
𝜕𝜈

= ̂︀𝜆𝜀,𝑁̃︀𝑢𝜀,𝑁 + 𝑔𝜀,𝑁 , 𝑥 ∈ Σ𝑎, ̃︀𝑢𝜀,𝑁 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝜔𝜀,
(5.43)

где
‖𝑔𝜀,𝑁‖𝐿2(Σ𝑎) 6 𝐶𝜀𝑁+1, (5.44)

‖𝐹𝜀,𝑁‖𝐿2(Π𝜀) 6 𝐶𝜀
2𝑁+𝑛−2

4 , (5.45)
supp𝐹𝜀,𝑁 ⊂ 𝐵

2𝜀
1
2
∖𝐵

𝜀
1
2
. (5.46)

Доказательство. Справедливость всех утверждений за исключением (5.45) и (5.46) сле-
дует непосредственно из леммы 5.2. Подействовав оператором Лапласа на функцию ̃︀𝑢𝜀,𝑁 ,
получаем, что

𝐹𝜀,𝑁(𝑥) = −
(︁̂︀𝑢𝜀,𝑁 (︁𝑥

𝜀

)︁
− ̂︀𝑣𝜀,𝑁(𝑥)

)︁
∆̃︀𝜒(𝑟𝜀−

1
2 )

−∇
(︁̂︀𝑢𝜀,𝑁 (︁𝑥

𝜀

)︁
− ̂︀𝑣𝜀,𝑁(𝑥)

)︁
∇̃︀𝜒(𝑟𝜀−

1
2 ).

(5.47)

Отсюда следует (5.46). В свою очередь, из (5.47), (5.46) и (5.41) вытекает оценка (5.45).

Умножая уравнение (5.43) на собственную функцию 𝜓𝜀 и интегрируя по частям на Π𝜀,
в силу краевых задач (5.43), (2.2) получаем

(𝜆𝜀 − ̂︀𝜆𝜀,𝑁)

∫︁
Σ𝑎

̃︀𝑢𝜀,𝑁𝜓𝜀𝑑𝑥′ =

∫︁
Π𝜀

𝐹𝜀,𝑁𝜓𝜀𝑑𝑥+

∫︁
Σ𝑎

𝑔𝜀,𝑁𝜓𝜀𝑑𝑥
′. (5.48)

Так как ‖𝜓𝜀‖𝐿2(Σ𝑎) = 1, то в силу (5.44) получаем, что∫︁
Σ𝑎

𝑔𝜀,𝑁𝜓𝜀𝑑𝑥
′ = 𝑂

(︀
𝜀𝑁+1

)︀
. (5.49)

В силу интегрального тождества для функции 𝜓𝜀 имеем:∫︁
Π𝜀

|∇𝜓𝜀|2𝑑𝑥+ ̃︀ℎ ∫︁
𝜕Π𝜀∖Σ𝑎

𝜓2
𝜀𝑑𝑠 = 𝜆𝜀,

где ̃︀ℎ = 0, если 𝐻 = 0, и ̃︀ℎ = ℎ
𝐻

, если 𝐻 ̸= 0. Следовательно,

‖𝜓𝜀‖2𝐻1(Π𝜀)
=

∫︁
Π𝜀

|∇𝜓𝜀|2𝑑𝑥+

∫︁
Σ𝑎

𝜓2
𝜀𝑑𝑥

′ 6 𝐶.

Тогда, продолжая 𝜓𝜀 нулем в 𝜔𝜀, в силу (3.14) имеем ‖𝜓𝜀‖2𝑊 1
2 (Π(𝑅))

6 𝐶. Поэтому из (5.45)
и (5.46) следует, что ∫︁

Π𝜀

𝐹𝜀,𝑁𝜓𝜀𝑑𝑥 = 𝑂
(︁
𝜀

2𝑁+𝑛−2
4

)︁
. (5.50)

Из (5.48), (5.49), (5.50) и (5.42) вытекает, что

𝜆𝜀 − ̂︀𝜆𝜀,𝑁 = 𝑂
(︁
𝜀

2𝑁+𝑛−2
4

)︁
.
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Отсюда в силу произвола выбора 𝑁 следует справедливость разложения (2.7). Теорема
2.2 доказана полностью.

6. Доказательство теоремы 2.3

Всюду далее 𝜆0 — двукратное собственное значение задачи Стеклова (2.1), а 𝜓(1)
0 (𝑥) и

𝜓
(2)
0 (𝑥) — соответствующие ортонормированные в 𝐿2(Σ𝑎) собственные функции, выбран-

ные в соответствии (2.15). Ряды Тейлора функций 𝜓(𝑠)
0 (𝑥) в нуле имеют вид:

𝜓
(1)
0 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑋
(0,1)
𝑘 (𝑥), 𝜓

(2)
0 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑋
(0,2)
𝑘 (𝑥), 𝑟 → 0,

𝑋
(0,1)
0 (𝑥) =𝜓

(1)
0 (0), 𝑋

(0,𝑠)
1 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓
(𝑠)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝑥𝑚.

(6.1)

Вне окрестности отверстия внешнее разложение 𝑈 (1)(𝑥, 𝜀) собственной функции 𝜓(1)
𝜀 (𝑥)

задачи Стеклова (2.2) будем искать в виде 𝑈 (1)(𝑥, 𝜀) ≈ 𝜓
(1)
0 (𝑥). Переписывая (6.1) в пере-

менной 𝜉, имеем:

𝑈 (1)(𝑥, 𝜀) ≈ 𝜓
(1)
0 (𝑥) = 𝜓

(1)
0 (0) + 𝜀

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓
(1)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝜉𝑚 +

∞∑︁
𝑘=2

𝜀𝑘𝑋
(0,1)
𝑘 (𝜉), 𝜌𝜀 = 𝑟 → 0.

Следуя методу согласования, внутреннее разложение будем строить в виде

𝑉 (1)(𝜉, 𝜀) = 𝑣
(1)
0 (𝜉) + 𝜀𝑣

(1)
1 (𝜉) +

∞∑︁
𝑘=2

𝜀𝑘𝑣
(1)
𝑘 (𝜉), (6.2)

где
𝑣
(1)
0 (𝜉) ∼𝑋(0,1)

0 (𝜉) ≡ 𝜓
(1)
0 (0), 𝜌→ ∞,

𝑣
(1)
1 (𝜉) ∼𝑋(0,1)

1 (𝜉) =
𝑛∑︁

𝑚=1

𝜕𝜓
(1)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝜉𝑚, 𝜌→ ∞,

𝑣
(1)
𝑘 (𝜉) ∼𝑋(0,1)

𝑘 (𝜉), 𝑘 > 2, 𝜌→ ∞.

(6.3)

Подставляя (6.2) в (2.2), переходя к переменной 𝜉 и приравнивая коэффициенты при
одинаковых степенях 𝜀, получаем краевые задачи для 𝑣(1)𝑘 :

∆𝜉𝑣
(1)
𝑘 = 0 𝜉 ∈ R𝑛 ∖ 𝜔, 𝑣

(1)
𝑘 = 0 𝜉 ∈ 𝜕𝜔. (6.4)

Функция
𝑣
(1)
0 (𝜉) = 𝜓

(1)
0 (0)(1 − 𝑧0(𝜉)) (6.5)

является решением краевой задачи (6.4), имеющим дифференцируемое асимптотическое
разложение

𝑣
(1)
0 (𝜉) =𝑋

(0,1)
0 +

∞∑︁
𝑖=0

𝑌
(0,1)
𝑖 (𝜉)

𝜌2𝑖+𝑛−2
, 𝜌→ ∞, (6.6)

𝑌
(0,1)
0 = − 𝜓

(1)
0 (0)𝑐(𝜔), 𝑌

(0,1)
𝑘 (𝜉) = −𝜓(1)

0 (0)𝑍
(0,1)
𝑘 (𝜉), 𝑘 > 1, (6.7)

которая уточняет требуемую асимптотику (6.3) для 𝑣(1)0 (𝜉).
Переписывая теперь (6.6) в переменных 𝑥 = 𝜀𝜉, получаем, что

𝑣
(1)
0 (𝜉) = 𝑋

(0,1)
0 +

∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑛−2+𝑖𝑌
(0,1)
𝑖 (𝑥)

𝑟2𝑖+𝑛−2
, 𝜀−1𝑟 → ∞. (6.8)



ЗАДАЧА ТИПА СТЕКЛОВА В ПОЛУЦИЛИНДРЕ. . . 81

С учетом этого равенства и по аналогии с предыдущим разделом, казалось бы, внешнее
разложение собственной функции следует искать в виде

𝑈 (1)(𝑥, 𝜀) = 𝜓
(1)
0 (𝑥) + 𝜀𝑛−2

∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖𝜓
(1)
𝑖+𝑛−2(𝑥),

где

𝜓
(1)
𝑛−2(𝑥) ∼ 𝑌

(0,1)
0 𝑟−𝑛+2 = −𝜓(1)

0 (0)𝑐(𝜔)𝑟−𝑛+2, 𝑟 → 0, (6.9)

𝜓
(1)
𝑗+𝑛−2(𝑥) ∼ 𝑌

(0,1)
𝑗 (𝑥)𝑟−𝑛−2𝑗+2, 𝑟 → 0, 𝑗 > 1. (6.10)

Однако, так как в рассматриваемом случае двукратного собственного значения 𝜆0 есть
еще одна собственная функция 𝜓(2)

0 (𝑥), то внешнее разложение будем строить в виде

𝑈 (1)(𝑥, 𝜀) = 𝜓
(1)
0 (𝑥) + 𝜀𝑛−2

∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖𝜓
(1)
𝑖+𝑛−2(𝑥) + 𝜀𝜓

(2)
0 (𝑥)

∞∑︁
𝑖=0

𝛼
(1)
𝑖+1𝜀

𝑖, (6.11)

где коэффициенты 𝜓
(1)
𝑖+𝑛−2(𝑥) имеют асимптотики (6.9), (6.10), а 𝛼(1)

𝑖+1 — некоторые посто-
янные.

По аналогии с (2.7) асимптотическое разложение собственного значения 𝜆
(1)
𝜀 будем ис-

кать в виде (2.16).
Подставляя ряды (6.11) и (2.16) в (2.2), получаем следующие краевые задачи для коэф-

фициентов внешнего разложения (6.11):

−∆𝜓
(1)
𝑛−2 = 0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0} , l𝜓

(1)
𝑛−2 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝜓
(1)
𝑛−2

𝜕𝜈
= 𝜆0𝜓

(1)
𝑛−2 + 𝜆

(1)
𝑛−2𝜓

(1)
0 , 𝑥 ∈ Σ𝑎,

(6.12)

−∆𝜓
(1)
𝑛−2+𝑖 = 0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0} , l𝜓

(1)
𝑛−2+𝑖 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝜓
(1)
𝑛−2+𝑖

𝜕𝜈
= 𝜆0𝜓

(1)
𝑛−2+𝑖 + 𝜓

(2)
0

𝑖−1∑︁
𝑝=1

𝛼(1)
𝑝 𝜆

(1)
𝑖+𝑛−2−𝑝

+ 𝜆
(1)
𝑛−2+𝑖𝜓

(1)
0 + 𝛼

(1)
𝑖 𝜆

(1)
𝑛−2𝜓

(2)
0 , 𝑥 ∈ Σ𝑎, 1 6 𝑖 6 𝑛− 3,

(6.13)

−∆𝜓
(1)
𝑛−2+𝑖 = 0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0} , l𝜓

(1)
𝑛−2+𝑖 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝜓
(1)
𝑛−2+𝑖

𝜕𝜈
= 𝜆0𝜓

(1)
𝑛−2+𝑖 +

𝑖−𝑛+2∑︁
𝑘=0

𝜆
(1)
𝑛−2+𝑘𝜓

(1)
𝑖−𝑘+

+ 𝜓
(2)
0

𝑖−1∑︁
𝑝=1

𝛼(1)
𝑝 𝜆

(𝑠)
𝑖+𝑛−2−𝑝+

+ 𝜆
(1)
𝑛−2+𝑖𝜓

(1)
0 + 𝛼

(1)
𝑖 𝜆

(1)
𝑛−2𝜓

(2)
0 , 𝑥 ∈ Σ𝑎, 𝑖 > 𝑛− 2.

(6.14)

В силу следствия 2 функция

𝜓
(1)
𝑛−2(𝑥) = −𝜓(1)

0 (0)𝑐(𝜔)𝐸0(𝑥), 𝜓
(1)
𝑛−2 ∈ 𝒜, (6.15)

является решением краевой задачи (6.12) при 𝜆
(1)
𝑛−2, определяемом равенством (2.18), и

имеет дифференцируемое асимптотическое разложение

𝜓
(1)
𝑛−2(𝑥) = 𝑌

(0,1)
0 𝑟−𝑛+2 +

∞∑︁
𝑗=0

𝑋
(𝑛−2,1)
𝑗 (𝑥), 𝑟 → 0, (6.16)

которое уточняет требуемую асимптотику (6.9).
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Замечание 6.1. Таким образом, доказано существование функций 𝑣
(1)
0 (𝜉) и 𝜓

(1)
𝑛−2(𝑥),

являющихся решением краевых задач (6.4) и (6.12) при 𝜆
(1)
𝑛−2, определяемом равенством

(2.18), и имеющих асимптотики (6.3) и (6.9).

Лемма 6.1. Пусть

Ψ𝜀,1(𝑥) =Ψ
(1)
0 (𝑥) + 𝜀𝑛−2

∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖Ψ
(1)
𝑖+𝑛−2(𝑥) + 𝜀Ψ

(2)
0 (𝑥)

∞∑︁
𝑖=0

𝛼
(1)
𝑖+1𝜀

𝑖, (6.17)

Ψ
(1)
0 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑋
(0,1)
𝑘 (𝑥), Ψ

(2)
0 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑋
(0,2)
𝑘 (𝑥),

Ψ
(1)
𝑛−2+𝑖(𝑥) =

𝑖∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝑖−𝑘.1)
𝑘 (𝑥)𝑟−2𝑘−𝑛+2 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑋
(𝑛−2+𝑖,1)
𝑘 (𝑥), 𝑖 > 0,

Φ𝜀,1(𝜉) =
∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖Φ
(1)
𝑖 (𝜉), (6.18)

Φ
(1)
𝑖 (𝜉) =𝑋

(0,1)
𝑖 (𝜉) +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝑖,1)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−𝑛+2+

+
𝑖−2∑︁
𝑘=0

𝛼
(1)
𝑘+1𝑋

(0,2)
𝑖−𝑘−1(𝜉), 0 6 𝑖 < 𝑛− 2,

Φ
(1)
𝑖 (𝜉) =𝑋

(0,1)
𝑖 (𝜉) +

𝑖−𝑛+2∑︁
𝑘=0

𝑋
(𝑖−𝑘,1)
𝑘 (𝜉) +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝑖,1)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−𝑛+2+

+
𝑖−2∑︁
𝑘=0

𝛼
(1)
𝑘+1𝑋

(0,2)
𝑖−𝑘−1(𝜉), 𝑖 > 𝑛− 2,

где 𝑋(𝑗,𝑝)
𝑞 , 𝑌 (𝑗,1)

𝑞 — произвольные гармонические полиномы, а 𝛼(1)
𝑗 — произвольные числа.

Тогда
Ψ𝜀,1(𝜀𝜉) = Φ𝜀,1(𝜉). (6.19)

Существуют 𝑣
(1)
𝑖 ∈ 𝐶∞(R𝑛∖𝜔), 𝜓

(1)
𝑛−2+𝑖 ∈ 𝒜, 𝑖 > 0, удовлетворяющие краевым задачам

(6.4) и (6.12), (6.13), (6.14) при некоторых 𝜆
(1)
𝑛−2+𝑖 и имеющие дифференцируемые асимп-

тотические разложения

𝑣
(1)
𝑖 (𝜉) =Φ

(1)
𝑖 (𝜉), 𝜌→ ∞, (6.20)

𝜓
(1)
𝑛−2+𝑖(𝑥) =Ψ

(1)
𝑛−2+𝑖(𝑥), 𝑟 → 0, (6.21)

где 𝑋(0,𝑠)
𝑞 — из разложения в нуле (6.1) функций 𝜓

(𝑠)
0 (𝑥), остальные 𝑋(𝑗,1)

𝑞 , 𝑌 (𝑗,1)
𝑞 — неко-

торые гармонические полиномы, а 𝛼(1)
𝑗 — некоторые числа.

Справедливы равенства (2.18), (6.5) и (6.15).

Доказательство. Равенство (6.19) проверяется непосредственно заменой 𝑥 = 𝜀𝜉 в Ψ𝜀,1(𝑥).
Справедливость утверждений леммы для 𝜆

(1)
𝑛−2, 𝜓

(1)
𝑛−2(𝑥), 𝑣(1)0 (𝜉) уже показана. Напом-

ним, что, так как уже определены функции 𝜓
(𝑠)
0 (𝑥), 𝑣(1)0 (𝜉) и 𝜓

(1)
𝑛−2(𝑥), то определены

и гармонические полиномы 𝑋
(0,𝑠)
𝑘 , 𝑌 (0,1)

𝑘 и 𝑋(𝑛−2,1)
𝑘 , 𝑘 > 0.
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Из определения Φ
(1)
𝑖 (𝜉) следует, что

Φ
(1)
1 (𝜉) =𝑋

(0,1)
1 (𝜉) +𝑋

(1,1)
0 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(1,1)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−1, 𝑛 = 3,

Φ
(1)
1 (𝜉) =𝑋

(0,1)
1 (𝜉) +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(1,1)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−𝑛+2, 𝑛 > 3,

(6.22)

и

Φ
(1)
2 (𝜉) =𝑋

(0,1)
2 (𝜉) +𝑋

(1,1)
1 +𝑋

(2,1)
0 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(2,1)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−1+

+ 𝛼
(1)
1 𝑋

(0,2)
1 (𝜉), 𝑛 = 3,

Φ
(1)
2 (𝜉) =𝑋

(0,1)
2 (𝜉) +𝑋

(1,1)
0 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(2,1)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−2+

+ 𝛼
(1)
1 𝑋

(0,2)
1 (𝜉), 𝑛 = 4,

Φ
(1)
2 (𝜉) =𝑋

(0,1)
2 (𝜉) +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(2,1)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−𝑛+2+

+ 𝛼
(1)
1 𝑋

(0,2)
1 (𝜉), 𝑛 > 4,

(6.23)

где 𝑌 (1,1)
𝑘 , 𝑌

(2,1)
𝑘 , 𝑋

(0,1)
2 — пока произвольные гармонические полиномы, а 𝛼(1)

1 — произволь-
ная постоянная.

В силу леммы 4.1 существует решение 𝑣(1)1 ∈ 𝐶∞(R𝑛∖𝜔) краевой задачи (6.4), имеющее
дифференцируемое асимптотическое разложение (6.20) при некоторых гармонических по-
линомах 𝑌 (1,1)

𝑘 (𝜉).
Определив, в частности, 𝑌 (1,1)

0 (𝜉), в силу следствия 2 получаем, что существует функ-
ция 𝜓

(1)
𝑛−1 ∈ 𝒜, являющаяся решением задачи (6.14), (6.13) при некоторых 𝜆

(1)
𝑛−1 и 𝛼

(1)
1 и

имеющая дифференцируемое асимптотическое разложение (6.21) при некоторых гармо-
нических полиномах 𝑋(𝑛−1,1)

𝑘 (𝑥).
В свою очередь, определив 𝛼(1)

1 и, в частности, 𝑋(0,1)
2 , получаем, что в (6.23) остались

произвольными только 𝑌
(2,1)
𝑘 . В силу леммы 4.1 существует решение 𝑣

(1)
2 ∈ 𝐶∞(R𝑛∖𝜔)

краевой задачи (6.4), имеющее дифференцируемое асимптотическое разложение (6.20) при
некоторых гармонических полиномах 𝑌 (2,1)

𝑘 (𝜉).
Определив 𝑌 (2,1)

0 (𝜉) (а ранее и 𝑌 (1,1)
1 (𝜉), 𝑌 (0,1)

2 (𝜉) ), в силу леммы 4.3 получаем, что суще-
ствует функция 𝜓(1)

𝑛 ∈ 𝒜, являющаяся решением задачи (6.14), (6.13) при некоторых 𝜆(1)𝑛
и 𝛼

(1)
2 и имеющая дифференцируемое асимптотическое разложение (6.21) при некоторых

гармонических полиномах 𝑋(𝑛,1)
𝑘 (𝑥). И так далее.

Перейдем к построению формальных асимптотических разложений собственного значе-
ния 𝜆

(2)
𝜀 и соответствующей функции 𝜓

(2)
𝜀 (𝑥). Так как 𝜓

(2)
𝜀 (0) = 0, то по аналогии с (2.7),

(2.9), (2.10) и (5.1), (5.25), (5.2) в критическим случаем 𝜓0(0) = 0 для простого собствен-
ного значения 𝜆0 асимптотическое разложение собственного значения 𝜆

(2)
𝜀 и внутреннего

разложения собственной функции будем строить в виде (2.17) и

𝑉 (2)(𝜉, 𝜀) = 𝜀𝑣
(2)
1 (𝜉) +

∞∑︁
𝑘=2

𝜀𝑘𝑣
(2)
𝑘 (𝜉), (6.24)
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где

𝑣
(2)
1 (𝜉) ∼𝑋(0,2)

1 (𝜉) =
𝑛∑︁

𝑚=1

𝜕𝜓
(2)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝜉𝑚, 𝜌→ ∞,

𝑣
(2)
𝑘 (𝜉) ∼𝑋(0,2)

𝑘 (𝜉), 𝑘 > 2, 𝜌→ ∞.

(6.25)

Подставляя (6.24) в (2.2), переходя к переменной 𝜉 и приравнивая коэффициенты при
одинаковых степенях 𝜀, получаем краевые задачи для 𝑣(1)𝑘 :

∆𝜉𝑣
(2)
𝑘 = 0 𝜉 ∈ R𝑛 ∖ 𝜔, 𝑣

(2)
𝑘 = 0 𝜉 ∈ 𝜕𝜔. (6.26)

По аналогии с внешним разложением собственной функции (5.8), (5.25) с критическим
случаем 𝜓0(0) = 0 для простого собственного значения 𝜆0 и с внешним разложением (6.11)
собственной функции 𝜓(1)

𝜀 (𝑥) для кратного собственного значения 𝜆0 внешнее разложение
собственной функции 𝜓(2)

𝜀 (𝑥) начнем искать в виде

𝑈 (2)(𝑥, 𝜀) = 𝜓
(2)
0 (𝑥) + 𝜀𝑛−1

∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖𝜓
(2)
𝑖+𝑛−1(𝑥) + 𝜀𝜓

(1)
0 (𝑥)

∞∑︁
𝑖=0

𝛼
(2)
𝑖+1𝜀

𝑖. (6.27)

Согласование первого слагаемого и последней суммы ряда (6.27) с рядом (6.24) уточняет
асимптотики (6.25):

𝑣
(2)
1 (𝜉) ∼𝑋(0,2)

1 (𝜉) + 𝛼
(2)
1 𝑋

(0,1)
0 =

=
𝑛∑︁

𝑚=1

𝜕𝜓
(2)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝜉𝑚 + 𝛼

(2)
1 𝜓

(1)
0 (0), 𝜌→ ∞,

𝑣
(2)
𝑘 (𝜉) ∼𝑋(0,2)

𝑘 (𝜉) +
𝑘∑︁
𝑗=1

𝛼
(2)
𝑗 𝑋

(0,1)
𝑘−𝑗 (𝜉), 𝑘 > 2, 𝜌→ ∞.

(6.28)

Из определения функций 𝑧𝑞(𝜉) следует, что функция

𝑣
(2)
1 (𝜉) =

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓
(2)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)(𝜉𝑚 − 𝑧𝑚(𝜉)) + 𝛼

(2)
1 𝜓

(1)
0 (0)(1 − 𝑧0(𝜉)) (6.29)

является решением краевой задачи (6.26) и имеет дифференцируемое асимптотическое
разложение

𝑣
(2)
1 (𝜉) = 𝑋

(0,2)
1 (𝜉) + 𝛼

(2)
1 𝑋

(0,1)
0 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(1,2)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑖−𝑛+2, 𝜌→ ∞, (6.30)

где

𝑌
(1,2)
0 = −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓
(2)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝑐𝑚,0 − 𝛼

(2)
1 𝜓

(1)
0 (0)𝑐(𝜔), (6.31)

𝑌
(1,2)
1 (𝜉) = −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓
(2)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)

𝑛∑︁
𝑞=1

𝑐𝑚,𝑞𝜉𝑞 − 𝛼
(2)
1 𝜓

(1)
0 (0)

𝑛∑︁
𝑞=1

𝑐0,𝑞𝜉𝑞, (6.32)

𝑌
(1,2)
𝑘 (𝜉) = −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓
(2)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝑍

(𝑚)
𝑘 (𝜉) − 𝛼

(2)
1 𝜓

(1)
0 (0)𝑍

(0)
𝑘 (𝜉), 𝑘 > 2, (6.33)

которая уточняет требуемую асимптотику (6.28) для 𝑣(2)1 (𝜉).
Переписывая асимптотическое разложение на бесконечности функции 𝜀𝑣(2)1 (𝜉) во внеш-

них переменных, получаем главные члены асимптотик в нуле для коэффициентов
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𝜓
(2)
𝑖+𝑛−1(𝑥) внешнего разложения:

𝜓
(2)
𝑛−1+𝑗(𝑥) ∼ 𝑌

(1,2)
𝑗 (𝑥)𝑟−𝑛−2𝑗+2, 𝑟 → 0, 𝑗 > 0. (6.34)

Подставляя ряды (6.27) и (2.17) в (2.2), получаем краевую задачу для 𝜓(2)
𝑛−1(𝑥):

−∆𝜓
(2)
𝑛−1 = 0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0} , l𝜓

(2)
𝑛−1 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝜓
(2)
𝑛−1

𝜕𝜈
= 𝜆0𝜓

(2)
𝑛−1 + 𝜆

(2)
𝑛−1𝜓

(2)
0 , 𝑥 ∈ Σ𝑎,

(6.35)

где 𝜆(2)𝑛−1 = 0. Но, если 𝑌 (1,2)
0 ̸= 0, то в силу следствия 2 задача (6.35), (6.34) не разрешима ни

при каком 𝜆
(2)
𝑛−1. Поэтому с учетом (6.31), (6.32) последовательно получаем, что 𝑌 (1,2)

0 = 0,

𝜓
(2)
𝑛−1(𝑥) ≡0, (6.36)

𝛼
(2)
1 = − 1

𝜓
(1)
0 (0)𝑐(𝜔)

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓
(2)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝑐𝑚,0, (6.37)

𝑌
(1,2)
1 (𝜉) = −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓
(2)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)

𝑛∑︁
𝑞=1

𝑐𝑚,𝑞𝜉𝑞 +
1

𝑐(𝜔)

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓
(2)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝑐𝑚,0

𝑛∑︁
𝑞=1

𝑐0,𝑞𝜉𝑞. (6.38)

Подчеркнем, что, определив 𝛼(2)
1 , в силу (6.29), (6.31), (6.32), (6.33) окончательно опреде-

лили 𝑣(2)1 и 𝑌 (1,2)
𝑗 , 𝑗 > 0.

Подставляя ряды (6.27) и (2.17) в (2.2), получаем следующие краевые задачи для коэф-
фициентов внешнего разложения (6.11):

−∆𝜓(2)
𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0} , l𝜓(2)

𝑛 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝜓
(2)
𝑛

𝜕𝜈
= 𝜆0𝜓

(2)
𝑛 + 𝜆(2)𝑛 𝜓

(2)
0 , 𝑥 ∈ Σ𝑎,

(6.39)

−∆𝜓
(2)
𝑛+𝑖 = 0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0} , l𝜓

(2)
𝑛+𝑖 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝜓
(2)
𝑛+𝑖

𝜕𝜈
= 𝜆0𝜓

(2)
𝑛+𝑖 + 𝜓

(1)
0

𝑖∑︁
𝑝=1

𝛼(2)
𝑝 𝜆

(2)
𝑖+𝑛−𝑝

+ 𝜆
(2)
𝑛+𝑖𝜓

(2)
0 , 𝑥 ∈ Σ𝑎, 1 6 𝑖 6 𝑛− 1,

(6.40)

−∆𝜓
(2)
𝑛+𝑖 = 0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0} , l𝜓

(2)
𝑛+𝑖 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕𝜓
(2)
𝑛+𝑖

𝜕𝜈
= 𝜆0𝜓

(2)
𝑛+𝑖 +

𝑖−𝑛∑︁
𝑘=0

𝜆
(2)
𝑛+𝑘𝜓

(2)
𝑖−𝑘 + 𝜓

(1)
0

𝑖∑︁
𝑝=1

𝛼(2)
𝑝 𝜆

(2)
𝑖+𝑛−𝑝+

+ 𝜆
(2)
𝑛+𝑖𝜓

(2)
0 + 𝛼

(2)
𝑖 𝜆(1)𝑛 𝜓

(1)
0 , 𝑥 ∈ Σ𝑎, 𝑖 > 𝑛.

(6.41)

В силу леммы 4.1 и определения функции 𝑧0 легко видеть, что для любого числа 𝑌 (2,2)
0

при некотором 𝜇
(2)
2 существует решение 𝑣(2)2 краевой задачи (6.26), имеющее дифференци-

руемое асимптотическое разложение на бесконечности:

𝑣
(2)
2 (𝜉) =𝑋

(0,2)
2 (𝜉) + 𝛼

(2)
1 𝑋

(0,1)
1 (𝜉) + 𝛼

(2)
2 𝑋

(0,1)
0 (𝜉)+

+ 𝑌
(2,2)
0 𝜌−𝑛+2 +

∞∑︁
𝑗=1

𝑌
(2,2)
𝑗 (𝜉)𝜌−𝑛+2−2𝑗,

(6.42)

где 𝑌 (2,2)
𝑗 — некоторые полиномы при 𝑗 > 1. Это разложение уточняет асимптотику (6.28).
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Переписывание асимптотического разложения на бесконечности функции 𝜀2𝑣
(2)
2 (𝜉) во

внешних переменных уточняет асимптотики в нуле (6.34) коэффициентов внешнего раз-
ложения:

𝜓(2)
𝑛 (𝑥) ∼𝑌 (1,2)

1 (𝑥)𝑟−𝑛 + 𝑌
(2,2)
0 𝑟−𝑛+2, 𝑟 → 0, (6.43)

𝜓
(2)
𝑛+𝑗(𝑥) ∼𝑌 (1,2)

𝑗+1 (𝑥)𝑟−𝑛−2𝑗 + 𝑌
(2,2)
𝑗 𝑟−𝑛−2𝑗+2, 𝑟 → 0, 𝑗 > 1.

В силу (6.38) и следствия 3 функция

𝜓(2)
𝑛 (𝑥) = −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓
(2)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)

𝑛∑︁
𝑞=1

𝑐𝑚,𝑞 ̃︀𝐸𝑞(𝑥)

+
1

𝑐(𝜔)

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜕𝜓
(2)
0

𝜕𝑥𝑚
(0)𝑐𝑚,0

𝑛∑︁
𝑞=1

𝑐0,𝑞 ̃︀𝐸𝑞(𝑥) ∈ 𝒜
(6.44)

является решением краевой задачи (6.39) при 𝜆
(2)
𝑛 , определяемом равенством (2.19), име-

ющим дифференцируемое асимптотическое разложение

𝜓(2)
𝑛 (𝑥) =𝑌

(1,2)
1 (𝑥)𝑟−𝑛 + 𝑌

(2,2)
0 𝑟−𝑛+2 +

∞∑︁
𝑗=0

𝑋
(𝑛,2)
𝑗 (𝑥), 𝑟 → 0, (6.45)

при некотором явно вычисляемом 𝑌
(2,2)
0 . Это разложение уточняет асимптотику (6.43).

Подчеркнем, что, определив 𝑌 (2,2)
0 , вычислили и 𝜇(2)

2 , а следовательно, окончательно опре-
делили 𝑣(2)2 (𝜉).

На следующем шаге согласования из условия разрешимости задач (6.40), (6.41) для
𝜓

(2)
𝑛+1 в силу леммы 4.4 последовательно определяется 𝜇

(2)
3 , 𝜆(2)𝑛+1, 𝜓

(2)
𝑛+1, 𝑣

(2)
3 и уточняются

асимптотики в нуле коэффициентов внешнего разложения 𝜓(2)
𝑛+1+𝑗 при 𝑗 > 1. И так далее.

В результате получаем справедливость следующего утверждения.

Лемма 6.2. Существуют ряды (2.17), (6.27), (6.36), (6.24) такие, что коэффициенты
рядов (6.27) принадлежат 𝒜, являются решениями краевых задач (6.39), (6.40), (6.41) и
имеют в нуле дифференцируемые асимптотические разложения

𝜓
(1)
0 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑋
(0,1)
𝑘 (𝑥), 𝜓

(2)
0 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑋
(0,2)
𝑘 (𝑥),

𝜓
(2)
𝑛+𝑖(𝑥) =

𝑖+1∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝑖+2−𝑘.2)
𝑘 (𝑥)𝑟−2𝑘−𝑛+2 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑋
(𝑛+𝑖,2)
𝑘 (𝑥), 𝑖 > 0,

а коэффициенты рядов (6.24) принадлежат 𝐶∞(R𝑛∖𝜔), являются решениями краевых за-
дач (6.26) и имеют на бесконечности дифференцируемые асимптотические разложения

𝑣
(2)
𝑖 (𝜉) =𝑋

(0,2)
𝑖 (𝜉) +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝑖,2)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−𝑛+2

+
𝑖−1∑︁
𝑘=0

𝛼
(2)
𝑘+1𝑋

(0,1)
𝑖−𝑘−1(𝜉), 1 6 𝑖 < 𝑛,

𝑣
(2)
𝑖 (𝜉) =𝑋

(0,2)
𝑖 (𝜉) +

𝑖−𝑛∑︁
𝑘=0

𝑋
(𝑖−𝑘,2)
𝑘 (𝜉) +

∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝑖,2)
𝑘 (𝜉)𝜌−2𝑘−𝑛+2

+
𝑖−1∑︁
𝑘=0

𝛼
(2)
𝑘+1𝑋

(0,1)
𝑖−𝑘−1(𝜉), 𝑖 > 𝑛.
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Справедливы равенства (2.19), (6.44), (6.29), (6.37).

Обозначим через ̂︀𝜆(1)𝜀,𝑁 , ̂︀𝑢(1)𝜀,𝑁(𝑥), ̂︀𝑣(1)𝜀,𝑁(𝜉) частичные суммы рядов (2.16), (6.11) и (6.2) до
степеней 𝑁 включительно, а через ̂︀𝜆(2)𝜀,𝑁 , ̂︀𝑢(2)𝜀,𝑁(𝑥), ̂︀𝑣(2)𝜀,𝑁(𝜉) частичные суммы рядов (2.17),
(6.27), (6.36), (6.24). Из лемм 6.1, 6.2 вытекает следующее утверждение

Лемма 6.3. Функция ̂︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁 ∈ 𝒜 является решением задачи

−∆̂︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Π ∖ {0} , l̂︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕̂︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁(𝑥)

𝜕𝜈
= ̂︀𝜆(𝑖)𝜀,𝑁̂︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁(𝑥) +𝑂(𝜀𝑁+1), 𝑥 ∈ Σ𝑎.

Имеет место сходимость∫︁
Σ𝑎

(︁̂︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁 − 𝜓
(𝑖)
0

)︁2
𝑑𝑥′ → 0, 𝜀→ 0. (6.46)

Функция ̂︀𝑣(𝑖)𝜀,𝑁 ∈ 𝐶∞(R𝑛∖𝜔) является решением краевой задачи

∆𝜉̂︀𝑣(𝑖)𝜀,𝑁(𝜉) = 0, 𝜉 ∈ R𝑛 ∖ 𝜔, ̂︀𝑣(𝑖)𝜀,𝑁(𝜉) = 0, 𝜉 ∈ 𝜕𝜔.

При 𝜀
1
2 < 𝑟 < 2𝜀

1
2 (или что то же самое 𝜀−

1
2 < 𝜌 < 2𝜀−

1
2 ) справедливо дифференцируемое

равенство ̂︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁(𝑥) − ̂︀𝑣(𝑖)𝜀,𝑁(𝜉) = 𝑂
(︀
𝑟𝑁+1 + 𝜀𝑁𝑟 + 𝜌−𝑁−1 + 𝜀𝑁𝜌−1

)︀
. (6.47)

Обозначим ̃︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁(𝑥) = ̃︀𝜒(𝑟𝜀−
1
2 )̂︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁(𝑥) + (1 − ̃︀𝜒(𝑟𝜀−

1
2 ))̂︀𝑣(𝑖)𝜀,𝑁 (︁𝑥𝜀)︁ .

Аналогично лемме 5.3, но с использованием леммы 6.3 вместо леммы 5.2 доказывается
справедливость следующего утверждения.

Лемма 6.4. Функция ̃︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁 ∈ 𝐻1(Π𝜀) является решение краевой задачи

−∆̃︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁 =𝐹
(𝑖)
𝜀,𝑁 , 𝑥 ∈ Π𝜀, l̃︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π ∖ Σ𝑎,

𝜕̃︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁
𝜕𝜈

= ̂︀𝜆(𝑖)𝜀,𝑁̃︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁 + 𝑔
(𝑖)
𝜀,𝑁 , 𝑥 ∈ Σ𝑎, ̃︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝜔𝜀,

(6.48)

где
‖𝑔(𝑖)𝜀,𝑁‖𝐿2(Σ𝑎) 6 𝐶𝜀𝑁+1, (6.49)

‖𝐹 (𝑖)
𝜀,𝑁‖𝐿2(Π𝜀) 6 𝐶𝜀

2𝑁+𝑛−2
4 , (6.50)

supp𝐹
(𝑖)
𝜀,𝑁 ⊂ 𝐵

2𝜀
1
2
∖𝐵

𝜀
1
2
. (6.51)

Умножая уравнение (6.48) на собственную функцию 𝜓
(𝑗)
𝜀 и интегрируя по частям на Π𝜀,

в силу краевых задач (6.48), (2.2) получаем

(𝜆(𝑗)𝜀 − ̂︀𝜆(𝑖)𝜀,𝑁)

∫︁
Σ𝑎

̃︀𝑢(𝑖)𝜀,𝑁𝜓(𝑗)
𝜀 𝑑𝑥′ =

∫︁
Π𝜀

𝐹
(𝑖)
𝜀,𝑁𝜓

(𝑗)
𝜀 𝑑𝑥+

∫︁
Σ𝑎

𝑔
(𝑖)
𝜀,𝑁𝜓

(𝑗)
𝜀 𝑑𝑥′. (6.52)

Аналогично (5.49) и (5.50) получаем, что∫︁
Σ𝑎

𝑔
(𝑖)
𝜀,𝑁𝜓

(𝑗)
𝜀 𝑑𝑥′ = 𝑂

(︀
𝜀𝑁+1

)︀
,

∫︁
Π𝜀

𝐹
(𝑖)
𝜀,𝑁𝜓

(𝑗)
𝜀 𝑑𝑥 = 𝑂

(︁
𝜀

2𝑁+𝑛−2
4

)︁
. (6.53)
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Из теоремы 2.1 следует, что из любой последовательности 𝜀𝑘 → 0 можно выделить
подпоследовательность 𝜀𝑘𝑚 такую, что на ней имеют место сходимости

𝜓(𝑖)
𝜀 → 𝛼

(𝑖)
1 𝜓

(1)
0 + 𝛼

(𝑖)
2 𝜓

(2)
0 ,(︁

𝛼
(𝑖)
1

)︁2
+
(︁
𝛼
(𝑖)
2

)︁2
= 1,

𝛼
(1)
1 𝛼

(2)
1 + 𝛼

(1)
2 𝛼

(2)
2 = 0.

Допустим 𝛼
(1)
1 𝛼

(1)
2 ̸= 0. Тогда и 𝛼(2)

1 𝛼
(2)
2 ̸= 0, а из (6.52), (6.53), (6.46) вытекает, что

𝜆(1)𝜀 − ̂︀𝜆(1)𝜀,𝑁 = 𝑂
(︁
𝜀

2𝑁+𝑛−2
4

)︁
, 𝜆(1)𝜀 − ̂︀𝜆(2)𝜀,𝑁 = 𝑂

(︁
𝜀

2𝑁+𝑛−2
4

)︁
, ∀𝑁.

Что невозможно, так как |̂︀𝜆(1)𝜀,𝑁 − ̂︀𝜆(2)𝜀,𝑁 | > 𝑐𝜀2, где 𝑐 > 0, в силу (2.16), (2.17) и (2.18).
Следовательно, 𝛼(1)

1 𝛼
(1)
2 = 𝛼

(2)
1 𝛼

(2)
2 = 0. Отсюда в силу произвола выбора исходной после-

довательности 𝜀𝑘 следует, что

‖𝜓(𝑖)
𝜀 − 𝜓

(𝑖)
0 ‖𝐿2(Σ𝑎) → 0, 𝜀→ 0. (6.54)

И наконец, из (6.52) при 𝑗 = 𝑖, (6.53) и (6.54) вытекает, что

𝜆(𝑖)𝜀 − ̂︀𝜆(𝑖)𝜀,𝑁 = 𝑂
(︁
𝜀

2𝑁+𝑛−2
4

)︁
.

Отсюда в силу произвола выбора 𝑁 следует справедливость разложений (2.16), (2.17).
Теорема 2.3 доказана полностью.
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