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О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
НЕОДНОРОДНОГО ПОЛИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

С ГРАНИЧНЫМ ОПЕРАТОРОМ ДРОБНОГО ПОРЯДКА

Б.Х. ТУРМЕТОВ

Аннотация. В работе исследуется вопросы разрешимости одной краевой задачи для
неоднородного полигармонического уравнения. В качестве граничного оператора рас-
сматривается оператор дифференцирования дробного порядка в смысле Адамара. Рас-
сматриваемая задача является обобщением известной задачи Неймана.
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1. Введение

Пусть Ω = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| < 1} – 𝑛-мерный единичный шар, 𝑛 ≥ 2, 𝜕Ω =
{𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| = 1} – единичная сфера. Далее, пусть 𝑢(𝑥) – гладкая функция в шаре Ω,

𝑟 = |𝑥|, 𝜃 = 𝑥/𝑟, 𝛿 = 𝑟 𝑑
𝑑𝑟

– оператор Дирака, где 𝑑
𝑑𝑟

=
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑥𝑗

𝑟
𝜕

𝜕𝑥𝑗
.

Для любого 𝛼 > 0 следующее выражение

𝐽𝛼[𝑢](𝑥) =
1

Γ(𝛼)

𝑟∫︁
0

(︁
ln

𝑟

𝑠

)︁𝛼−1𝑢(𝑠𝜃)

𝑠
𝑑𝑠 (1)

называется оператором интегрирования порядка 𝛼 в смысле Адамара [1].
В дальнейшем будем считать, что 𝐽0[𝑢](𝑥) = 𝑢(𝑥).
После замены переменных 𝜉 = 𝑠𝑟 интеграл (1) представляется в виде

𝐽𝛼[𝑢](𝑥) =
1

Γ(𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝜉

)︂𝛼−1
𝑢(𝜉𝑥)

𝜉
𝑑𝜉. (2)

Заметим, что оператор 𝐽𝛼 неприменим к непрерывным функциям 𝑢(𝑥), при 𝑢(0) ̸= 0, по-

скольку интеграл
1∫︀
0

(︁
ln 1

𝜉

)︁𝛼−1

𝜉−1𝑑𝜉 расходится. Поэтому для любого 𝛼 ∈ (ℓ−1, ℓ], ℓ = 1, 2, ...

в качества оператора дифференцирования дробного порядка мы рассмотрим следующую
модификацию оператора Адамара

𝐷𝛼[𝑢](𝑥) = 𝐽 ℓ−𝑎
[︀
𝛿ℓ[𝑢]

]︀
(𝑥) ≡ 1

Γ(ℓ− 𝛼)

𝑟∫︁
0

(︁
ln

𝑟

𝑠

)︁ℓ−1−𝛼
(︂
𝑠
𝑑

𝑑𝑠

)︂ℓ

[𝑢](𝑠𝜃)
𝑑𝑠

𝑠
.

B.Kh. Turmetov, On solvability of a boundary value problem for an inhomogeneous
polyharmonic equation with a fractional order boundary operator.

c○ Турметов Б.Х. 2016.
Работа выполнена при финансовой поддержке гранта МОН РК (грант №0819/GF4).
Поступила 24 августа 2015 г.

160



О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ . . . 161

Пусть 0 < 𝛼 ≤ 1,𝑚 = 1, 2, .... Рассмотрим в области Ω следующую задачу

(−∆)𝑚𝑢 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ Ω (3)

𝐷𝛼+𝑘 [𝑢] (𝑥) = 𝑔𝑘 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1. (4)
Решением задачи (3)-(4) назовем функцию 𝑢 (𝑥) ∈ 𝐶2𝑚 (Ω) ∩ 𝐶

(︀
Ω̄
)︀
, для которой

𝐷𝛼+𝑘 [𝑢] (𝑥) ∈ 𝐶
(︀
Ω
)︀
, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1, и удовлетворяющую уравнению (3) и граничным

условиям (4) в классическом смысле.
Отметим, что краевые задачи с граничными операторами дробного порядка для эл-

липтических уравнений второго порядка исследовались в работах [2]–[10]. Приложения
краевых задач для эллиптических уравнений с граничными операторами дробного по-
рядка рассмотрены в работах [11]–[13]. Аналоги задачи Неймана для бигармонического
и полигармонического уравнения в случае граничных операторов целого порядка изуча-
лись в работах [15]–[19], а в случае граничных операторов дробного порядка в смысле
Римана-Лиувилля, Капуто и Адамара-Маршо в работах [20]–[23].

Так как 𝐽0[𝑢](𝑥) = 𝑢(𝑥), то в случае 𝛼 = 1 оператор 𝐷1 совпадает с оператором 𝛿, а
𝐷𝑘 = 𝛿𝑘 ≡

(︀
𝑟 𝑑
𝑑𝑟

)︀𝑘. В работе [20] доказано, что для оператора
(︀
𝑟 𝑑
𝑑𝑟

)︀𝑘 верно равенство(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟

)︂𝑘

=
𝑘∑︁

𝑖=1

(︃
𝑖∑︁

𝑗=1

(−1)𝑖−𝑗 𝑗𝑛

𝑗!(𝑖− 𝑗)!

)︃
𝑟𝑖

𝜕𝑖

𝜕𝑟𝑖
≡

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎
(𝑘)
𝑖 𝑟𝑖

𝜕𝑖

𝜕𝑟𝑖
, 𝑘 = 1, 2, ...

.
Известно также (см., например, [17]), что

𝑟𝑖
𝑑𝑖

𝑑𝑟𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝑟
𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
− 1

)︂
...

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
− 𝑖 + 1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

=
𝜕𝑖𝑢(𝑥)

𝜕𝜈𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

,

где 𝜈 – вектор внешней нормали к границе области Ω. Следовательно, в случае 𝛼 = 1
задача (3)–(4) является некоторым аналогом задачи Неймана для уравнения (3).

2. Вспомогательные утверждения

В этом пункте мы исследуем некоторые свойства операторов 𝐽𝛼 и 𝐷𝛼.

Лемма 1. Пусть 0 < 𝛼, 0 < 𝜆 < 1 и 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑝
(︀
Ω̄
)︀
, 𝑝 = 0, 1, .... Тогда, если 𝑢(0) = 0,

то функция 𝐽𝛼[𝑢](𝑥) также принадлежит классу 𝐶𝜆+𝑝
(︀
Ω̄
)︀

и выполняется равенство
𝐽𝛼[𝑢](0) = 0.

Доказательство. Пусть 𝑢(0) = 0. Тогда

|𝐽𝛼[𝑢](𝑥)| ≤ 1

Γ(𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂𝛼−1 |𝑢(𝑠𝑥)|
𝑠

𝑑𝑠 ≤ 𝐶

Γ(𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂𝛼−1

𝑠𝜆−1𝑑𝑠.

Так как интеграл
1∫︀
0

(︀
ln 1

𝑠

)︀𝛼−1
𝑠𝜆−1𝑑𝑠 сходится, то |𝐽𝛼[𝑢](𝑥)| ≤ 𝐶, где 𝐶 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, и поэтому

функция 𝐽𝛼[𝑢](𝑥) определена. Далее, обозначим ℎ(𝑥) = 𝐽𝛼[𝑢](𝑥). Тогда для любых 𝑥, 𝑦 ∈ Ω̄
имеем

|ℎ(𝑥) − ℎ(𝑦)| ≤ 1

Γ(𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂𝛼−1 |𝑢(𝑠𝑥) − 𝑢(𝑠𝑦)|
𝑠

𝑑𝑠 ≤

≤ 𝐶|𝑥− 𝑦|𝜆

Γ(𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂𝛼−1

𝑠𝜆−1𝑑𝑠 ≤ 𝐶|𝑥− 𝑦|𝜆.
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Аналогичным образом, для любого мультииндекса 𝛽 с |𝛽| ≤ 𝑝 получаем

⃒⃒
𝐷𝛽ℎ(𝑥) −𝐷𝛽ℎ(𝑦)

⃒⃒
≤ 1

Γ(𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂𝛼−1 |𝐷𝛽𝑢(𝑠𝑥) −𝐷𝛽𝑢(𝑠𝑦)|
𝑠

𝑑𝑠 ≤ 𝐶|𝑥− 𝑦|𝜆.

Кроме того,

𝐽𝛼[𝑢](0) = lim
𝑥→0

𝐽𝛼[𝑢](𝑥) =
1

Γ(𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂𝛼−1

𝑠−1 lim
𝑥→0

𝑢(𝑠𝑥)𝑑𝑠 = 0.

Аналогично доказывается следующее утверждение.

Лемма 2. Пусть 0 < 𝛼 ≤ 1, 0 < 𝜆 < 1 и 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑝+1
(︀
Ω̄
)︀
. Тогда 𝐷𝛼[𝑢](𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑝

(︀
Ω̄
)︀

и выполняется равенство 𝐷𝛼[𝑢](0) = 0.

Лемма 3. Пусть 0 < 𝛼, 𝜆 < 1 и 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1
(︀
Ω̄
)︀
. Тогда

1) для любого 𝑥 ∈ Ω̄ справедливо равенство

𝐽𝛼 [𝐷𝛼[𝑢]] (𝑥) = 𝑢(𝑥) − 𝑢(0); (5)

2) если 𝑢(0) = 0, то для любого 𝑥 ∈ Ω̄ справедливо равенство

𝐷𝛼 [𝐽𝛼[𝑢]] = 𝑢(𝑥). (6)

Доказательство. Если 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1
(︀
Ω̄
)︀
, то по лемме 2.2, получаем 𝐷𝛼[𝑢](𝑥) ∈ 𝐶𝜆

(︀
Ω̄
)︀

и 𝐷𝛼[𝑢](0) = 0. Тогда в классе таких функций оператор 𝐽𝛼 определен и

𝐽𝛼 [𝐷𝛼[𝑢]] (𝑥) =
1

Γ(𝛼)

𝑟∫︁
0

(︁
ln

𝑟

𝑠

)︁𝛼−1

𝐷𝛼[𝑢](𝑠𝜃)
𝑑𝑠

𝑠
=

=
1

Γ(𝛼)

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
0

(︁
ln

𝑟

𝑠

)︁𝛼−1
𝑠∫︁

0

(︁
ln

𝑠

𝜏

)︁−𝛼

𝛿[𝑢](𝜏𝜃)
𝑑𝜏

𝜏

𝑑𝑠

𝑠
=

=
1

Γ(𝛼)

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
0

𝑑𝑢(𝜏𝜃)

𝑑𝜏

𝑟∫︁
𝑠

(︁
ln

𝑟

𝑠

)︁𝛼−1(︁
ln

𝑠

𝜏

)︁−𝛼𝑑𝑠

𝑠
𝑑𝜏 .

Легко показать, что

𝑟∫︁
𝑠

(︁
ln

𝑟

𝜏
− ln

𝑠

𝜏

)︁𝛼−1(︁
ln

𝑠

𝜏

)︁−𝛼

𝑑
(︁

ln
𝑠

𝜏

)︁
=

Γ(𝛼)Γ(1 − 𝛼)

Γ(1)
.

Тогда

𝐽𝛼 [𝐷𝛼[𝑢]] (𝑥) =

𝑟∫︁
0

𝑑𝑢(𝜏𝜃)

𝑑𝜏
𝑑𝜏 = 𝑢(𝑥) − 𝑢(0).

Равенство (5) доказано.
Далее, так как 𝑢(0) = 0, то по лемме 2.1 функция 𝐽𝛼[𝑢](𝑥) определена в области Ω̄ и

𝐷𝛼 [𝐽𝛼[𝑢]] (𝑥) =
1

Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
0

(︁
ln

𝑟

𝑠

)︁−𝛼

𝑠
𝑑

𝑑𝑠
𝐽𝛼[𝑢](𝑠𝜃)

𝑑𝑠

𝑠
=
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=
1

Γ(1 − 𝛼)
𝑟
𝑑

𝑑𝑟

𝑟∫︁
0

1

1 − 𝛼

(︁
ln

𝑟

𝑠

)︁1−𝛼 𝑑

𝑑𝑠
𝐽𝛼[𝑢](𝑠𝜃)𝑑𝑠 =

=
1

Γ(1 − 𝛼)
𝑟
𝑑

𝑑𝑟

⎡⎣ 1

1 − 𝛼

(︁
ln

𝑟

𝑠

)︁1−𝛼

𝐽𝛼[𝑢](𝑠𝜃)

⃒⃒⃒⃒𝑠=𝑟

𝑠=0

+

𝑟∫︁
0

(︁
ln

𝑟

𝑠

)︁−𝛼

𝐽𝛼[𝑢](𝑠𝜃)𝑑𝑠

⎤⎦ =

= 𝑟
𝑑

𝑑𝑟

⎡⎣ 1

Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
0

(︁
ln

𝑟

𝑠

)︁−𝛼

𝐽𝛼[𝑢](𝑠𝜃)𝑑𝑠

⎤⎦ = 𝑟
𝑑

𝑑𝑟

[︀
𝐽1−𝛼[𝐽𝛼[𝑢]]

]︀
(𝑥).

Так как 𝐽1−𝛼 · 𝐽𝛼 = 𝐽1, то

𝐷𝛼 [𝐽𝛼[𝑢]] (𝑥) = 𝑟
𝑑

𝑑𝑟

𝑟∫︁
0

𝑢(𝑠𝜃)
𝑑𝑠

𝑠
= 𝑟

𝑢(𝑟𝜃)

𝑟
= 𝑢(𝑥).

Лемма 4. Пусть (−∆)𝑚𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), где 𝑓(𝑥) гладкая функция в Ω̄. Тогда справедливо
равенство

(−∆)𝑚𝐷𝛼[𝑢](𝑥) = 𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (7)

где
𝐹 (𝑥) = |𝑥|−2𝑚𝐷𝛼

[︀
|𝑥|2𝑚𝑓(𝑥)

]︀
. (8)

Доказательство. Используя равенство (2) для функции 𝐷𝛼[𝑢](𝑥), имеем

𝐷𝛼[𝑢](𝑥) =
1

Γ(1 − 𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂−𝛼

𝑠
𝑑

𝑑𝑠
[𝑢](𝑠𝑥)

𝑑𝑠

𝑠
.

Легко показать, что

∆𝑚

[︂
𝑠
𝑑

𝑑𝑠
[𝑢](𝑠𝑥)

]︂
= 𝑠2𝑚

(︂
𝑠
𝑑

𝑑𝑠
+ 2𝑚

)︂
𝑓(𝑠𝑥).

Кроме того,

𝑠2𝑚
(︂
𝑠
𝑑

𝑑𝑠
+ 2𝑚

)︂
𝑓(𝑠𝑥) = 𝑠

𝑑

𝑑𝑠

[︀
𝑠2𝑚𝑓(𝑠𝑥)

]︀
.

Применяя к функции 𝐷𝛼[𝑢](𝑥) оператор ∆𝑚, получим

∆𝑚𝐷𝛼[𝑢](𝑥) =
1

Γ(1 − 𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂−𝛼

𝑠
𝑑

𝑑𝑠
[𝑠2𝑚𝑓(𝑠𝑥)]

𝑑𝑠

𝑠
=

=
𝑟−2𝑚

Γ(1 − 𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂−𝛼
𝑑

𝑑𝑠
[(𝑠𝑟)2𝑚𝑓(𝑠𝑥)]𝑑𝑠 = |𝑥|−2𝑚𝐷𝛼

[︀
|𝑥|2𝑚𝑓(𝑥)

]︀
= 𝐹 (𝑥).
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Лемма 5. Для функции 𝐹 (𝑥) имеет место представление

𝐹 (𝑥) =

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
+ 2𝑚

)︂
𝑓1−𝛼(𝑥), (9)

где
𝑓1−𝛼(𝑥) = |𝑥|−2𝑚𝐽1−𝛼

[︀
|𝑥|2𝑚𝑓(𝑥)

]︀
. (10)

Доказательство. После замены переменных 𝑠𝑟 = 𝜉 из представления (8) получим

𝐹 (𝑥) =
|𝑥|−2𝑚

Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
0

(︂
ln

𝑟

𝜉

)︂−𝛼
𝑑

𝑑𝜉

[︀
𝜉2𝑚𝑓(𝜉𝜃)

]︀
𝑑𝜉 =

=
|𝑥|−2𝑚

Γ(1 − 𝛼)
𝑟
𝑑

𝑑𝑟

⎡⎣ 𝑟∫︁
0

1

1 − 𝛼

(︂
ln

𝑟

𝜉

)︂1−𝛼
𝑑

𝑑𝜉

[︀
𝜉2𝑚𝑓(𝜉𝜃)

]︀
𝑑𝜉

⎤⎦ =

=
|𝑥|−2𝑚

Γ(1 − 𝛼)
𝑟
𝑑

𝑑𝑟

⎡⎣ 1

1 − 𝛼

(︂
ln

𝑟

𝜉

)︂1−𝛼

𝜉2𝑚𝑓(𝜉𝜃)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜉=𝑟

𝜉=0

+

𝑟∫︁
0

(︂
ln

𝑟

𝜉

)︂−𝛼

𝜉2𝑚𝑓(𝜉𝜃)
𝑑𝜉

𝜉

⎤⎦ =

= |𝑥|−2𝑚𝑟
𝑑

𝑑𝑟

⎡⎣ 1

Γ(1 − 𝛼)

𝑟∫︁
0

(︂
ln

𝑟

𝜉

)︂−𝛼

𝜉2𝑚𝑓(𝜉𝜃)
𝑑𝜉

𝜉

⎤⎦ =

= |𝑥|−2𝑚𝑟
𝑑

𝑑𝑟

⎡⎣ |𝑥|2𝑚

Γ(1 − 𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂−𝛼

𝑠2𝑚𝑓(𝑠𝑥)
𝑑𝑠

𝑠

⎤⎦ .

Обозначим

𝑓1−𝛼(𝑥) =
1

Γ(1 − 𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂−𝛼

𝑠2𝑚𝑓(𝑠𝑥)
𝑑𝑠

𝑠
.

Очевидно, что

𝑓1−𝛼(𝑥) =
1

Γ(1 − 𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂−𝛼

𝑠2𝑚𝑓(𝑠𝑥)
𝑑𝑠

𝑠
= |𝑥|−2𝑚𝐽1−𝛼

[︀
|𝑥|−2𝑚𝑓(𝑥)

]︀
.

Тогда

𝐹 (𝑥) = |𝑥|−2𝑚𝑟
𝑑

𝑑𝑟

[︀
|𝑥|2𝑚𝑓1−𝛼(𝑥)

]︀
=

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
+ 2𝑚

)︂
𝑓1−𝛼(𝑥),

т.е. верно равенство (9).

Следующее утверждение доказано в работе [22].

Лемма 6. Пусть 0 < 𝛼 ≤ 1, и 𝐷𝛼+𝑘𝑢(𝑥), 𝑘 = 1, 2, ... существует. Тогда справедливо
равенство

𝐷𝛼+𝑘[𝑢](𝑥) =

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟

)︂𝑘

𝐷𝛼[𝑢](𝑥). (11)
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3. Исследование некоторых свойств решения задачи типа Дирихле

Рассмотрим следующую задачу{︂
(−∆)𝑚𝑣 (𝑥) = 𝐹 (𝑥) , 𝑥 ∈ Ω,
𝛿𝑘 [𝑣] (𝑥) = 𝑔𝑘 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1.

(12)

Пусть функции 𝑉 (𝑥) и 𝑤(𝑥) являются решениями следующих задач{︂
(−∆)𝑚𝑉 (𝑥) = 𝐹 (𝑥) , 𝑥 ∈ Ω,
𝛿𝑘 [𝑉 ] (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1,

(13){︂
(−∆)𝑚𝑤 (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Ω,
𝛿𝑘 [𝑤] (𝑥) = 𝑔𝑘 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1.

(14)

Тогда 𝑣(𝑥) = 𝑉 (𝑥) + 𝑤(𝑥).

Лемма 7. Пусть 0 < 𝜆 < 1 и 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑝−2𝑚
(︀
Ω̄
)︀
, 𝑝 ≥ 2𝑚. Тогда

1) решение задачи (13) существует, единственно и принадлежит классу 𝐶𝜆+𝑝
(︀
Ω
)︀

;
2) если функция 𝐹 (𝑥) представляется в виде

𝐹 (𝑥) =

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
+ 2𝑚

)︂
𝑔(𝑥), (15)

то справедливо равенство

𝑉 (0) =
1

4𝑚−1((𝑚− 1)!)2𝜔𝑛

∫︁
𝜕Ω

(︀
1 − |𝑦|2

)︀𝑚−1
𝑔(𝑦)𝑑𝜉. (16)

Доказательство. В пункте 1 мы показали, что краевые условия задачи (13) эквиваленты
условиям

𝛿𝑘 [𝑉 ] (𝑥) =
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑎
(𝑘)
𝑖

𝜕𝑖𝑉 (𝑥)

𝜕𝜈𝑖
, 𝑥 ∈ 𝜕Ω.

Тогда задача (13) эквивалентна задаче Дирихле для уравнения (−∆)𝑚 = 𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ Ω.
Известно (см., например, [24]), что если 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑝−2𝑚(Ω̄), то решение задачи Дирих-
ле существует, единственно и принадлежит классу 𝐶𝜆+𝑝(Ω̄). Первое утверждение леммы
доказано.

Известно также (см., например, [15]), что решение задачи Дирихле представляется в
виде

𝑉 (𝑥) =

∫︁
Ω

𝐺𝑚,𝑛 (𝑥, 𝑦)𝐹 (𝑦) 𝑑𝑦, (17)

где 𝐺𝑚,𝑛 (𝑥, 𝑦) – функция Грина задачи Дирихле.
Отметим, что явный вид функции 𝐺𝑚,𝑛 (𝑥, 𝑦) построен в работах [25]–[27]. Например, в

работе [25] показано, что 𝐺𝑚,𝑛 (𝑥, 𝑦) имеет вид

𝐺𝑚,𝑛 (𝑥, 𝑦) = 𝐾𝑚,𝑛|𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛

𝑎(𝑥,𝑦)∫︁
1

(𝑡2 − 1)
𝑚−1

𝑡1−𝑛𝑑𝑡, (18)

где

𝑎(𝑥, 𝑦) =

⃒⃒⃒
𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑥|

⃒⃒⃒
|𝑥− 𝑦|

, 𝐾𝑚,𝑛 =
1

4𝑚−1((𝑚− 1)!)2𝑛𝑒𝑛
, 𝑒𝑛 =

𝜋𝑛/2

Γ
(︀
1 + 𝑛

2

)︀ .
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Используя равенство 𝜔𝑛 = 2𝜋𝑛/2

Γ(𝑛
2 )

, коэффициент 𝐾𝑚,𝑛 можно представит в виде

𝐾𝑚,𝑛 =
1

4𝑚−1((𝑚− 1)!)2𝑛

2𝑛
2
Γ
(︀
𝑛
2

)︀
2𝜋𝑛/2

=
1

4𝑚−1((𝑚− 1)!)2𝜔𝑛

.

В дальнейшем нам понадобится значение функции 𝐺𝑚,𝑛 (𝑥, 𝑦) в точке 𝑥 = 0. Из пред-
ставления (18) имеем

𝐺𝑚,𝑛 (0, 𝑦) = 𝐾𝑚,𝑛|𝑦|2𝑚−𝑛

|𝑦|−1∫︁
1

(𝑡2 − 1)
𝑚−1

𝑡1−𝑛𝑑𝑡.

Обозначим последний интеграл через 𝐼𝑚,𝑛. Вычислим значение этого интеграла. Если
𝑛 ̸= 2(𝑖 + 1), 𝑖 = 0, 1, ...,𝑚− 1, то

𝐼𝑚,𝑛 =

|𝑦|−1∫︁
1

(𝑡2 − 1)
𝑚−1

𝑡1−𝑛𝑑𝑡 =
𝑚−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑚−1−𝑖𝐶𝑖
𝑚−1

|𝑦|−1∫︁
1

𝑡2𝑖+1−𝑛𝑑𝑡 =

=
𝑚−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑚−1−𝑖𝐶𝑖
𝑚−1

𝑡2(𝑖+1)−𝑛

2(𝑖 + 1) − 𝑛

⃒⃒⃒⃒𝑡=|𝑦|−1

𝑡=1

=

=
𝑚−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑚−1−𝑖𝐶𝑖
𝑚−1

1

2(𝑖 + 1) − 𝑛

[︀
|𝑦|𝑛−2(𝑖+1) − 1

]︀
.

Пусть

𝑑𝑚,𝑛,𝑖 = (−1)𝑚−1−𝑖𝐶𝑖
𝑚−1

1

2(𝑖 + 1) − 𝑛
.

Если 𝑛 принимает одну из значений 𝑛 = 2(𝑘 + 1), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1, то в этом случае

𝐼𝑚,𝑛 =
𝑚−1∑︁

𝑖=0,𝑖 ̸=𝑘

(−1)𝑚−1−𝑖𝐶𝑖
𝑚−1

|𝑦|−1∫︁
1

𝑡2𝑖+1−𝑛𝑑𝑡 + (−1)𝑚−1−𝑘𝐶𝑘
𝑚−1

|𝑦|−1∫︁
1

𝑡−1𝑑𝑡 =

=
𝑚−1∑︁

𝑖=0,𝑖 ̸=𝑘

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

[︀
|𝑦|𝑛−2(𝑖+1) − 1

]︀
+ (−1)𝑚−1−𝑘𝐶𝑘

𝑚−1 ln
1

|𝑦|
.

Тогда при 𝑛 ̸= 2(𝑖 + 1), 𝑖 = 0, 1, ...,𝑚− 1 имеем

𝐺𝑚,𝑛 (0, 𝑦) = 𝐾𝑚,𝑛

[︃
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

[︀
|𝑦|2𝑚−2(𝑖+1) − |𝑦|2𝑚−𝑛

]︀]︃
, (19)

а для остальных значений 𝑛

𝐺𝑚,𝑛 (0, 𝑦) = 𝐾𝑚,𝑛

[︃
𝑚−1∑︁

𝑖=0,𝑖 ̸=𝑘

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

[︀
|𝑦|2𝑚−2(𝑖+1) − |𝑦|2𝑚−𝑛

]︀]︃
+

+𝐾𝑚,𝑛(−1)𝑚−1−𝑘𝐶𝑘
𝑚−1|𝑦|2𝑚−𝑛 ln

1

|𝑦|
.

(20)

Тогда в случае 𝑛 ̸= 2(𝑖 + 1), 𝑖 = 0, 1, ...,𝑚 − 1 из равенства (19) и представления (15)
следует
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𝑉 (0) = 𝐾𝑚,𝑛

∫︁
Ω

[︃
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

[︀
|𝑦|2𝑚−2(𝑖+1) − |𝑦|2𝑚−𝑛

]︀]︃(︂
𝜌
𝑑

𝑑𝜌
+ 2𝑚

)︂
𝑔(𝑦)𝑑𝑦.

Переходя к сферическим координатам 𝑦 = (𝜌, 𝜉), где 𝜉 – угловые координаты, последний
интеграл выразим в виде

𝑉 (0) = 𝐾𝑚,𝑛

∫︁
|𝜉|=1

1∫︁
0

𝜌𝑛−1

[︃
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

[︀
𝜌2𝑚−2(𝑖+1) − 𝜌2𝑚−𝑛

]︀]︃(︂
𝜌
𝑑

𝑑𝜌
+ 2𝑚

)︂
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌𝑑𝜉 =

= 𝐾𝑚,𝑛

∫︁
|𝜉|=1

[𝐽1(𝜌, 𝜉) + 𝐽2(𝜌, 𝜉)]𝑑𝜉,

где

𝐽1(𝜌, 𝜉) =
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

1∫︁
0

𝜌𝑛−1
[︀
𝜌2𝑚−2(𝑖+1) − 𝜌2𝑚−𝑛

]︀
𝜌
𝑑

𝑑𝜌
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌,

𝐽2(𝜌, 𝜉) = 2𝑚

⎡⎣𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

1∫︁
0

𝜌𝑛−1
[︀
𝜌2𝑚−2(𝑖+1) − 𝜌2𝑚−𝑛

]︀
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌

⎤⎦ .

Интегрируя по частям 𝐽1(𝜌, 𝜉), получаем

𝐽1 =
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

1∫︁
0

[︀
− (2𝑚 + 𝑛− 2(𝑖 + 1)) 𝜌2𝑚+𝑛−1−2(𝑖+1) + 2𝑚𝜌2𝑚−1

]︀
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌 =

=
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

1∫︁
0

𝜌𝑛−1
[︀
− (2𝑚 + 𝑛− 2(𝑖 + 1)) 𝜌2𝑚−2(𝑖+1) + 2𝑚𝜌2𝑚−𝑛

]︀
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌.

Отсюда

𝐽1(𝜌, 𝜉) + 𝐽2(𝜌, 𝜉) =

1∫︁
0

𝜌𝑛−1

𝑚−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑚−1−𝑖𝐶𝑖
𝑚−1𝜌

2(𝑚−𝑖−1)𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌 =

=

1∫︁
0

𝜌𝑛−1
(︀
1 − 𝜌2

)︀𝑚−1
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌.

Следовательно,

𝑉 (0) = 𝐾𝑚,𝑛

∫︁
|𝜉|=1

1∫︁
0

𝜌𝑛−1
(︀
1 − 𝜌2

)︀𝑚−1
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌𝑑𝜉 =

=
1

4𝑚−1((𝑚− 1)!)2𝜔𝑛

∫︁
𝜕Ω

(︀
1 − |𝑦|2

)︀𝑚−1
𝑔(𝑦)𝑑𝜉.

Если 𝑛 принимает одну из значений 𝑛 = 2(𝑘 + 1), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1, то в силу равенства
(20) как и в первом случае, получаем
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𝑣 (0) = 𝐾𝑚,𝑛

⎡⎣ 𝑚−1∑︁
𝑖=0,𝑖 ̸=𝑘

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

∫︁
Ω

[︀
|𝑦|2𝑚−2(𝑖+1) − |𝑦|2𝑚−𝑛

]︀(︂
𝜌
𝑑

𝑑𝜌
+ 2𝑚

)︂
𝑔(𝑦)𝑑𝑦

⎤⎦+

+𝐾𝑚,𝑛(−1)𝑚−1−𝑘𝐶𝑘
𝑚−1

∫︁
Ω

|𝑦|2𝑚−𝑛 ln
1

|𝑦|

(︂
𝜌
𝑑

𝑑𝜌
+ 2𝑚

)︂
𝑔(𝑦)𝑑𝑦 =

= 𝐾𝑚,𝑛

∫︁
|𝜉|=1

[𝐽1,1(𝜌, 𝜉) + 𝐽2,1(𝜌, 𝜉)]𝑑𝜉.

Здесь

𝐽1,1(𝜌, 𝜉) =
𝑚−1∑︁

𝑖=0,𝑖 ̸=𝑘

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

1∫︁
0

𝜌𝑛−1
[︀
𝜌2𝑚−2(𝑖+1) − 𝜌2𝑚−𝑛

]︀
𝜌
𝑑

𝑑𝜌
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌+

+(−1)𝑚−1−𝑘𝐶𝑘
𝑚−1

1∫︁
0

𝜌𝑛−1

(︂
𝜌2𝑚−𝑛 ln

1

𝜌

)︂
𝜌
𝑑

𝑑𝜌
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌,

𝐽2,1(𝜌, 𝜉) = 2𝑚

⎡⎣𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

1∫︁
0

𝜌𝑛−1
[︀
𝜌2𝑚−2(𝑖+1) − 𝜌2𝑚−𝑛

]︀
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌

⎤⎦+

+2𝑚(−1)𝑚−1−𝑘𝐶𝑘
𝑚−1

1∫︁
0

𝜌𝑛−1

(︂
𝜌2𝑚−𝑛 ln

1

𝜌

)︂
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌.

Интегрируя по частям 𝐽1,1(𝜌, 𝜉), получаем

𝐽1,1 =
𝑚−1∑︁

𝑖=0,𝑖 ̸=𝑘

𝑑𝑚,𝑛,𝑖

1∫︁
0

𝜌𝑛−1
[︀
− (2𝑚 + 𝑛− 2(𝑖 + 1)) 𝜌2𝑚−2(𝑖+1) + 2𝑚𝜌2𝑚

]︀
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌−

−(−1)𝑚−1−𝑘𝐶𝑘
𝑚−12𝑚

1∫︁
0

𝜌𝑛−1

(︂
𝜌2𝑚−𝑛 ln

1

𝜌

)︂
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌+

+(−1)𝑚−1−𝑘𝐶𝑘
𝑚−1

1∫︁
0

𝜌𝑛−1𝜌2𝑚−𝑛𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌.

Тогда

𝐽1,1(𝜌, 𝜉) + 𝐽2,1(𝜌, 𝜉) =

1∫︁
0

𝜌𝑛−1

𝑚−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑚−1−𝑖𝐶𝑖
𝑚−1𝜌

2(𝑚−𝑖−1)𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌 =

=

1∫︁
0

𝜌𝑛−1
(︀
1 − 𝜌2

)︀𝑚−1
𝑔(𝜌, 𝜉)𝑑𝜌.

Значит, и в этом случае верно равенство (16).
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Теперь исследуем задачу (14). Пусть 𝐴 матрица вида

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 ... 1
0 2 4 ... 2 (𝑚− 1)

0 22 42 ... [2 (𝑚− 1)]2

...
...

... . . . ...
0 2𝑚−1 4𝑚−1 [2 (𝑚− 1)]𝑚−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (21)

Обозначим через ∆𝑗, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑚− 1 определитель матрицы, получающийся из матрицы
𝐴 вычеркиванием 1-го столбца и 𝑗 + 1 строки. В частности ∆0 = |𝐴| = det𝐴. Легко
показать, что |𝐴| ≠ 0.

Лемма 8. Пусть 0 < 𝜆 < 1 и 𝑔𝑘 (𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑝−𝑘 (𝜕Ω), 𝑝 ≥ 𝑚− 1, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1. Тогда
1) решение задачи (14) существует, единственно и принадлежит классу 𝐶𝜆+𝑝

(︀
Ω
)︀
;

2) для решения задачи (14) справедливо равенство

𝑤 (0) = − 1

𝜔𝑛|𝐴|

𝑚−1∑︁
𝑗=0

∫︁
𝜕Ω

(−1)𝑗+1∆𝑗 · 𝑔𝑗 (𝑥)𝑑𝑆𝑥. (22)

Доказательство. Покажем, что задача (14) эквивалентна задаче Дирихле для уравнения
(−∆)𝑚𝑤 (𝑥) = 0. В пункте 1 мы показали, что если 𝜈 вектор внешней нормали к сфере
𝜕Ω, то для всех 𝑥 ∈ 𝜕Ω имеет место равенство

𝜕𝑘𝑤(𝑥)

𝜕𝑟𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝑟𝑘
𝜕𝑘𝑤(𝑥)

𝜕𝑟𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

=
𝜕𝑘𝑤(𝑥)

𝜕𝜈𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Тогда при значении 𝑘 = 1 имеем 𝛿 [𝑤] (𝑥) = 𝑟 𝜕𝑤
𝜕𝑟
, и поэтому из условия 𝛿 [𝑤] (𝑥) |𝜕Ω = 𝑔1 (𝑥)

следует

𝜕𝑤

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝑔1 (𝑥) ≡ 𝜙1 (𝑥) .

При 𝑘 = 2 имеем

𝛿2 [𝑤] (𝑥) =

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟

)︂2

𝑤 (𝑥) = 𝑟2
𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
+ 𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
.

Тогда в силу граничного условия 𝛿2 [𝑤] |𝜕Ω = 𝑔2 получаем
𝜕2𝑤
𝜕𝜈2

⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝑔2 (𝑥) − 𝜕𝑤
𝜕𝑟

⃒⃒
𝜕Ω

= 𝑔2 (𝑥) − 𝑔1 ≡ 𝜙2 (𝑥).
В общем случае, используя равенство

𝛿𝑘 [𝑤] (𝑥) =
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑎
(𝑘)
𝑖

𝜕𝑖𝑤(𝑥)

𝜕𝜈𝑖
, 𝑥 ∈ 𝜕Ω,

получаем

𝛿𝑘 [𝑤] (𝑥) = 𝑟𝑘
𝜕𝑘𝑤

𝜕𝑟𝑘
+

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑎
(𝑘)
𝑖 𝑟𝑖

𝜕𝑖𝑤

𝜕𝑟𝑖
.

Используя граничные условия 𝛿𝑘 [𝑤] (𝑥) |𝜕Ω = 𝑔𝑘 (𝑥) задачи (14), для 𝜕𝑘𝑣
𝜕𝜈𝑘

(𝑥) получаем

𝜕𝑘𝑣

𝜕𝜈𝑘
|𝜕Ω = 𝑔𝑘 (𝑥) −

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖,𝑘𝑔𝑖 (𝑥) ≡ 𝜙𝑘 (𝑥) , 𝑘 = 2, 3, ...,𝑚− 1,

где коэффициенты 𝑏𝑖,𝑘 зависят от 𝑎
(𝑘)
𝑖 , 𝑖 < 𝑘. Таким образом, задача (14) эквивалентна

задаче Дирихле:
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{︂
∆𝑚𝑤 (𝑥) = 0
𝜕𝑘𝑤
𝜕𝜈𝑘

(𝑥) |𝜕Ω = 𝜙𝑘 (𝑥) , 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1
.

Очевидно, что при 𝑔𝑘 (𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑝−𝑘 (𝜕Ω) функции 𝜙𝑘 (𝑥) также принадлежат классу
𝐶𝜆+𝑝−𝑘 (𝜕Ω). Тогда из известного утверждения для задачи Дирихле [24] следует, что ре-
шение задачи (14) существует, единственно и принадлежит классу 𝐶𝜆+𝑝

(︀
Ω
)︀
. Первое утвер-

ждение леммы доказано.
Переходим к доказательству второго утверждения. Пусть 𝑤 (𝑥) – решение задачи (14).

Так как функция 𝑤 (𝑥) полигармоническая, то существуют гармонические в области Ω
функции 𝑤𝑗 (𝑥), 𝑗 = 0,𝑚− 1 такие, что

𝑤 (𝑥) = 𝑤0 (𝑥) + |𝑥|2𝑤1 (𝑥) + ... + |𝑥|2(𝑚−1)𝑤𝑚−1 (𝑥) . (23)

Применим оператор
(︀
𝑟 𝜕
𝜕𝑟

)︀ℓ, ℓ = 1, 2, ...,𝑚−1 к функциям вида |𝑥|2𝑗𝑤𝑗 (𝑥). Тогда для любых
1 ≤ ℓ ≤ 𝑚− 1 и 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚− 1 найдем(︂

𝑟
𝜕

𝜕𝑟

)︂ℓ [︁
|𝑥|2𝑗𝑤𝑗 (𝑥)

]︁
=

ℓ∑︁
𝑖=1

𝑎
(ℓ)
𝑖 𝑟𝑖

𝜕𝑖

𝜕𝑟𝑖
[︀
𝑟2𝑗𝑤𝑗 (𝑥)

]︀
=

=
ℓ∑︁

𝑖=1

𝑎
(ℓ)
𝑖 𝑟𝑖

𝑖∑︁
𝑝=0

𝐶𝑝
𝑖

𝜕𝑝𝑟2𝑗

𝜕𝑟𝑝
𝜕𝑖−𝑝𝑤𝑗 (𝑥)

𝜕𝑟𝑖−𝑝
=

ℓ∑︁
𝑖=1

𝑎
(ℓ)
𝑖 𝑟𝑖

𝑖∑︁
𝑝=0

𝐶𝑝
𝑖 𝑑

(𝑝)
𝑖,𝑗 𝑟

2𝑗−𝑝𝜕
𝑖−𝑝𝑤𝑗 (𝑥)

𝜕𝑟𝑖−𝑝
,

где

𝑑
(𝑝)
𝑖,𝑗 =

⎧⎨⎩ 0, 𝑝 > 2𝑗
1, 𝑝 = 0
2𝑗 (2𝑗 − 1) ... (2𝑗 − 𝑝 + 1) , 𝑝 ≤ 2𝑗

.

Таким образом, функцию
(︀
𝑟 𝜕
𝜕𝑟

)︀ℓ
[𝑟2𝑗𝑤𝑗 (𝑥)] можно представить в виде(︂

𝑟
𝜕

𝜕𝑟

)︂ℓ [︁
|𝑥|2𝑗𝑤𝑗 (𝑥)

]︁
= |𝑥|2𝑗ℎ𝑗,ℓ (𝑥) , (24)

где

ℎ𝑗,𝑙 (𝑥) =
ℓ∑︁

𝑖=1

𝑎
(ℓ)
𝑖

𝑖∑︁
𝑝=0

𝐶𝑝
𝑖 𝑑

(𝑝)
𝑖,𝑗 𝑟

𝑖−𝑝𝜕
𝑖−𝑝𝑤𝑗 (𝑥)

𝜕𝑟𝑖−𝑝
. (25)

Так как при гармонической функции 𝑤𝑗 (𝑥) функции 𝑟𝑖−𝑝 𝜕
𝑖−𝑝𝑤𝑗(𝑥)

𝜕𝑟𝑖−𝑝 также являются гармо-
ническими в Ω, то при всех 𝑗 = 0, ...,𝑚−1, ℓ = 1, ..., 𝑚−1 функции ℎ𝑗,ℓ (𝑥) гармонические
в Ω. С другой стороны, разлагая функции 𝑤𝑗 (𝑥), 𝑗 = 0,𝑚− 1 в ряд вида

𝑤𝑗 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤
(𝑖)
𝑘,𝑗𝐻

(𝑖)
𝑘 (𝑥)

и применяя оператор
(︀
𝑟 𝜕
𝜕𝑟

)︀ℓ, ℓ = 1, 2, ...,𝑚 − 1 к функциям |𝑥|2𝑗𝑤𝑗 (𝑥) для всех 𝑥 ∈ Ω,
получаем (︂

𝑟
𝜕

𝜕𝑟

)︂ℓ [︁
|𝑥|2𝑗𝑤𝑗 (𝑥)

]︁
= |𝑥|2𝑗

∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝑘∑︁
𝑖=1

(𝑘 + 2𝑗)ℓ𝑤
(𝑖)
𝑘,𝑗𝐻

(𝑖)
𝑘 (𝑥) = |𝑥|2𝑗ℎ𝑗,ℓ (𝑥) .

Следовательно, при |𝑥| < 1 имеет место представление

ℎℓ,𝑗 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝑘∑︁
𝑖=1

(𝑘 + 2𝑗)ℓ𝑤
(𝑖)
𝑘,𝑗𝐻

(𝑖)
𝑘 (𝑥). (26)

Таким образом, для полигармонической функции
(︀
𝑟 𝜕
𝜕𝑟

)︀ℓ
𝑤 (𝑥), получаем
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(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟

)︂𝑙

𝑤 (𝑥) = ℎ0,𝑙 (𝑥) + |𝑥|2ℎ𝑖,𝑒 (𝑥) + ... + |𝑥|2(𝑚−1)ℎ𝑚−1,𝑙 (𝑥) ,

где гармонические функции ℎ𝑗,ℓ (𝑥) определяются равенством (3.14) и разлагаются в ряд
вида (26). Рассмотрим гармонические в области Ω функции{︂

𝑧0 (𝑥) = 𝑤0 (𝑥) + 𝑤1 (𝑥) + ... + 𝑤𝑚−1 (𝑥)
𝑧ℓ (𝑥) = ℎ0,ℓ (𝑥) + ℎ1,ℓ (𝑥) + ... + ℎ𝑚−1,ℓ (𝑥) , ℓ = 1, 2, ...,𝑚− 1

. (27)

Очевидно, что

𝑧ℓ (𝑥) |𝜕Ω = ℎ0,ℓ (𝑥) + ℎ1,ℓ (𝑥) + ... + ℎ𝑚−1,ℓ (𝑥) |𝜕Ω = 𝑔ℓ (𝑥) , ℓ = 0,𝑚− 1.

Тогда функции 𝑧ℓ (𝑥) можно представить в виде интеграла Пуассона

𝑧ℓ (𝑥) =
1

𝜔𝑛

∫︁
𝜕Ω

1 − |𝑥|2

|𝑥− 𝑦|𝑛
𝑔ℓ (𝑦) 𝑑𝑆𝑦.

Отсюда, для любого ℓ = 0, 1, ...,𝑚− 1

𝑧ℓ (0) =
1

𝜔𝑛

∫︁
𝜕Ω

𝑔ℓ (𝑦) 𝑑𝑆𝑦. (28)

Из разложения (26) следует

ℎℓ,𝑗 (0) =

ℎ0∑︁
ℓ=1

(2𝑗)ℓ𝑤
(𝑖)
0,𝑗𝐻

(𝑖)
0 =(2𝑗)ℓ𝑤𝑗 (0) , ℓ ≥ 1.

Тогда из равенств (27) получаем систему уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑤0 + 𝑤1 + · · · + 𝑤𝑚−1 = 𝑧0

0 · 𝑤0 + 2 · 𝑤1 + · · · + 2(𝑚− 1) · 𝑤𝑚−1 = 𝑧1
...

...
...

... . . . ...
...

...
0 · 𝑤0 + 2𝑚−1 · 𝑤1 + · · · + [2(𝑚− 1)]𝑚−1 · 𝑤𝑚−1 = 𝑧𝑚−1.

(29)

Матрица этой системы имеет вид (21). Далее, из представления (23) следует, что
𝑤 (0) = 𝑤0 (0). Покажем, что значение 𝑤0 (0) выражается через комбинации интегралов
функции 𝑔𝑗 (𝑥), 𝑗 = 0,𝑚− 1 по сфере 𝜕Ω. Действительно, так как |𝐴| = det 𝐴 ̸= 0, то по
правилу Крамера значение 𝑤0 (0) находим из системы (29) по формуле

𝑤0 (0) =
∆𝑧

|𝐴|
, (30)

где через ∆𝑧 обозначен определитель

∆𝑧 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑧0 (0) 1 1 ... 1
𝑧1 (0) 2 4 ... 2 (𝑚− 1)

𝑧2 (0) 22 42 ... [2 (𝑚− 1)]2

. . . ... .

𝑧𝑚−1 (0) 2𝑚−1 4𝑚−1 ... [2 (𝑚− 1)]𝑚−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

Очевидно, что ∆𝑧 = −
𝑚−1∑︀
𝑗=0

(−1)𝑗+1∆𝑗 · 𝑧𝑗 (0). А так как 𝑧𝑗 (0) определяются из (28), то

∆𝑧 = − 1

𝜔𝑛

𝑚−1∑︁
𝑗=0

∫︁
𝜕Ω

(−1)𝑗+1∆𝑗 · 𝑔𝑗 (𝑥)𝑑𝑆𝑥.
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Теперь из равенства (30) следует, что

𝑤 (0) = 𝑤0 (0) =
∆𝑧

|𝐴|
= − 1

𝜔𝑛|𝐴|

𝑚−1∑︁
𝑗=0

∫︁
𝜕Ω

(−1)𝑗+1∆𝑗 · 𝑔𝑗 (𝑥)𝑑𝑆𝑥.

Значит, верно равенство (22).

Из леммы 3.1 и 3.2 вытекает следующее утверждение.

Лемма 9. Пусть 0 < 𝜆 < 1, 𝑔𝑘 (𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑝−𝑘 (𝜕Ω), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1
и 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑝−2𝑚

(︀
Ω̄
)︀
. Тогда

1) решение задачи (12) существует, единственно и принадлежит классу 𝐶𝜆+𝑝
(︀
Ω
)︀
;

2) если функция 𝐹 (𝑥) представляется в виде (15), то для выполнения равенства
𝑣(0) = 0 необходимо и достаточно выполнения условия∫︁

Ω

(︀
1 − |𝑦|2

)︀𝑚−1
𝑔(𝑦)𝑑𝜉 =

4𝑚−1((𝑚− 1)!)2

|𝐴|

𝑚−1∑︁
𝑗=0

∫︁
𝜕Ω

(−1)𝑗+1∆𝑗 · 𝑔𝑗 (𝑥)𝑑𝑆𝑥. (31)

4. Основное утверждение

В этом пункте мы приведем основное утверждение относительно задачи (3)-(4).
Справедливо следующее утверждение

Теорема 1. Пусть 0 < 𝛼 ≤ 1, 0 < 𝜆 < 1, 𝑔𝑘 (𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑚−1−𝑘 (𝜕Ω), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1
и 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1

(︀
Ω
)︀
. Тогда для разрешимости задачи (3)-(4) необходимо и достаточно

выполнения условия ∫︁
Ω

(︀
1 − |𝑦|2

)︀𝑚−1
𝑓1−𝛼(𝑦)𝑑𝑦 =

𝑚−1∑︁
𝑗=0

∫︁
𝜕Ω

𝑎𝑗,𝑚𝑔𝑗 (𝑥)𝑑𝑆𝑥, (32)

где

𝑓1−𝛼(𝑥) = |𝑥|−2𝑚𝐽1−𝛼
[︀
|𝑥|2𝑚𝑓(𝑥)

]︀
, 𝑎𝑗,𝑚 =

4𝑚−1((𝑚− 1)!)2

|𝐴|
· (−1)𝑗+1∆𝑗,

|𝐴|− определитель матрицы 𝐴 из равенства (21), ∆𝑗, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑚− 1, – определители
матриц, получающихся из матрицы 𝐴 вычеркиванием 1-го столбца и 𝑗 + 1 строки.

Если решение задачи существует, то оно принадлежит классу 𝐶𝜆+𝑚−1(Ω), единствен-
но с точностью до постоянного слагаемого и представляется в виде

𝑢(𝑥) = 𝐶 + 𝐽𝛼[𝑣](𝑥), (33)

где 𝑣 (𝑥) – решение задачи (12) с функцией 𝐹 (𝑥) = |𝑥|−2𝑚𝐷𝛼 [|𝑥|2𝑚𝑓(𝑥)] и удовлетворяю-
щий дополнительному условию 𝑣 (0) = 0.

Доказательство. Предположим, что решение задачи (3)–(4) существует, и это 𝑢 (𝑥). При-
меним к функции 𝑢 (𝑥) оператор 𝐷𝛼 и обозначим 𝑣 (𝑥) = 𝐷𝛼 [𝑢] (𝑥). Находим условия,
которым удовлетворяет функция 𝑣 (𝑥). Во-первых, по утверждению леммы 2.2 выполня-
ется равенство 𝑣(0) = 0. Далее, по лемме 2.5 имеет место представление (11) т.е.

𝐷𝛼+𝑘[𝑢](𝑥) =

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟

)︂𝑘

[𝐷𝛼[𝑢]] (𝑥) ≡ 𝛿𝑘[𝑣](𝑥).

Тогда,
𝑣 (𝑥)|𝜕Ω = 𝐷𝛼 [𝑢] (𝑥)|𝜕Ω = 𝑔0(𝑥),

𝛿𝑘[𝑣](𝑥)
⃒⃒
𝜕Ω

= 𝐷𝛼+𝑘[𝑢](𝑥)
⃒⃒
𝜕Ω

= 𝑔𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2, ....
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И наконец, применяя к равенству 𝑣(𝑥) = 𝐷𝛼[𝑢](𝑥) оператор (−∆)𝑚 в силу формулы (7) из
леммы 2.3, получаем

(−∆)𝑚𝑣 (𝑥) = (−∆)𝑚𝐷𝛼 [𝑢] (𝑥) = 𝐹 (𝑥),

где 𝐹 (𝑥) определяется равенством (8).
Таким образом, если 𝑢 (𝑥) – решение задачи (3)-(4), то для функции 𝑣 (𝑥) = 𝐷𝛼 [𝑢] (𝑥)

получаем задачу (12) с функцией 𝐹 (𝑥) = |𝑥|−2𝑚𝐷𝛼 [|𝑥|2𝑚𝑓 ] (𝑥). Кроме того, так как
𝐷𝛼 [𝑢] (0) = 0, то функция 𝑣 (𝑥) должна удовлетворять условию 𝑣 (0) = 0. По лемме 3.3
при выполнении условий теоремы решение задачи (12) существует, единственно и принад-
лежит классу 𝐶𝜆+𝑚−1

(︀
Ω
)︀
. А для того чтобы выполнялось условие 𝑣 (0) = 0, необходимо

выполнения условия (31), которое в нашем случае имеет вид (32).
Следовательно, если решение задачи (3)-(4) существует, то необходимо выполнение усло-

вия (32). Покажем, что условие (32) является и достаточным для существования решения
задачи (3)-(4).

Действительно, пусть в задаче (12) функция 𝐹 (𝑥) представляется в виде
𝐹 (𝑥) = |𝑥|−2𝑚𝐷𝛼 [|𝑥|2𝑚𝑓 ] (𝑥). Тогда при выполнении условии 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1

(︀
Ω̄
)︀

имеем,
𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶𝜆

(︀
Ω̄
)︀

и если 𝑔𝑘 (𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑚−1−𝑘 (𝜕Ω), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1, то по лемме 3.3, 𝑣 (𝑥)−
решение задачи (12) существует, единственно и принадлежит классу 𝐶𝜆+𝑚−1

(︀
Ω
)︀
. Если вы-

полняется условие (32), то это решение дополнительно удовлетворяет условию 𝑣 (0) = 0.
Поэтому в классе таких функций оператор 𝐽𝛼 определен, и следовательно можно рассмот-
реть функцию 𝐶+𝐽𝛼 [𝑣] (𝑥). Обозначим эту функцию через 𝑢(𝑥), т.е. рассмотрим функцию
𝑢(𝑥) = 𝐶 + 𝐽𝛼[𝑣](𝑥). Покажем, что данная функция удовлетворяет всем условиям задачи
(3)-(4).

Действительно, так как 𝑣(0) = 0, то по лемме 2.1 функция 𝐽𝛼 [𝑣] (𝑥) принадлежит классу
𝐶𝜆+𝑚−1

(︀
Ω
)︀
. Применяя к этой функции оператор (−∆)𝑚, получим

(−∆)𝑚𝑢 (𝑥) = (−∆)𝑚[𝐶] + (−∆)𝑚𝐽𝛼 [𝑣] (𝑥) =

=
1

Γ (𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂𝛼−1

𝑠2𝑚−1(−∆)𝑚𝑣 (𝑠𝑥) 𝑑𝑠 =

=
1

Γ (𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂𝛼−1

𝑠2𝑚𝐹 (𝑠𝑥)
𝑑𝑠

𝑠
=

=
1

Γ (𝛼)

1∫︁
0

(︂
ln

1

𝑠

)︂𝛼−1

𝑠2𝑚|𝑠𝑥|−2𝑚𝐷𝛼
[︀
|𝑥|2𝑚𝑓

]︀
(𝑠𝑥)

𝑑𝑠

𝑠
=

= |𝑥|−2𝑚𝐽𝛼
[︀
𝐷𝛼
[︀
|𝑥|2𝑚𝑓

]︀]︀
(𝑥).

Далее, в силу равенства (5)

𝐽𝛼
[︀
𝐷𝛼
[︀
|𝑥|2𝑚𝑓

]︀]︀
(𝑥) = |𝑥|2𝑚𝑓(𝑥) − |𝑥|2𝑚𝑓(𝑥)

⃒⃒
𝑥=0

= |𝑥|2𝑚𝑓(𝑥).

Тогда (−∆)𝑚𝐽𝛼 [𝑣] (𝑥) = 𝑓(𝑥), т.е. функция 𝑢(𝑥) удовлетворяет уравнению (3). Кроме
того, из условия (6) вытекает

𝐷𝛼 [𝑢] (𝑥) = 𝐷𝛼 [𝐽𝛼 [𝑣] + 𝐶] (𝑥) = 𝐷𝛼 [𝐽𝛼 [𝑣]] (𝑥) = 𝑣 (𝑥) .

Следовательно,
𝐷𝛼 [𝑢] (𝑥) |

𝜕Ω
= 𝑣 (𝑥) |

𝜕Ω
= 𝑔1 (𝑥) ,



174 Б.Х. ТУРМЕТОВ

𝐷𝛼+𝑘 [𝑢] (𝑥) |
𝜕Ω

=

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟

)︂𝑘

𝐷𝛼 [𝑢] (𝑥) |
𝜕Ω

=

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟

)︂𝑘

𝑣 (𝑥) |
𝜕Ω

= 𝑔𝑘 (𝑥) , 𝑘 = 1, 2, ....

Рассмотрим условия разрешимости задачи (3)-(4) для некоторых частных случаев.

Пример 1. Если 𝑚 = 1, то получаем краевую задачу для уравнения Пуассона. Так как
в этом случае |𝐴| = ∆0 = 1, то условие разрешимости задачи имеет вид∫︁

Ω

𝑓1−𝛼(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁
𝜕Ω

𝑔0 (𝑦)𝑑𝑆𝑦.

Если 𝛼 = 1 , то 𝑓0(𝑦) ≡ 𝑓(𝑦) и тогда получаем условие разрешимости классической
задачи Неймана для уравнения Пуассона.

Пример 2. Пусть 𝑚 = 2, тогда

𝐴 =

(︂
1 1
0 2

)︂
, |𝐴| = 2,∆𝑧 =

⃒⃒⃒⃒
𝑧0 1
𝑧1 2

⃒⃒⃒⃒
,∆0 = 2,∆1 = 1,

𝑎0,2 =
4

2
· (−1) ∆0 = −4, 𝑎1,2 =

4

2
· (−1)2∆1 = 2.

Тогда условие разрешимости задачи имеет вид∫︁
Ω

(1 − |𝑦|2)
2

𝑓1−𝛼(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁
𝜕Ω

[𝑔1(𝑦) − 2𝑔0(𝑦)] 𝑑𝑆𝑥.
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