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ПОДМОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ ГАЗА С ЛИНЕЙНЫМ ПОЛЕМ
СКОРОСТЕЙ И С НУЛЕВОЙ ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ

МАТРИЦЕЙ

Ю.В. ТАРАСОВА

Аннотация. Разыскиваются решения в виде линейного поля скоростей для уравне-
ний газовой динамики с произвольным уравнением состояния. Найдены все подмодели
движения газа с линейным полем скоростей, когда вспомогательная матрица нулевая.
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1. Введение

Работа посвящена нахождению решений уравнений газовой динамики в виде линей-
ного поля скоростей. Похожие движения сплошной среды изучались G.L. Dirichlet [1] и
Б. Риманом [2]. Ими рассматривались движения с однородной деформацией несжимаемой
жидкости. При этом предполагалось, что жидкость движется в силовом поле, обусловлен-
ном взаимным притяжением частиц по закону всемирного тяготения Ньютона. Следу-
ющим крупным достижением было сведение Л.В. Овсянниковым [3] системы уравнений
газодинамики для политропного газа к системе девяти обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка. Найдено несколько первых интегралов такой системы.
J.F. Dyson [4] нашел другие первые интегралы системы и выяснил, за какие физические
законы сохранения они отвечают.

В дальнейшем многие ученые на основании работ [3], [4] изучали движения газа с ли-
нейным полем скоростей. В работе В.К. Андреева [5] рассматриваются уравнения газо-
вой динамики в лагранжевых переменных и найдена функция давления при условии, что
плотность зависит только от времени. О.И. Богоявленским [6] доказаны некоторые общие
свойства динамики газового эллипсоида. С.И. Анисимовым и Ю.И. Лысиковым в [7] была
изучена задача о разлете в вакуум газового облака. Для случая идеального газа без внут-
ренних степеней свободы найден дополнительный интеграл, который следует из работы
[3]. При помощи этого интеграла построено точное численное решение задачи о разле-
те сферойда в отсутствии вращения и точное решение задачи о разлете вращающегося
эллиптического цилиндра. В работе С.И. Анисимова и Н.А. Иногамова [8] исследовано
нелинейное развитие возмущений при изэнтропическом сжатии сферической капли под
действием приложенного к ее поверхности внешнего давления.

В данной статье, в отличие от перечисленных, разыскивались решения с линейным по-
лем скоростей уравнений газовой динамики в эйлеровых переменных с произвольным
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уравнением состояния. И хотя задачи о нахождении решения в эйлеровом и лагранже-
вом представлениях эквивалентны, но при решении задачи в эйлеровых переменных на-
мечается полная классификация подмоделей по рангу вспомогательной матрицы и по ви-
дам уравнений состояния. Ранее было рассмотрен случай невырожденной вспомогательной
матрицы [10]. Теперь рассмотрим случай нулевой вспомогательной матрицы.

2. Постановка задачи

Рассмотрим уравнения газовой динамики (УГД)

D~u+ ρ−1∇p = 0, Dρ+ ρ∇ · ~u = 0, Dp+ ρa2(p, ρ)∇ · ~u = 0

с произвольным уравнением состояния p = f (ρ, S), где p = p (t, ~x) — давление,
ρ = ρ (t, ~x) — плотность, ~u = ~u (t, ~x) — вектор скорости, a2 = fρ — квадрат скорости звука,
D = ∂t +~u ·∇ — оператор полного дифференцирования. Решение УГД разыскиваем в виде
линейного поля скоростей

~u = A(t)~x+ ~u0(t), (1)

где A(t) и ~u0(t) — матрица и вектор. Из УГД находим все производные от давления

∇p = −ρ (B~x+ ~v) , pt = ρ (A~x+ ~u0) · (B~x+ ~v)− ρa2trA, (2)

где вектор ~v = ~u′0 + A~u0, матрица B = ‖bij‖ = A′ + A2, trA — след матрицы A. Сравнение
смешенных вторых производных функции p в силу (2) дает переопределенную систему
для плотности [9]

ρt + (A~x+ ~u0) · ∇ρ+ ρtrA = 0, (3)

∇ρ⊗ ~c+ ρBT = ρB + ~c⊗∇ρ, (4)(
BA+ ATB +B′ −BtrA

)
~x+ ~v′ + AT~v − trA~v +B~u0 =

= trA
[
(ρa2)ρ∇ ln ρ− ρ (a2)p ~c

]
, (5)

где ~c = B~x+ ~v, ⊗ — тензорное произведение.
Матричное равенство (4) симметричное и диагональные скалярные равенства есть тож-

дества. Остальные три равенства имеют вид

∇ ln ρ× ~c = −2~ω, (6)

где −2~ω = (b23 − b32, b31 − b13, b12 − b21). Скалярное умножение уравнения (6) на ~c и ∇ρ
дает

~c · ~ω = 0, ~ω · ∇ρ = 0. (7)

Первое равенство в (7) линейно по ~x с коэффициентами, зависящими от t. Приравнивание
к нулю коэффициентов при ~x (расщепление), дает равенства

S~ω = 0, ~v · ~ω = 0, (8)

где использовано разложение матрицы B на симметричную и антисимметричную части:

B = S + Ω, S = ST — вспомогательная матрица, Ω = −ΩT =

∥∥∥∥∥∥
0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

∥∥∥∥∥∥ = E 〈~ω〉,

~ω = (ω1, ω2, ω3). В работе [10] рассмотрен случай невырожденной матрицы S и ~ω = 0.
В статье [11] перечислены все подмодели для произвольных матриц S и Ω при условии
trA = 0. В данной статье рассмотрим случай S = 0, ~ω 6= 0 и trA 6= 0, т.е. B = Ω.
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3. Подмодели

Уравнения (6), (7), (8) равносильны следующей переопределенной системе

~v · ~ω = 0, ~ω · ∇ρ = 0, ~ω (~x · ∇ ln ρ+ 2) = ~v ×∇ ln ρ. (9)

Пусть ~ω 6= 0, например ω1 6= 0. Общее решение 2-го уравнения в (9) имеет вид

ρ = ρ (t, α, β) , α = x2 − ω2

ω1
x1, β = x3 − ω3

ω1
x1.

Тогда векторное уравнение в (9) сводится к одному скалярному уравнению

ρα

(
αω1 + v3

)
+ ρβ

(
βω1 − v2

)
= −2ω1ρ.

Для нахождения решения этого уравнения использум замену переменных

α = α1 + α0, β = β1 + β0, где α0 = − v
3

ω1
, β0 =

v2

ω1
,

после которой уравнение примет вид

ρα1α1 + ρβ1β1 = −2ρ.

Общее решение запишем в виде
ρ = α−2

1 R(t, I), (10)
где I = β1/α1, R(t, I) — произвольная функция.

C учетом того, что B = Ω и Ω~s = ~ω×~s, где ~s — любой вектор, уравнение (5) запишется
в виде

~ω × A~x+ AT (~ω × ~x) + ~ω′ × ~x− ~ω × ~xtrA+ ~v′ + AT~v −

−~vtrA+ ~ω × ~u0 = trA
[
(ρa2)ρ∇ ln ρ− (ρa2)p (~ω × ~x+ ~v)

]
. (11)

После скалярного умножения (11) на вектор ~ω получим

~x · (~ω × (~ω′ − A~ω)) +
(
~v′ + AT~v

)
· ~ω = 0.

Расщепление последнего равенства по ~x дает дифференциальное уравнение для ~ω

~ω′ = A~ω + σ(t)~ω, (12)

где σ(t) — произвольная функция и соотношение
(
~v′ + AT~v

)
· ~ω = 0, которое в силу (8),

(12) тождественно выполняется.
Тогда, учитывая (10), (12), уравнение (11) с независимыми переменными t, I, p, ρ примет

вид: √
Rρ~τ +Rσ (~e3 − I~e2) = trA[(ω1)−1ρ(ρa2)ρ

(
RIR

−1 (~e3 − I~e2)− 2~e2
)
−

−R(ρa2)p(~e3 − I~e2)], (13)
где ~τ = (τ1, τ2, τ3) = ~v′ +AT~v− (σ + trA)~v+ ~ω× ~u0, ~e2 = −ω2~i+ω1~j, ~e3 = −ω3~i+ω1~k; ~i,~j,~k
— декартовый базис.

В уравнение (13) входят независимые переменные t, p, ρ, I. При дифференцировании по
p получим уравнение

(ω1)−1ρ(ρa2)pρ

(
RIR

−1 (~e3 − I~e2)− 2~e2
)

= R(ρa2)pp(~e3 − I~e2).

Если в последнем уравнении (ρa2)pρ 6= 0, то получим, разделяя переменные,

RIR
−1 (~e3 − I~e2)− 2~e2 = ω1γR (~e3 − I~e2) ,

где γ — произвольная постоянная. Вектора ~ω,~e2, ~e3 образуют базис. Приравнивание
коэффициентов при базисных векторах дает противоречивые соотношения. Значит,
(ρa2)pp = (ρa2)pρ = 0 и уравнение состояния определяется из соотношения ρa2 = γp+h(ρ),
где h(ρ) — произвольная функция.
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С учетом найденного уравнения состояния уравнение (13) примет вид√
Rρ~τ + (σ + γtrA)R(~e3 − I~e2) = ω−1

1 ρh′
(
RIR

−1 (~e3 − I~e2)− 2~e2
)
trA. (14)

В него входят независимые переменные t, I, ρ. Дифференцирование по ρ приводит к раз-
делению переменных. Отсюда следует: h = γ1

√
ρ+γ2 ln ρ+γ3, где γ1, γ2, γ3 — произвольные

постоянные. Подстановка в (14) и расщепления по √ρ дают

ω1
√
R~τ = 2−1γ1trA

(
R−1RI (~e3 − I~e2)− 2~e2

)
,

ω1R (σ + γtrA) (~e3 − I~e2) = γ2trA
(
R−1RI (~e3 − I~e2)− 2~e2

)
.

Проектируя эти равенства на вектора ~e2 и ~e3, получим соотношения:

γ2 = 0, σ + γtrA = 0,

2ω1
√
R~τ · ~e2 = γ1

(
RIR

−1ω2ω3 −∆
) (
IRIR

−1 + 2
)
trA,

2ω1
√
R~τ · ~e3 = γ1

(
RIR

−1∆−
(
IRIR

−1 + 2
)
ω2ω3

)
trA, (15)

где ∆ = (ω1)
2
+ (ω2)

2 При решении системы (15) получим два случая.
Случай 1: γ1 6= 0 ⇒

R−1/2 = −τ2 + τ3I

γ1trA
. (16)

Случай 2: γ1 = 0 ⇒ ~τ = 0, R – произвольная функция. В обоих случаях уравнение (3)
в переменных t, I принимает вид(

RtR
−1 + trA

)
ω1 + (~a2 + I~a3) ·

(
R−1RI (~e3 − I~e2)− 2~e2

)
= 0. (17)

В случае 2 уравнение (17) определяет функцию R. Получили вполне определенную под-
модель:

~v′ + AT~v + ~ω × ~u0 + (γ − 1)trA~v = 0, ~v = ~u′0 + A~u0, (18)

A′ + A2 = Ω, ~ω′ = A~ω − γtrA~ω, ~v · ~ω = 0 (19)

с уравнением состояния p = B(S)ργ − γ−1γ3, где B(S) — произвольная функция энтропии
S, а плотность определяется по формуле (10). Дополнительное соотношение ~v · ~ω = 0
выполняется для любого t, если оно выполнено в начальный момент времени.

В случае 1 из (16) и (17) получим вместо (18) равенства

τ ′2 + ~a2 · ~τ = τ2

(
(trA)′

trA
+

trA
2

)
, τ ′3 + ~a3 · ~τ = τ3

(
(trA)′

trA
+

trA
2

)
,

уравнения (19) остаются в этой подмодели, но с уравнением состояния

p =
2γ1

√
ρ

1− 2γ
+B(S)ργ − γ−1γ3,

а плотность определяется по формуле (16). Дополнительное соотношение ~v · ~ω = 0 здесь
вполне определяет подмодель. Давление в обоих случаях определяется из совместной си-
стемы (2). Энтропия определяется из уравнения состояния. Давление для случая 1 имеет
вид

p = ω1γ1trA
√
Rτ−1

3 + p0(t),

где функция p0(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению

p′0 + γ1trAτ−2
3 ~a3 · ~e2 + (γpo + γ3) trA = 0.
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4. Интегралы

Дифференциальные уравнения (19) для матрицы A и вектора ~ω одинаковые в обеих
подмоделях. Разыскиваем интегралы эти уравнений. Обеими частями матричного урав-
нения подействуем на вектор ~ω. В это новое векторное выражение входит вектор A~ω,
который выражаем из дифференциального уравнения для вектора ~ω в (19). Получаем
дифференциальное уравнение на вектор A~ω

(A~ω)′ = −γtrA (A~ω) ,

решение которого запишем в виде

A~ω = ~σ1e
−γµ, (20)

где ~σ1 — постоянный единичный вектор, µ′ = trA. Из (19) получим линейное дифферен-
циальное уравнение для ~ω

~ω′ + γ (trA) ~ω = ~σ1e
−γµ,

решение которого имеет вид
~ω = (~σ1t+ σ~σ2)e

−γµ, (21)

где ~σ2 — постоянный единичный вектор, σ = const. Из (20) и (21) следуют интегралы
системы (19)

A(~σ1t+ σ~σ2) = ~σ1. (22)

Преобразованием t→ t+ t0, где t0 — произвольная постоянная, допускаемым системой
(19), можно добиться, чтобы вектора ~σ1, ~σ2 и ~σ3 = ~σ1×~σ2 образовали ортонормированный
базис. Разложим вектора A~σ1, A~σ2, A~σ3 по этому базису:

A~σ1 = a11~σ1 + a21~σ2 + a31~σ3,

A~σ2 = a12~σ1 + a22~σ2 + a32~σ3,

A~σ3 = a13~σ1 + a23~σ2 + a33~σ3.

Поочередно действуя на матричное уравнение (19) векторами ~σ1, ~σ2, ~σ3 и приравнивая
коэффициенты при базисных векторах ~σ1, ~σ2, ~σ3, получим 9 дифференциальных уравнений
на элементы матрицы A. Из выражения (22) с учетом разложения векторов по новому
базису получим соотношения:

ta11 + σa12 = 1,

ta21 + σa22 = 0, (23)
ta31 + σa32 = 0.

Интегралы (23) сводят матричное уравнение (19) к системе 7-го порядка

a′12 + a12

(
1−σa12

t
+ a22

)
+ a32a13 = 0,

a′22 +
(
a22 − σ

t
a12

)
a22 + a23a32 = 0,

a′32 + a32

(
a22 + a33 − σ

t
a12

)
= te−γµ, (24)

a′13 + a12

(
a23 − σ

t
a13

)
+ a13 (t−1 + a33) = σe−γµ,

a′23 + a22

(
a23 − σ

t
a13

)
+ a33a23 = −te−γµ,

a′33 + a32

(
a23 − σ

t
a13

)
+ a2

33 = 0,

µ′ = (1− σa12)t
−1 + a22 + a33.
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Запишем матричное уравнение (19) в лагранжевом представлении, используя замену
A = M ′M−1 и равенство trA = |M |′ |M |−1

M ′′ = |M |−γ

∥∥∥∥∥∥
0 0 σ
0 0 −t
−σ t 0

∥∥∥∥∥∥M, M(0) = I, (25)

где I – единичная матрица, |M | — определитель матрицы M . Уравнение (25) имеет более
простой вид, чем уравнение в работе Л.В. Овсянникова [3].

Интеграл (22) в лагранжевом представлении имеет вид

~σ1t+ σ~σ2 = M~m0, (26)

где ~m0 — произвольный постоянный вектор. Из интеграла (26) определяются координаты
вектора ~m0 в базисе векторов ~σ1, ~σ2, ~σ3. Так как матрицаM единичная в начальный момент
времени, то σ~σ2 = ~m0. Раскладывая вектор ~m0 по базису ~m0 = m01~σ1 + m02~σ2 + m03~σ3 и
приравнивая коэффициенты при базисных векторах, получим ~m0 = (0, σ, 0). Зная теперь
координаты вектора ~m0, интеграл (26) перепишем в виде ~σ1t+ σ~σ2 = σM~σ2. Раскладывая
вектор M~σ2 по базису M~σ2 = m12~σ1 + m22~σ2 + m32~σ3 и приравнивая коэффициенты при
базисных векторах, получим точные значения элементов второго столбца матрицы M :
m12 = tσ−1,m22 = 1,m32 = 0.

Еще два интеграла содержатся в равнестве
(
MTM ′ − (MT )′M

)′
= N, n11 = n33 = 0,

n21 = n22 = n23 ≡ 0. Они имеют вид

J12σ = tm′
11 −m11 + σm′

21, J23σ = tm′
13 −m13 + σm′

23, (27)

где J12, J23 — произвольные постоянные. Действительно, дифференцируя (27) по t получим
равенства, которые тождественно выполняются в силу уравнений системы (25).

Найденный второй столбец матрицы M и интегралы (27) сводят систему (25) к системе
10-го порядка:

m′′
21 = − |M |−γ tm31,

m′′
23 = − |M |−γ tm33, (28)

m′′
31 = |M |−γ (tm21 − σm11) ,

m′′
33 = |M |−γ (tm23 − σm13) .

Для удобства сделаем замену

m11 = ϕ′, m13 = ψ′, (29)

где ϕ и ψ — произвольные функции, определенные с точностью до константы.
Тогда из интегралов (27) следует

m21 = J21t− (tϕ′ − 2ϕ)σ−1, m23 = J23t− (tψ′ − 2ψ)σ−1. (30)

Подставляя равенства (30) в дифференциальные уравнения для m21 и m23 системы (28),
получим

σm31 = |M |γ ϕ′′′, σm33 = |M |γ ψ′′′. (31)
Выражение для определителя матрицы M имеет вид:

|M | = tσ−1 (m23m31 −m21m33) +m11m33 −m13m31.

Подстановка (28), (30), (31) дает

|M |1−γ σ3 = ϕ′′′Ψ− ψ′′′Φ, (32)

где Ψ = σJ23t
2 + 2tψ − (t2 + σ2)ψ′, Φ = σJ21t

2 + 2tϕ− (t2 + σ2)ϕ′.
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Все неизвестные элементы матрицы M и определитель выражены через функции ϕ
и ψ. Подставляя их в последие два уравнения системы (28), получим систему из двух
дифференциальных уравнений 5-го порядка на функции ϕ и ψ

|M |γ (|M |γ ψ′′′)
′′

= Ψ,

|M |γ (|M |γ ϕ′′′)
′′

= Φ.

Таким образом, в работе найдено две подмодели движения газа с линейным полем ско-
ростей. Матричное уравнение подмоделей записано в эйлеровом и лагранжевом представ-
лениях. Причем в лагранжевом представлении получено уравнение более простого вида,
чем уравнения, полученные в ранее опубликованных работах. Найдены интегралы таких
систем, при помощи которых система в эйлеровом представлении сведена к системе 7-го
пордяка, а в лагранжевом представлении — к системе 10-го порядка.
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