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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ АЛГЕБРЫ ЛИ МЕДЛЕННОГО
РОСТА И УРАВНЕНИЕ МСГ

Р.Д. МУРТАЗИНА

Аннотация. Рассмотрено применение характеристической алгебры для описания выс-
ших симметрий для модифицированного уравнения синус-Гордона. В терминах образу-
ющих характеристической алгебры построен локальный дифференциальный оператор,
переводящий высшие симметрии в высшие симметрии меньшего порядка, обратный к
последнему является оператором рекурренции.

Ключевые слова: характеристическое уравнение, алгебра Ли, симметрии, оператор
рекурренции.

1. Введение

Характеристическая алгебра Ли [1] модифицированного уравнения синус-Гордона
(см. [2]–[4]) (мСГ)

uxy = s(u)
√

1− u2
x

√
1− u2

y, s′′ − 2s3 − µs = 0, µ = const (1)

порождена образующими

X1 = uy
∂

∂u
+ sbb

∂

∂ux

+ D(sbb)
∂

∂uxx

+ . . . и X2 =
∂

∂uy

,

где b =
√

1− u2
x, b =

√
1− u2

y.
Уравнение мСГ (1) в значительно более громоздкой форме впервые возникло в работе

А.В. Борисова, С.А. Зыкова [2]. Последнее заменой (см. [3])

v = arcsin ux + arcsin uy + P (u), P ′2 = 2s′ − 2s2 − µ

сводится к уравнению синус-Гордона

uxy = eu + e−u.

В работе показано, что размерности линейных пространств кратных коммутаторов
Li, i = 2, . . . , 5 уравнения (1) равны одному, а dim L6 = dim L7 = 2.

А также для уравнения мСГ (1) построен локальный дифференциальный оператор,
переводящий высшие симметрии в высшие симметрии меньшего порядка, обратный к ко-
торому является оператором рекурренции (см. [9]). Приведены оператор, который симмет-
рии переводит в интегралы и обратный оператор, переводящий интегралы в симметрии
для вырожденного случая уравнения мСГ.
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2. Характеристическая алгебра Ли

Введем понятие характеристической алгебры Ли уравнения (1). Рассмотрим простран-
ство локально-аналитических функций =, зависящих от конечного числа переменных
u, u1 = uy, u1 = ux, u2 = uxx, . . .. На этом классе функций оператор полного дифферен-
цирования по y D в силу уравнения (1) задается формулой

D = u2
∂

∂u1

+ u1
∂

∂u
+ sbb

∂

∂u1

+ D(sbb)
∂

∂u2

+ . . . + Dn−1(sbb)
∂

∂un

+ . . . ,

где D — оператор полной производной по x.
Положим

X1 = u1
∂

∂u
+ sbb

∂

∂u1

+ . . . + Dn−1(sbb)
∂

∂un

+ . . . , X2 =
∂

∂u1

,

тогда
D = X1 + u2X2. (2)

Характеристическое уравнение (см. [1, 6, 7])

DW (u, u1, u1, . . . , un) = 0

согласно (2) эквивалентно системе

X1W = 0, X2W = 0. (3)

С уравнениями (3) естественным образом связана алгебра Ли, порожденная вектор-
ными полями X1 и X2. Эту алгебру A будем называть характеристической алгеброй Ли
уравнения (1).

Так как D и D коммутируют, то, используя (2), получаем

[D, D] = u1s
′bbX2 + s2bb′b

2
X2 + u2sbb

′
X2 + u2[D, X2] + [D, X1] = 0.

Следовательно

[D, X1] = −(u1s
′bb + s2bb′b

2
)X2 = −(u1s

′bb− s2u1b
2
)X2,

[D, X2] = −sbb
′
X2.

Пусть Ln — линейное пространство коммутаторов, образующих длины n−1, n = 2, 3, . . ..
Например, L2 — линейная оболочка векторных полей X1, X2, а L3 порождается эле-
ментом [X2, X1], L4 — коммутаторами [X1, [X2, X1]], [X2, [X2, X1]] и т.д. Тогда x-
характеристическую алгебру Ли A представим в виде

A =
∞∑
i=2

Li.

Аналогично вводится y-характеристическая алгебра Ли A уравнения (1)

A =
∞∑
i=2

Li.

Так как для уравнения мСГ (1) операторы имеют следующий вид

[X2, [X2, X1]] = − 1

b
2 (X1 − u1[X2, X1]),

[X2, [X1, [X2, X1]]] = u1

b
2 [X1, [X2, X1]],

[[X2, X1], [X1, [X2, X1]]] = −u1

b
2 [X1, [X1, [X2, X1]]] + [X2, [X1, [X1, [X2, X1]]]],

[X2, [X2, [X1, [X1, [X2, X1]]]]] = 3u1

b
2 [X2, [X1, [X1, [X2, X1]]]],

[X1, [X2, [X1, [X1, [X2, X1]]]] = −3ss′u1(X1 − u1[X2, X1])+
+(3s2 + µ)u1[X1, [X2, X1]] + u1

b
2 [X1, [X1, [X1, [X2, X1]]],
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то
dim L2 = . . . = dim L5 = 1, dim L6 = dim L7 = 2.

3. Симметрии модифицированного уравнения синус-Гордона

В данном параграфе показано, как с помощью образующих характеристической алгебры
описать симметрии уравнения (1).

Определение 1. Функция F = F (u, u1, u1, u2, u2, . . . , un, un) из = называется сим-
метрией уравнения (1), если она удовлетворяет определяющему уравнению

DDF = sbb
′
DF + sb′bDF + s′bbF. (4)

Каждая симметрия F задает однопараметрическую группу преобразований Ли-
Беклунда с касательным векторным полем (см. [5])

F
∂

∂u
+ DF

∂

∂u1

+ DF
∂

∂u1

+ . . . ,

относительно которой уравнение (1) остается инвариантным. Множество решений опреде-
ляющего уравнения (4) образует алгебру Ли, называемую алгеброй Ли-Беклунда уравне-
ния (1).

Известно (см. [6, 8]), что любая симметрия F уравнения (1) представима в виде

F = F1(u, u1, u2, . . . , un) + F2(u, u1, u2, . . . , un),

где F1 и F2, в свою очередь, есть симметрии уравнения (1).
Вычисление высших симметрий Ли-Беклунда уравнения (1) основано на исследовании

характеристических уравнений

DW (u, u1, u2, . . .) = 0, DW (u1, u, u1, u2, . . .) = 0. (5)

Далее по другому определим x-характеристическую алгебру Ли уравнения (1). На мно-
жестве локально-аналитических функций из =

DF (u, u1, u2, . . .) = u1
∂
∂u

+ sbb ∂
∂u1

+ D(sbb) ∂
∂u2

+ . . . =

= u1
∂
∂u

+ sbb ∂
∂u1

+ (s′u1bb− su1u2

b
b− s2b2u1)

∂
∂u2

+ . . . .

Поэтому образующие x-характеристической алгебры Ли уравнения (1) имеют вид

X =
∂

∂u
− s2b2u1

∂

∂u2

+ . . . , Y = sb
∂

∂u1

+ (s′u1b− s
u1u2

b
)

∂

∂u2

+ . . . . (6)

Тогда D = u1X + bY .
Так как

[D, D] = [D, u1X + bY ] = sbbX + u1[D, X]− sbu1Y + b[D, Y ],

то
XD = DX − sbY, Y D = DY + sbX. (7)

По определению симметрии уравнения (1) удовлетворяют соотношению (4)

DDF = (−s
u1

b
bD − sb

u1

b
D + s′bb)F,

которое перепишем так:

(sbbX + u1DX − sbu1Y + bDY − s′bb + s
u1

b
bD + sb

u1

b
(u1X + bY ))F = 0.

Последнее эквивалентно двум соотношениям вида

XF = 0, DY F = s′bF − s
u1

b
DF (8)
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или
XF = 0, D(Y + s

u1

b
)F = (s′b + D(s

u1

b
))F. (9)

Подействовав на второе уравнение (8) операторами X и Y слева и используя (7), полу-
чим, что

D(XY + s′
u1

b
)F = sbY 2F + (s′′

1

b
+ s′

u2

b3
)F + s2u1Y F (10)

и
D(Y 2 + s2 1

b2
+ su1

b
Y )F = −sbXY F + (−ss′u1 + 2ss′ u1

b2
+

+2s2 u1u2

b4
)F + (s′ 1

b
+ su2

b2
)Y F

(11)

соответственно.
Теперь рассмотрим комбинацию

Y 2 + s2 1

b2
+ s

u1

b
Y + c(XY + s′

u1

b
) + α(Y + s

u1

b
))F,

где c = const, α = α(u, u1). Согласно соотношениям (9)–(11) имеем
D(Y 2 + s2 1

b2
+ su1

b
Y + c(XY + s′ u1

b
) + α(Y +

+su1

b
))F = −sbXY F + (−ss′u1 + 2ss′ u1

b2
+ 2s2 u1u2

b4
)F+

+(s′ 1
b
+ su2

b2
)Y F + csbY 2F + c(s′′ 1

b
+ s′ u2

b3
)F + cs2u1Y F+

+D(α)(Y + su1

b
)F + α(s′ 1

b
+ su2

b3
)F = −sbX(Y + su1

b
)F+

+(s′ 1
b
+ su2

b3
)(Y + su1

b
)F + (s′ 1

b
+ su2

b3
)(α + su1

b
)F+

+csb(Y + su1

b
)Y F + c(s′′ 1

b
+ s′ u2

b3
)F + D(α)(Y + su1

b
)F.

(12)

Если c = 0, α = −su1

b
, то (12) приводится к виду

D(Y 2 + s2)F = (s′b− sbX)(Y + s
u1

b
)F. (13)

На уравнение (13) подействуем операторами X и Y слева, а на уравнение (10) – опера-
тором Y

DX(Y 2 + s2)F = sbY 3F + b(s3 + s′′)Y F − sbX2Y F, (14)
DY (Y 2 + s2)F = −sb(Y XY + ss′)F + b(s′ − sX)(Y 2+

+s2)F − su1

b
D(Y 2 + s2)F,

(15)

D(Y XY + ss′)F = DX(Y 2 + s2)F.

Из последнего соотношения видно ,что

(Y XY + ss′)F = X(Y 2 + s2)F + c (c = const).

Применим к уравнению (14), предварительно поделив его на sb, дифференцирование D

D

(
1

sb
DX(Y 2 + s2)F

)
= −4sbX(Y 2 + s2)F − 2csb.

Лемма 1. Пусть функция F = F (u, u1, . . . , un) — симметрия уравнения (1). Тогда для
векторных полей X, Y , заданных формулами (6), оператор X(Y 2 + s2) симметрию F
обращает в нуль.

Доказательство. Обозначим X(Y 2 + s2)F = A, тогда

D(
1

sb
DA) = −4sbA− 2csb. (16)

Если A = A(u, u1), то соотношение (16) примет вид

D

(
1

sb

)
(Auu1 + Au1u2) +

1

sb
(Auuu

2
1 + 2Auu1u1u2+

+Auu2 + Au1u1u
2
2 + Au1u3) = −4sbA− 2csb.

Коэффициент при переменной u3 обращается в нуль только при условии, что Au1 = 0.
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Значит, A = A(u) и (16) перепишем так:

D

(
1

sb

)
Auu1 +

1

sb
(Auuu

2
1 + Auu2) = −4sbA− 2csb

или (
− s′

s2

u1

b
+

1

s

u1

b3
u2

)
A′u1 +

1

sb
(A′′u2

1 + A′u2) = −4sbA− 2csb.

Отсюда следует, что
1

s

u1

b3
A′u1 +

1

sb
A′ =

1

b2
A′ = 0.

Тогда A = const, c = −2A и, уточняя структуру выражения X(Y 2 + s2)F , получаем, что
A = 0. Лемма доказана.

Значит, X(Y 2 + s2)F = 0, и согласно (15)

D(Y + s
u1

b
)(Y 2 + s2)F = (s′b + D(s

u1

b
))(Y 2 + s2)F.

Следовательно, по определению симметрии (см. (9)) (Y 2+s2)F тоже является симметрией
уравнения (1).

Теперь рассмотрим задачу нахождения реккурентной формулы для вычисления алгеб-
ры симметрий уравнения мСГ.

Теорема 1. Дифференциальный оператор

Y 2 + s2

переводит высшие симметрии порядка n в симметрии порядка n − 2. Оператор рекур-
ренции

D2 + 2
u1u2

b2
D − u1D

−1(
u3

b2
D +

u1u
2
2

b4
D + 3s2u1D+

+3ss′u2
1 − ss′ + λu2) + s2 + λu2

1

определяет алгебру симметрий уравнения мСГ.

Доказательство. Пусть F — симметрия порядка n уравнения мСГ. Тогда из формулы
(13) следует, что (Y 2 + s2)F — симметрия порядка n− 2. Следовательно,

(Y 2 + s2)F (2k+1) = αkF
(2k−1), αk = const, k = 1, 2, . . . .

Подействуем оператором Y 2 + s2 на симметрию третьего порядка

F (3) = u3 +
3u1u

2
2

2b2
+ u3

1

(
−3

2
s2 +

λ

2

)
+

3

2
s2u1,

тогда
(Y 2 + s2)

(
u3 +

3u1u2
2

2b2
+ u3

1

(
−3

2
s2 + λ

2

)
+ 3

2
s2u1

)
=

= Y (−su1u3

b
+ s′′u2

1b− s3b3 + 3su2
1b(−3

2
s2 + λ

2
) + 3

2
s3b + s′ u2

b
+

+u2
2(

1
2
s 1

b3
− 3

2
s

u2
1

b3
)) + s2

(
u3 +

3u1u2
2

2b2
+ u3

1(−3
2
s2 + λ

2
) + 3

2
s2u1

)
=

= 2ss′′u1(1− 2u2
1) + 4s4u1b

2 + s′2u1 + λs2u1(3− 4u2
1)− 3s4u1(3− 4u2

1).

Так как s′′ = 2s3 − λs, то

(Y 2 + s2)
(
u3 +

3u1u2
2

2b2
+ u3

1

(
−3

2
s2 + λ

2

)
+ 3

2
s2u1

)
=

= (s′2 − s4 + λs2)u1 = (s′2 − ss′′ + s4)u1.

Отметим, что (
s′2 − s4 + λs2

)′
= 2s′(s′′ − 2s3 + λs),
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а соотношение s′′ − 2s3 + λs обращается в нуль в силу условия для функции s уравнения
мСГ. Значит, α1 = µ, µ = const и

(Y 2 + s2)F (3) = µF (1),

где µ = s′2 − s4 + λs2 = s′2 − ss′′ + s4. Соотношение αk = µ справедливо для любого
k = 1, 2, . . . и

(Y 2 + s2)F (2k+1) = µF (2k−1), µ 6= 0.

Имеем следующие соотношения:

D(Y 2 + s2)F = b(s′ − sX)Y F,

D2(Y 2 + s2)F = −µu1b
s

Y F + µb2F − s2b2(Y 2 + s2)F+
+D(ln bs)D(Y 2 + s2)F.

(17)

Теперь найдем оператор L такой, что F = L(Y 2+s2)F . Для этого вычислим D3(Y 2+s2)F
и перепишем так:

(D3 + s2b2D −D2(ln bs)D + D(ln
u1b

s
)D(ln bs)D −D(ln bs)D2−

−D(ln
u1b

s
)D2 + D(s2b2)−D(ln

u1b

s
)s2b2)(Y 2 + s2)F = µu1D(

1

u1

F ).

Поделим левую и правую части последнего равенства на u1 и преобразуем к виду

D( 1
u1

D2) + D(2u2

b2
D) + D( s2

u1
+ λu1)− (u3

b2
+

u1u2
2

b4
+ 3s2u1)D+

+ss′(1− 3u2
1)− λu1)(Y

2 + s2)F = µD( 1
u1

F ).

Подействовав оператором D−1 и умножив на u1

µ
, получим

1
µ
(D2 + 2u1u2

b2
D + s2 + λu2

1 − u1D
−1(u3

b2
D +

u1u2
2

b4
D+

+3s2u1D − ss′ + 3u2
1ss

′ + λu2))(Y
2 + s2)F = F.

Следовательно, оператор L принимает вид

L = D2 + 2u1u2

b2
D − u1D

−1(u3

b2
D +

u1u2
2

b4
D + 3s2u1D+

+3ss′u2
1 − ss′ + λu2) + s2 + λu2

1.

Оператор L является оператором рекурренции, который позволяет описать алгебру сим-
метрий

LF (2k−1) = F (2k+1), F (1) = u1, i = 1, 2, . . . .

Теорема доказана.
Отметим, что оператор рекурренции был получен в работе Кузнецовой М.Н. [9] с ис-

пользованием преобразования Беклунда.

4. Вырожденное уравнение мСГ

Если µ = 0, т.е. s′2 − ss′′ + s4 = 0, тогда функция s уравнения (1) определяется так:

s =

√
λ

cos(
√

λu− c)
, λ, c = const.

Согласно (17) имеем

(Y 2 + s2)F = 0, (X − s′

s
)Y F = 0,

тогда любой оператор
X i1Y j1X i2Y j2 . . . X ikY jk

на алгебре Ли-Беклунда высших симметрий представляется в виде

αi1j1...ikjk
Y + βi1j1...ikjk

.
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Так как оператор D(Y + su1

b
) не изменяет порядок симметрии F (см. (9)), то оператор

Y + su1

b
понижает порядок F на единицу.

Теперь покажем, что не существует оператора, являющегося полиномом от переменных
X и Y , переводящего симметрии в симметрии меньшего порядка уравнения

uxy =
1

cos u

√
1− u2

1

√
1− u2

1. (18)

Допустим, что комбинация αY + β есть оператор, переводящий симметрии в симметрии
меньшего порядка. Тогда

αY + β = α(Y + s
u1

b
) (19)

и первое соотношение (9) принимает вид

X
(
α(Y + s

u1

b
)F

)
= 0

или (
X(α) + α

s′

s

)
(Y + s

u1

b
)F = 0.

Следовательно,

X(α) + α
s′

s
= 0 или α =

b

s
.

Для оператора (19) второе соотношение (9) имеет вид

D

(
(Y + s

u1

b
)
b

s
(Y + s

u1

b
)

)
F =

=
(
s′b + D(s

u1

b
)
) b

s

(
Y + s

u1

b

)
F.

Если порядок функции (Y + su1

b
)F равен n, то порядок функции (Y + su1

b
) b

s
(Y + su1

b
)F

равен n− 1. C другой стороны получаем, что

(Y + s
u1

b
)
b

s
(Y + s

u1

b
)F = u1(Y + s

u1

b
)F. (20)

Значит, порядок левой части соотношения (20) равен n − 2, а правой части (20) – n − 1.
Отсюда следует, что не существует оператора вида αY + β.

Определение 2. Решения W (u1, u, u1, u2, . . .), W (u, u1, . . .) характеристических урав-
нений (5) называются x и y-интегралами уравнения (1).

Оказывается, существует оператор, который симметрии уравнения (18) переводит в y-
интеграл.

Теорема 2. Оператор
b

s
Y + u1

симметрию F переводит в интеграл W уравнения (18). А оператор(
s′

s
+

u2

b2

)−1 (
D − s

b
D

(
b

s

))
интеграл — в симметрию.

Доказательство. Операторы X и Y функцию(
b

s
Y + u1

)
F
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обращают в нуль. Поэтому

D

(
b

s
Y + u1

)
F = 0.

Значит,

W =

(
b

s
Y + u1

)
F (21)

— интеграл уравнения (18).
Теперь приведем оператор, который переводит интеграл в симметрии уравнения (18).
Дифференцирование D интеграла W определяется дифференцированием D правой ча-

сти соотношения (21)

DW =
s

b
D

(
b

s

)
W +

(
u2

b2
+

s′

s

)
F.

Отсюда следует, что

F =

(
s′

s
+

u2

b2

)−1 (
D −D

(
b

s

)
s

b

)
W.

Теорема доказана.

Автор выражает благодарность Жиберу А.В. за многочисленные обсуждения.
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