
ISSN 2074-1863 Уфимский математический журнал. Том 1. № 3 (2009). С. 65-86.

УДК 517.5

ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА В ВЫПУКЛЫХ
ОБЛАСТЯХ ИЗ Cn

А.С. КРИВОШЕЕВ

Аннотация. В работе изучаются инвариантные относительно операции дифференци-
рования подпространства пространств функций, аналитических в выпуклых областях
Cn. Получен критерий аналитического продолжения функций из произвольных за-
мкнутых главных инвариантных подпространств, допускающих спектральный синтез,
в произвольных ограниченных выпуклых областях.

Ключевые слова: инвариантные подпространства, аналитическое продолжение, це-
лая функция, оператор свертки.

Эта статья является продолжением работы [40]. Мы сохраняем здесь все обозначения
работы [40], нумерация параграфов, теорем, формул и т.д. данной работы является про-
должением нумерации из работы [40].

4. Критерии продолжения

В этом параграфе мы покажем, что полученные выше достаточные и необходимые усло-
вия аналитического продолжения функций из главных инвариантных подпространств в
действительности являются эквивалентными и дают, таким образом, критерий продолже-
ния. Кроме того, приведем также и ряд других равносильных им условий.

Прежде всего докажем три вспомогательных утверждения.

Лемма 11. Пусть g, ψ0 — плюрисубгармонические функции в Cn, постоянная d0 > 0
и выпуклый компакт L ⊂ Cn таковы, что

ψ0(z) + g(z) 6 d0 +HL(z), z ∈ Cn. (50)

Тогда существует непрерывная плюрисубгармоническая в Cn функция ψ ≥ ψ0 такая,
что

hψ+g(z) 6 HL(z), z ∈ Cn.

Доказательство. Положим

ψ(z) = σ−1
n

∫
B(0,1)

ψ0(z + w)dσ(w).
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Функция ψ(z) — плюрисубгармоническая и по неравенству о среднем для субгармони-
ческих функций имеем: ψ(z) ≥ ψ0(z), z ∈ Cn и

ψ(z) + g(z) 6 σ−1
n

∫
B(0,1)

ψ0(z + w)dσ(w) + σ−1
n

∫
B(0,1)

g(z + w)dσ(w) 6

6 sup
w∈B(z,1)

(ψ0(w) + g(w)) 6 d0 + sup
w∈B(z,1)

HL(w), z ∈ Cn. (51)

Последняя оценка здесь следует из (50). По лемме 4 для любого β > 0 существует δ > 0
такое, что выполнено неравенство

sup
w∈B(z,δ|z|)HL(w) 6 HL(z) + β|z|, z ∈ Cn.

Выберем T > 0 так, что Tδ > 1. Тогда в силу (51) получаем:

ψ(z) + g(z) 6 d0 +HL(z) + β|z|, |z| > t.

Отсюда с учетом непрерывности опорной функции компакта и определения верхнего ин-
дикатора имеем:

hψ+g(z) 6 HL(z) + β|z|, z ∈ Cn.

Поскольку β > 0 произвольно, то это дает нам требуемую оценку. Остается установить
непрерывность ψ(z). Фиксируем z0 ∈ Cn. В силу плюрисубгармоничности функции ψ0(z)
величина

c1 = σ−1
n

∫
B(0,2)

ψ0(z0 + w)dσ(w)

конечна. Выберем число c2 так, что ψ0(w) 6 c2 для всех w ∈ B(z0, 4). Пусть z ∈ B(z0, 1).
Тогда

c1 = σ−1
n

∫
B(z0,2)

ψ0(w)dσ(w) = σ−1
n (

∫
B(z,1)

ψ0(w)dσ(w)+

+

∫
B(z0,2)\B(z,1)

ψ0(w)dσ(w)) 6 σ−1
n

∫
B(z,1)

ψ0(w)dσ(w) + c2(2
2n − 1).

Следовательно,
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ψ(z) = σ−1
n

∫
B(z,1)

ψ0(w)dσ(w) ≥ c1 − c2(2
2n − 1) = c3, z ∈ B(z0, 1). (52)

Пусть z1, z2 ∈ B(z0, 1) и ρ = |z1 − z2|. Пользуясь монотонностью среднего значения
субгармонической функции в шаре, получаем неравенства:

ψ(z1) = σ−1
n

∫
B(z1,1)

ψ0(w)dσ(w) 6 ((1 + ρ)2nσn)
−1

∫
B(z1,1+ρ)

ψ0(w)dσ(w) 6

6 ((1 + ρ)2nσn)
−1

∫
B(z2,1)

ψ0(w)dσ(w) +
(1 + ρ)2n − 1

(1 + ρ)2n
c2 6 (1 + ρ)−2nψ(z2) +

(1 + ρ)2n − 1

(1 + ρ)2n
c2.

Отсюда с учетом (52) имеем:

ψ(z1)− ψ(z2) 6 (
1

(1 + ρ)2n
− 1)ψ(z2) +

(1 + ρ)2n − 1

(1 + ρ)2n
c2 6

6 (
1

(1 + ρ)2n
− 1)c3 +

(1 + ρ)2n − 1

(1 + ρ)2n
c2 6 c4ρ.

Аналогичная оценка получится, если z1 и z2 поменять местами. Таким образом, верно
неравенство

ψ(z1)− ψ(z2) 6 c4|z1 − z2| z1, z2 ∈ B(z0, 1).

Лемма доказана.
Лемма 12. Пусть Θ — конус в Cn с вершиной в начале координат и S0 ⊂ S — компакт-

ное подмножество внутренности Θ. Предположим, что Cn\Θ — выпуклое множество.
Тогда для каждого A > 0 существует окрестность Ω0 компакта S0 и выпуклая поло-
жительно однородная порядка один функция ψ0, обладающая следующими свойствами:

1) ψ0(z) = 0, ∀z /∈ Θ;
2) ψ0(z) ≥ A|z|, ∀z : z/|z| ∈ Ω0;
3) ψ0(z) ≥ 0, ∀z ∈ Cn.
Доказательство. Фиксируем A > 0. Пусть ς ∈ S0. Поскольку S ⊂ int Θ, то для

некоторого τ > 0 шар B(ς, τ) лежит в Θ . По условию Cn \ Θ — выпуклое множество.
Следовательно, по теореме об отделимости для выпуклых множеств существует (веще-
ственная) гиперплоскость Γ, разделяющая B(ς, τ) и Cn \Θ. Так как последнее множество
является конусом с вершиной в начале координат, то гиперплоскость можно выбрать так,
что она будет проходить через начало координат. Пусть

Γ = {z : Re 〈z, λ(ς)〉 = 0} .
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Меняя, если это необходимо, знак вектора λ(ς), можно считать, что

Re 〈z, λ(ς)〉 6 0, ∀z /∈ Θ. (53)

и Re 〈z, λ(ς)〉 ≥ 0 для всех точек шара B(ς, τ.) Тогда в его центре будет выполне-
но неравенство Re 〈z, λ(ς)〉 > 0. Выберем положительное число c(ς) такое, что функция
ψς(z) = c(ς)Re 〈z, λ(ς)〉 имеет в точке ς следующую оценку снизу ψς(ς) > A = A|z|. По
непрерывности это неравенство продолжается в некоторую окрестность точки ς :

ψς(z) ≥ A|z|, z ∈ B(ς, δ(ς)). (54)

Из покрытия компакта S0 шарами B(ς, δ(ς)), ς ∈ S0, выделим конечное подпокрытие
B(ςj, δ(ςj)), j = 1, . . . , p. Положим

Ω0 =

p⋃
j=1

B(ςj, δ(ςj)), ψ(z) = max
16j6p

ψςj(z), ψ(z) = max {ψ(z), 0} .

Очевидно, что функция ψ0(z) является выпуклой и положительно однородной порядка
один. Из определения ψ0(z) сразу следует пункт 3) утверждения леммы. Учитывая (53),
получаем пункт 1). В силу же (54) и положительной однородности ψ0(z) выполнен и пункт
2). Лемма доказана.

Лемма 13. Пусть D, G — выпуклые области в Cn, D ⊂ G, V ′ — окрестность мно-
жества S ∩ Ξ \ int ΘD (где Ξ = Ξ(D,G)). Тогда S0 = (∂V ′ \ΘD) ∩ S — компакт.

Доказательство. Достаточно показать, что S0 — замкнутое множество. Пусть после-
довательность {ξm} ⊂ S0 сходится к точке ξ0. Тогда ξ0 ∈ ∂V ′ ∩ S. Если при этом ξ0 /∈ ΘD,
то ξ0 ∈ S0 и все доказано. Предположим, что ξ0 ∈ ΘD.

Возможны два случая: ξ0 ∈ int ΘD и ξ0 ∈ ∂ΘD. В первом из них элементы последо-
вательности {ξm} , начиная с некоторого номера, также принадлежали бы int ΘD ⊂ ΘD,
что противоречит определению множества S0. Пусть реализуется второй случай. Тогда
верно включение ξ0 ∈ ∂ΘD ∩ ΘD. Поскольку ΘD ⊂ Ξ, то верно также и включение
ξ0 ∈ (Ξ \ int ΘD) ∩ S, которое означает, что ξ0 ∈ V ′. Но это невозможно, т.к. ξ0 ∈ ∂V ′.
Полученное противоречие завершает доказательство.

Сформулируем и докажем теперь критерий аналитического продолжения функций из
главных инвариантных подпространств в произвольных выпуклых областях в Cn. Точнее
говоря, мы приведем сразу несколько критериев.

Теорема 3. Пусть D — выпуклая область в Cn, W — нетривиальное замкнутое глав-
ное инвариантное подпространство в H(D), допускающее спектральный синтез; G —
выпуклая подобласть D(W ), содержащая D, такая, что множество S ∩ Ξ \ int ΘD за-
мкнуто. Следующие утверждения эквивалентны:

а) Каждая функция из W аналитически продолжается в область G и аппроксимиру-
ется там линейными комбинациями элементов из E(W ).

б) Для любой точки ς ∈ S \Ξ и любого номера m существует плюрисубгармоническая
функция ψς,m такая, что

huς,m(z) < HD(z), z ∈ Cn \ {0} , huς,m
(ς) ≥ HKm(ς),
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где uς,m = ln |FW |+ ψς,m.
в) Для любого компакта S0 ⊂ S \ Ξ и любого номера m существуют плюрисубгармо-

ническая в Cn функция ψ, окрестность Ω компакта S0 и постоянная T > 0 такие, что
верны неравенства:
1) hu(z) < HD(z), z ∈ Cn \ {0} , где u = ln |FW |+ ψ;
2) u(z) ≥ HKm(z) для всех z ∈ Cn, удовлетворяющих условиям: z/|z| ∈ Ω, |z| ≥ T.

г) Для каждой окрестности V множества S ∩ Ξ \ int ΘD найдется окрестность V1

этого же множества, компактно лежащая в V, для которой выполнено следующее: для
любого номера m существует окрестность V ′ множества S∩Ξ\ int ΘD, лежащая в V1,
такая, что для каждого ς ∈ (∂V ′ \ ΘD) ∩ S найдется плюрисубгармоническая функция
ψς,m, удовлетворяющая условиям:

huς,m(z) < HD(z), z ∈ Cn \ {0} , huς,m
(ς) ≥ HKm(ς),

где uς,m = ln |FW |+ ψς,m.
Доказательство. а) ⇒ б). Фиксируем ς ∈ S \Ξ и номер m. Если имеет место утвержде-

ние а), то по теореме 2 существуют плюрисубгармоническая функция ψ, номер p и числа
d,R, δ > 0 такие, что выполнены неравенства 1) и 2) из этой теоремы. Положим ψς,m = ψ.
Тогда в силу определения верхнего индикатора и неравенства 1) получаем:

huς,m(z) 6 HKp < HD(z), z ∈ Cn \ {0}

С другой стороны, из неравенства 2) и неравенства о среднем для субгармонических
функций следует, что huς,m

(ς) ≥ HKm(ς). Таким образом, утверждение б) выполнено.
б) ⇒ в). Поскольку G ⊂ D(W ), то из определений множеств Ξ, ΘD и равенства (2)

следует вложение ∆(FW ) ∪ ΘD ⊂ Ξ. Поэтому любой компакт S0 из множества S \ Ξ не
имеет общих точек с ∆(FW ) ∪ΘD. Теперь остается применить следствие из леммы 10.

в) ⇒ б). Фиксируем ς ∈ S \ Ξ и номер m. Положим S0 = {ς} . Согласно утверждению
в) существует плюрисубгармоническая функция ψ, обладающая свойствами 1) и 2) из
этого утверждения. Пусть ψς,m = ψ. Тогда свойство 1) дает нам первое неравенство из
утверждения б), а свойство 2) — второе неравенство, как и при доказательстве первой
импликации.

б) ⇒ г). Пусть V — произвольная окрестность множества S∩Ξ\ int ΘD. По условию оно
замкнуто. Поэтому найдется его окрестность V1, компактно лежащая в V. Фиксируем m
и положим V ′ = V1. Остается заметить, что любая точка ξ ∈ (∂V ′ \ΘD) ∩ S принадлежит
множеству S \ Ξ.

г) ⇒ а). Пусть имеет место утверждение г). Достаточно доказать, что в этом случае
выполнены все условия теоремы 1. Пусть V — произвольная окрестность множества Ξ∩S.
Тогда V является также окрестностью S ∩ Ξ \ int ΘD. Прежде всего, построим компакт
X ⊂ V, существование которого требуется в теореме 1.

Пусть V1 — окрестность множества S∩Ξ\int ΘD из утверждения г), компактно лежащая
в V. Поскольку ∆(FW ) замкнуто, то замкнутым будет и множество ∆(FW )\V1. По условию
G ⊂ D(W ), поэтому в силу соотношения (2) множество ∆(FW ) лежит в Ξ. Следовательно,
верно вложение ∆(FW ) \ V1 ⊂ intΘD. Пусть V2 — окрестность множества ∆(FW ) \ V1,
компактно лежащая в intΘD.. Тогда V3 = V1∪V2 — окрестность множества ∆(FW ), которая
с учетом вложения intΘD ⊂ V компактно принадлежит V. Выберем τ > 0 так, что τ —
вздутие V τ

3 все еще компактно лежит в V, и положим X = V τ
3 .
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Фиксируем номер m и число ε > 0. Мы должны построить открытое множество U,
плюрисубгармоническую в Cn функцию ψ(z) и выбрать постоянную R > 0, номер p, для
которых выполнены пункты i)-iiii) из теоремы 1. Начнем с построения функции ψ(z).
Пусть V ′ — окрестность множества S ∩Ξ \ intΘD из утверждения г), лежащая в V1. Как и
выше, найдем окрестность V ′′ множества ∆(FW ) \ V ′, которая компактно лежит в intΘD.
При этом V0 = V ′ ∪V ′′, также как и V3 будет окрестностью ∆(FW ). Кроме того, очевидно,
можно считать, что V ′′, а вместе с ним и V0, лежит в V3.

По лемме 13 множество S0 = (∂V ′ \ΘD)∩S = (∂V0 \ΘD)∩S — компакт. Как уже отме-
чалось S0 является подмножеством S \Ξ, а потому не имеет общих точек с объединением
∆(FW ) ∪ ΘD. Тогда по следствию из леммы 10 существуют плюрисубгармоническая в Cn

функция ψ1, окрестность Ω0 компакта S0 и постоянная T1 > 0 такие, что

hu1(z) < HD(z), z ∈ Cn \ {0} , (55)

где u1 = ln |FW |+ ψ1, и

u1(z) ≥ HKm(z),∀z : z/|z| ∈ Ω0, |z| ≥ T1. (56)

Положим S1 = (∂V0 \ Ω0) ∩ S. Тогда S1 — компакт, который лежит в intΘD. Действи-
тельно, так как Ω0 — окрестность S0, то по определению множества S0 верно вложение
S1 ⊂ ΘD. Предположим, что пересечение S1 ∩ ∂ΘD не пусто и ξ ∈ S1 ∩ ∂ΘD. Возможны
два варианта: ξ ∈ ΘD и ξ /∈ ΘD. Если ξ ∈ ΘD, то ξ ∈ (Ξ \ intΘD)∩S ⊂ V ′, что невозможно,
т.к. ξ ∈ ∂V0. Если же ξ /∈ ΘD, то ξ ∈ S0 ⊂ Ω0, что также невозможно по определению S1.

Компакт S1 не имеет общих точек с ∆(FW ), поскольку V0 — окрестность множества
∆(FW ). Пусть f — некоторый ненулевой элемент пространства IW ⊂ PD. Тогда f делится
на Fw и

ln |f(z)| 6 d1 +HL(z), z ∈ Cn,

где L — выпуклый компакт в D и D1 — положительная постоянная. Следовательно, по
лемме 9 для каждого α > 0 существуют плюрисубгармоническая функция ψ2, окрестность
Ω1 компакта S1 и постоянные a0, T2 > 0 такие, что выполнены следующие неравенства:

u2 ≥ −a0|z|, forallz : z/|z| ∈ Ω1, |z| ≥ T2, (57)

u2(z) 6 d1 +HL(z) + α|z|, z ∈ Cn,

где u2 = ln |FW | + ψ2. Выберем положитильное α так, что α — вздутие Lα компактно
лежит в D. Тогда из последнего неравенства получаем:

hu2(z) 6 HD(z), z ∈ Cn \ {0}. (58)



ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА В ВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЯХ ИЗ Cn 71

Поскольку S1 — компакт в intΘD и Cn \ ΘD — выпуклое множество, то по лемме 12
существует окрестность Ω2 компакта S1 и плюрисубгармоническая функция ψ0 порядка
один и конечного типа, обладающая свойствами:

ψ0(z) = 0∀z /∈ ΘD; (59)

ψ0(z) ≥ A|z| ≥ HKm(z) + a0|z| ∀z : z/|z| ∈ |Ω2, (60)

где A = sup
ξ∈B(0,1)

HKm(ξ) + a0. Положим ψ′2 = ψ2 + ψ0 и Ω′
2 = Ω1 ∩ Ω2. Из (58), (59) и

определения множества ΘD следует, что

hu′2(z) < HD(z), z ∈ Cn \ {0}, (61)

где u′2 = ln |FW |+ ψ′2. Кроме того, в силу (57) и (60) получаем:

u′2(z) ≥ HKm(z) ∀z : z/|z| ∈ Ω′
2, |z| ≥ T2. (62)

Пусть

ψ(z) = max{ψ1(z), ψ
′
2}+ c, z ∈ Cn,

где c — положительная постоянная, которую мы выберем ниже. Положим еще
Ω = Ω0 ∪ Ω′

2 и T = max{T1, T2}. Тогда согласно (55) и (61) имеем:

hu(z) < HD(z), z ∈ Cn \ {0}, (63)

где u = ln |FW |+ ψ, а в силу (56) и (62) верно неравенство

u(z) ≥ HKm(z) ∀z : z/|z| ∈ Ω, |z| ≥ T. (64)

Учитывая (63) и лемму 11, можно считать, что ψ(z) — непрерывная плюрисубгармони-
ческая функция.

Перейдем теперь к построению открытого множества U, существование которого требу-
ется в теореме 1. Как уже отмечалось выше, V0 является окрестностью ∆(FW ). Поэтому,
согласно определению ∆(FW ), найдется R′ > 0 такое, что множество N(W ) \ V ′

0 лежит в
шаре B(0, R′). Здесь V ′

0 — конус с вершиной в начале координат, порожденный V0 ∩S, т.е.
V ′

0 = {z : z = tξ, ξ ∈ V0∩S, t > 0}. Положим U = V ′
0 ∪B(0, R′). В силу выбора числа R′ для

множества U выполнен пункт i) в теореме 1. Из определений множеств X и V ′
0 следует, что

для некоторого R > R′ и каждого z ∈ U [ε] \B(0, R) точка z/|z| принадлежит X. Это дает
нам пункт ii). Кроме того, для всех достаточно больших по модулю z ∈ U [ε]\ (U ∪B(0, T ))
точка z‖z| принадлежит Ω. Поэтому для таких z выполнено неравенство (64), а вместе с
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ним и пункт iii). Чтобы обеспечить выполнение пункта iii) на остальной (ограниченной)
части множества U [ε]\U , нужно лишь подобрать подходящую постоянную c > 0 в опреде-
лении ψ(z). Это можно сделать, поскольку ψ(z) непрерывна, а FW не имеет нулей вне U ,
а потому ln |FW | непрерывна вне U. Наконец, увеличивая при необходимости число R, из
неравенства (63) нетрудно получить пункт iiii) с некоторым номером p (для этого, как и во
введении, достаточно воспользоваться теоремой Хартогса о верхнем пределе для семейств
субгармонических функций). Теорема доказана.

Замечания. 1. Достаточным условием (но не необходимым) замкнутости множе-
ства S ∩ Ξ \ intΘD является непрерывность функции HD(z) на этом множестве. Дей-
ствительно, пусть последовательность {zk ⊂ S ∩ Ξ \ intΘD} сходится к z0. Тогда в
силу непрерывности HD, полунепрерывности снизу HG и вложения D ⊂ G имеем:
HG(z0) ≥ HD(z0) = lim

k→∞
HD(zk) = lim

k→∞
HG(zk) ≥ HG(z0).) Это будет, например, если

D — ограниченная область. В случае комплексной плоскости множество S ∩ Ξ \ intΘD

всегда замкнуто (см. [26, лемма 7]).
2. Как видно из доказательства импликации г)⇒а), в качестве еще одного эквивалент-

ного утверждения в теореме 3 можно было взять утверждение, составленное из условий
теоремы 1.

3. В случае, когда множество S∩Ξ\intΘD пусто (и тогда согласно равенству (2) и лемме
2 необходимо выполнено вложение ∆(FW ) ⊂ intΘD), утверждение г) не содержит ника-
ких требований. Таким образом, в этом случае продолжение функций из инвариантного
подпространства в область G осуществляется без каких-либо дополнительных условий.
При этом упрощается доказательство импликации г)⇒а). Уже нет необходимости в по-
строении функции ψ1. Нужно положить V0 = V ′′, где V ′′ – окрестность множества ∆(FW ),
компактно лежащая в intΘD, и S1 = ∂V0 ∩ S. Далее функция ψ определяется по формуле
ψ(z) = ψ′2(z) + c. Имеет место даже более сильное, чем импликация г)⇒а), утверждение.

Следствие 1. Пусть D — выпуклая область в Cn, W — нетривиальное замкну-
тое главное инвариантное подпространство в H(D), допускающее спектральный син-
тез. Предположим, что ∆(FW ) ⊂ intΘD. Тогда каждая функция из W продолжается до
целой функции и аппроксимируется в Cn линейными комбинациями элементов из E(W ).

Доказательство. Вложение ∆(FW ) ⊂ intΘD означает, что область D(W ) совпадает со
всем пространством Cn. Положим G = Cn. Тогда Ξ = ΘD. Это равенство не влечет за собой
пустоту множества S ∩ Ξ \ intΘD. Несмотря на это, все условия теоремы 1 будут все-таки
выполнены. Доказательство этого факта проводится по схеме доказательства импликации
г)⇒а) в теореме 3 с упрощениями, которые указаны в замечании 3. Тогда по теореме 1
будет выполнено утверждение следствия.

Следствие 2. Пусть D — выпуклая область в Cn, W — нетривиальное замкнутое
главное инвариантное подпространство в H(D), допускающее спектральный синтез.
Предположим, что ΘD — открытое множество. Для того чтобы каждая функция из
W продолжалась до целой функции и аппроксимировалась в Cn линейными комбинаци-
ями элементов из множества E(W ), необходимо и достаточно, чтобы имело место
вложение ∆(FW ) ⊂ ΘD.

Доказательство. Вытекает из леммы 2 и следствия 1.
Во всех предыдущих работах по проблеме условия продолжения функций из инвариант-

ного подпространства W формулировались в терминах существования некоторой целой
функции из множества IW с подходящими асимптотическими оценками снизу (в частном
случае, когда W — пространство решений однородного уравнения свертки, в роли такой
функции выступала характеристическая функция оператора свертки). Мы также приве-
дем подобные традиционные условия. Но прежде докажем один вспомогательный резуль-
тат, касающийся аппроксимации плюрисубгармонических функций логарифмом модуля
целой и основанный на результате работы Юлмухаметова Р.С. [39].



ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА В ВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЯХ ИЗ Cn 73

Лемма 14. Пусть F — целая функция в Cn порядка не выше один (не обязательно
конечного типа при порядке один ), ψ — плюрисубгармоническая функция, число d > 0 и
выпуклый компакт L ⊂ Cn таковы, что

u(z) 6 d+HL(z), hspace5mmz ∈ Cn,

где u = ln |F |+ ψ. Тогда существует целая функция экспоненциального типа ϕ, обла-
дающая следующими свойствами:
1) ϕ/F — целая функция;
2) hϕ(z) 6 HL(z), z ∈ Cn;
3) Для любой точки ς ∈ S существует последовательность {zk} ∈ Φ0(ς) такая, что

lim k →∞|zk|−1| ln |ϕ(zk)| − u(zk)| = 0.

Доказательство. Согласно условию леммы существуют постоянные A,B,C,D > 0
такие, что для ρ = 1 + 1/16 и всех z ∈ Cn

ψ(z) + ln |F (z)| 6 A+B|z|ρ, ln |F (z)| 6 C +D|z|ρ.

Тогда по лемме 7 для некоторых a, b > 0 будет выполнено неравенство:

ψ(z) 6 a+ b|z|ρ, z ∈ Cn.

Этого достаточно для применения теоремы 3 из работы [39] к функции ψ. Согласно этой
теореме найдется целая функция ϕ̃, обладающая свойством

| ln |ϕ̃(z)| − ψ(z)| 6 c(1 + |z|)4/5+1/10, z ∈ Cn \ E, (65)

где E — множество в Cn, которое может быть покрыто системой шаров B(yi, ri), i ≥ 1,
так, что ri 6 |yi|/2, i ≥ 1,

∑
R/26|yi|6R

r2n−1
i 6 β

(
R2n−1

ln(R + e)

)
, ∀R > 0, (66)

и β, c — некоторые положительные постоянные (оценка ri 6 |yi|/2 отсутствует в форму-
лировке цитируемой теоремы, однако, она используется при построении системы шаров
B(yi, ri)). Кроме того, согласно соотношению (16) из работы [39] для функции ϕ̃ имеет
место оценка сверху:

ln |ϕ̃(z)| 6 ψ′(z) + c1(1 + |z|)2γ/3, z ∈ Cn, (67)
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где c1 > 0, γ = 7/5ρ и

ψ′(z) =

∫
B(0,1)

ψ(z + (1 + |z|)1−ρ/5ξ)α(|ξ|2)dσ(ξ), (68)

а α(t) — неотрицательная бесконечно дифференцируемая на вещественной оси функция,
равная нулю вне интервала (0, 1) и такая, что

ωn

0∫
1

α(t2)t2n−1dt = 1, (69)

ωn — площадь поверхности единичной сферы в Cn = R2n.
Положим ϕ = Fϕ̃. Тогда ϕ/F — целая функция. Докажем, что ϕ имеет экспоненциаль-

ный тип. Фиксируем z ∈ Cn. В силу неравенства о среднем для субгармонической функции
q(ς) = ln |F (z + (1 + |z|1−ρ/5)ς)| имеем:

ln |F (z)| = q(0) 6
1

ωnt2n−1

∫
S(0,t)

q(ς)dω(ς), t > 0,

где dω — стандартная поверхностная мера в Cn = R2n. Отсюда с учетом (69) получаем
оценку

ln |F (z)| 6
∫

B(0,1)

q(ξ)α(|ξ|2)dσ(ξ).

Вместе с (67) и (68) это дает нам неравенство:

ln |ϕ(z)| 6 ψ′(z) + c1(1 + |z|)2γ/3 +

∫
B(0,1)

q(ξ)α(|ξ|2)dσ(ξ) =

=

∫
B(0,1)

ψ(z + (1 + |z|)1−ρ/5ξ) + ln |F (z + (1 + |z|1−ρ/5)ξ)|α(|ξ|2)dσ(ξ)+

+c1(1 + |z|)2γ/3 =

∫
B(0,1)

u(z + (1 + |z|)1−ρ/5ξ)α(|ξ|2)dσ(ξ) + c1(1 + |z|)2γ/3, z ∈ Cn.

Пусть m > 0 такое, что sup
w∈S

HL(w) 6 m. Тогда имеет место неравенство HL(w) 6 m|w|,

w ∈ Cn. Поэтому из предыдущего и оценки на u в условии леммы получаем:
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ln |ϕ(z)| 6 d

∫
B(0,1)

α(|ξ|2)dσ(ξ)+

+ sup
w∈B(z+(1+|z|)1−ρ/5

m|w|
∫

B(0,1)

α(|ξ|2)dσ(ξ) + c1(1 + |z|)2γ/3, z ∈ Cn.

Поскольку 1− ρ/5 < 1 и 2γ/3 = 14ρ/15 < 1, то отсюда следует, что

ln |ϕ(z)| 6 a′ + b′|z|, z ∈ Cn,

где a′, b′ — некоторые положительные постоянные. Таким образом, ϕ — целая функ-
ция экспоненциального типа. Согласно определению индикатора получаем: hϕ(z) 6 b′|z|,
z ∈ Cn. Покажем, что выполнен пункт 2) из утверждения леммы. Предположим, что в
некоторой точке z0

hϕ(z0) > HL(z0). (70)

В силу положительной однородности индикатора и опорной функции можно считать,
что z0 принадлежит сфере S. Учитывая непрерывность опорной функции ограниченного
множества, выберем ε, δ′ так, что

hϕ(z0) > HL(z) + 19ε, z ∈ B(z0, 4δ
′). (71)

Согласно определению функции hϕ найдем последовательность точек xk, сходящуюся к
z0, и неограниченную возрастающую последовательность положительных чисел {tk}, для
которых выполнены неравенства

ln |ϕ(tkxk)|/tk ≥ hϕ(z0)− ε, k = 1, 2, . . . (72)

По свойству индикаторов (см., например, [1]) существуют постоянные δ ∈ (0, δ′) и T > 0
такие, что верна оценка:

ln |ϕ(tz)|/t 6 hϕ(z0) + ε, z ∈ B(z0, 8eδ), t ≥ T. (73)

Очевидно, можно считать, что δ < 1/30. Выберем номер k0 из условий |xk − z0| < δ,
tk ≥ T и tk > R0 для всех k ≥ k0, где R0 > 0 удовлетворяет неравенству

β/ ln(R0 + e) < (δ/6)2n−1.
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Фиксируем k ≥ k0. Через Jk обозначим совокупность всех индексов i, для которых
шар B(yi, ri) пересекает множество B(tkxk, 3δtk) \ B(tkxk, 2δtk). Пусть Mi, i ∈ Jk, — пло-
щадь центральной проекции Si шара B(yi, ri) на сферу S(tkxk, 3δtk) (Si состоит из точек
ξ ∈ S(tkxk, 3δtk) таких, что луч λ = tkxk + αξ, α > 0, пересекает B(yi, ri)). Покажем, что
общая площадь проекций

∑
i∈Jk

Mi меньше, чем площадь сферы S(tkxk, 3δtk).

Пусть i ∈ Jk. Поскольку ri 6 |yi/2|, δ < 1/30, а шары B(yi, ri) и B(tkxk, 3δtk) пересека-
ются, то верно неравенство

3|yi|
2

≥ (1− 3δ)tk ≥
9

10
tk ≥

9

10
R0. (74)

Тогда в силу выбора числа R0 для R = 2|yi| > R0 получаем: ri 6 δ|yi|/3. Отсюда, с одной
стороны, с учетом того, что не пусто пересечение B(yi, ri) ∩B(tkxk, 3δtk), имеем:

88|yi|/90 6 (1− δ/3)|yi| 6 (1 + 3δ)tk 6 11tk/10, (75)

а с другой стороны, учитывая еще, что общие точки имеют шар B(yi, ri) и множество
B(tkxk, 3δtk)\B(tkxk, 2δtk) ( одну из них обозначим W ), для каждого z ∈ B(yi, ri) получаем
неравенства:

|z − tzxk| = |w − tkxk| − |z − w| ≥ 2δtk − 2ri ≥ 2δtk − 2δ|yi|/3 ≥ 2δtk − 2 · 9δtk/(8 · 3) > δtk.

Это означает, что шар B(yi, ri) лежит вне шара B(tkxk, δtk). Следовательно, площадь
Mi проекции B(yi, ri) на сферу S(tkxk, 3δtk) не превышает площади поверхности шара с
радиусом 3ri, т.е.

Mi 6 ωn(3ri)
2n−1, i ∈ Jk.

В силу (74) и (75) все числа |yi|, i ∈ Jk, лежат на отрезке [3tk/5, 9tk/8], который является
частью отрезка [9tk/16, 9tk/8]. Поэтому с учетом выбора числа R0 и номера k0 согласно
(66) для R = 9tk/8 получаем:

∑
i∈Jk

Mi 6 ωn
∑

R/26|yi|6R

(3ri)
2n−1 6 ωn

(
9δtk
8 · 6

)2n−1

6 ωn(3δtk)
2n−1.

Таким образом, общая площадь проекций Si, i ∈ Jk, меньше, чем площадь сферы
S(tkxk, 3δtk), и мы можем выбрать точку ςk ∈ S такую, что tkxk + 3δtkςk ∈ S(tkxk, 3δtk) не
попадает ни в одно Si, i ∈ Jk. Тогда по построению интервал

(ξ′k, ξk) = {ξ = tkxk + αςk : α ∈ (2δtk, 3δtk)}

не пересекается с шарами B(yi, ri), i ∈ Jk, а следовательно, и с множеством E. Покажем
теперь, что в одной из точек этого интервала ϕ(z) имеет подходящие для нас оценки снизу.
В связи с этим рассмотрим функцию f(z) = ϕ(z)/ϕ(tkxk). Из (72) и (73) следует, что
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ln |f(z)| 6 2εtk, z ∈ B(tkxk, 6eδtk) ⊂ B(tkz0, 8eδtk).

Тогда по лемме 6 для η = 1/36 существует τk ∈ (2δtk, 3δtk) такое, что

ln |f(wk)| ≥ −(4− ln η)2εtk ≥ −16εtk,

где wk = tkxk + τkςk. Отсюда с учетом (72), (71), включения wk ∈ B(tkz0, 4δtk), k ≥ k0, и
однородности опорной функции получаем оценку

ln |ϕ(wk)| ≥ (hϕ(z0)− 17ε)tk ≥ (HL(wk/tk) + 2ε)tk = HL(wk) + 2εtk, k ≥ k0. (76)

С другой стороны, поскольку wk лежит на интервале ξ′k, ξk, а потому не содержится в
E, то согласно (65) и оценке на u из условия леммы имеем:

ln |ϕ(wk)| 6 u(wk) + c(1 + |wk|)9/10 6 d+HL(wk) + c(1 + |wk|)9/10 6 HL(wk) + ε|wk|

для достаточно больших номеров k. Это противоречит (76), т.к.

|wk| 6 tk|z0|+ 4δtk 6 (1 + 2/15)tk.

Следовательно, (70) неверно и пункт 2) доказан. Остается показать, что выполнен также
и пункт 3). Используя рассуждения, аналогичные тем, что были проведены выше (относи-
тельно проекций исключительных шаров B(yi, ri) на сферу), нетрудно показать, что для
каждого m ≥ 1 найдется число R(m) > 0 такое, что для всех z с условием |z| ≥ R(m)
на сфере S(z, |z|/m) существует точка w, не принадлежащая множеству E. Фиксируем
ς ∈ S и m ≥ 1. Для каждого номера k такого, что R(m) 6 k < R(m + 1), выберем точ-
ку zk ∈ S(kς, k/m), не принадлежащую множеству E. Легко заметить, что полученная
таким образом последовательность {zk} принадлежит Φ0(ς). В силу же (65) выполнено
соотношение

lim
k→∞

|zk|−1| ln |ϕ(zk)| − u(zk)| = 0.

Лемма доказана.
Пусть D — выпуклая область, {Km} — последовательность выпуклых компактов, ис-

черпывающая ее, W — нетривиальное замкнутое главное инвариантное подпространство
в H(D), допускающее спектральный синтез. Для каждого номера m введем функцию

ψm(z) = lim
ξ→z

sup{ln |ϕ(ξ)| − ln |FW (ξ)| : ϕ ∈ IW , ln |ϕ(y)| 6 HKm(y),∀y}.
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Функции ln |ϕ(ξ)| − ln |FW (ξ)| плюрисубгармоничны (поскольку ϕ принадлежит про-
странству IW и потому делится на FW ), а по лемме 7 семейство в фигурных скобках огра-
ничено на каждом компакте. Следовательно, ϕm — плюрисубгармоническая функция.

Теорема 4. Пусть D — выпуклая область в Cn, W — нетривиальное замкнутое глав-
ное инвариантное подпространство в H(D), допускающее спектральный синтез; G —
выпуклая подобласть D(W ), содержащая D, такая, что множество S ∩ Ξ \ intΘD за-
мкнуто. Следующие утверждения эквивалентны:
а) Каждая функция из W аналитически продолжается в область G и аппроксимируется
там линейными комбинациями элементов из E(W ).
б) Для любого компакта S0 ⊂ S\Ξ и любого номера m существует целая функция ϕ ∈ IW
такая, что

hϕ(ς) ≥ HKm(ς), ς ∈ S0. (77)

в) Для любого компакта S0 ⊂ S \Ξ и любого номера m существует номер p такой, что

hup(ς) ≥ HKm(ς), ς ∈ S0,

где Up = ln |FW |+ ϕp.
Доказательство. а)⇒б). Пусть выполнено утверждение а). Тогда по теореме 3 для

любого компакта S0 ⊂ S \Ξ и любого номера m существуют плюрисубгармоническая в Cn

функция ψ, окрестность Ω компакта S0 и постоянная T > 0 такие, что

hu(z) < HD(z), z ∈ Cn \ {0}, где u = ln |FW |+ ψ;

u(z) ≥ HKm(z), ∀z : z/|z| ∈ Ω, |z| ≥ T. (78)

В силу первого неравенства

u(z) 6 d+HL(z), z ∈ Cn,

где d > 0 и L — некоторый выпуклый компакт в области D. Тогда по лемме 14 су-
ществует целая функция экспоненциального типа ϕ , обладающая свойствами 1)-3) из
утверждения этой леммы. Поскольку W допускает спектральный синтез, то из свойств
1) и 2) следует, что ϕ ∈ IW . В силу свойства 3) с учетом (78) и непрерывности опорной
функции компакта для любой точки ς ∈ S0 существует последовательность {zk} ∈ Φ0(ς)
такая, что

limk→∞|zk|−1 ln |ϕ(zk)| ≥ HKm(ς). (79)

Покажем, что это неравенство влечет за собой (77). Предположим противное, т.е.
hϕ(ς) < HKm(ς)− 2ε для некоторых ε > 0 и ς ∈ S0. Тогда согласно предложению 9.3 из
работы [7] существуют δ > 0 и последовательность {tj}∞j=1 такие, что tj → +∞ и
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ln |ϕ(tjη)/tj| 6 HKm(ς)− 2ε, η ∈ B(ς, δ), j = 1, 2, . . .

Отсюда, уменьшая, если это необходимо, δ > 0, легко получить следующее:

ln |ϕ(z)|/|z| 6 HKm(ς)− ε, z ∈ B(tjς, δtj), j = 1, 2, . . .

Это неравенство вместе с (79) означает, что точки zk для всех достаточно больших
номеров k не принадлежат ни одному из шаров B(tjς, δtj), j = 1, 2, . . . По определению
множества Φ0(ς) найдем k0 такое, что

|zk+1| < (1 + δ/2)|zk|, |zk/|zk| − ς| < δ/2, k > k0. (80)

При этом, как было отмечено, можно считать, что, монотонно возрастая, |zk| → +∞.
Таким образом, для некоторого J0 и каждого j > j0 найдется номер kj > k0 такой, что
верны неравенства |zkj

| 6 tj 6 |xkj+1| и точки zkj
, zkj+1 не принадлежат шару B(tjς, δtj).

Используя первое неравенство в (80), получаем:

tj/|zkj
| 6 |zkj+1|/|zkj

| < 1 + δ/2.

Отсюда следует, что

|zkj
| 6 tj < |zkj

|+ δ|zkj
|/2 6 |zkj

|+ δtj/2.

Учитывая теперь второе неравенство в (80), имеем:

|zkj
− tjς| 6 |zkj

||zkj
/|zkj

| − ς|+ ||zkj
|ς − tjς| < δ|zkj

|/2+

+δtj/2 6 δtj/2 + δtj/2 = δtj.

Это означает, что точка zkj
принадлежат шару B(tjς, δtj). Полученное противоречие

завершает доказательство.
б)⇒в). Пусть ϕ ∈ IW удовлетворяет (77). Так как IW ⊂ PD, то по определению про-

странства PD найдутся номер p и число c > 0 такие, что

|ϕ(z)| 6 c expHKp(z), z ∈ Cn.

Тогда по определению ψp и нижнего индикатора с учетом (77) получаем:

hup
(ς) ≥ hϕ/c(ς) ≥ HKm(ς), ς ∈ S0.
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в)⇒а). Если имеет место утверждение в), то выполнено и утверждение б) из теоремы
3. Действительно, достаточно заметить, что для любого номера p верно неравенство

hup(z) < HD(z), z ∈ Cn \ {0}.

Тогда по теореме 3 выполнено и утверждение а). Теорема доказана.
Рассмотрим теперь отдельно случай ограниченной выпуклой области. В этом случае

можно дать более простые по форме критерии продолжения функций из главных инва-
риантных подпространств.

Пусть D — ограниченная выпуклая область, W — нетривиальное замкнутое главное ин-
вариантное подпространство вH(D), допускающее спектральный синтез. Введем функции

ψ0(z) = lim
ξ→z

sup{ln |ϕ(ξ)| − ln |FW (ξ)| : ϕ ∈ H(Cn), ϕ/FW ∈ H(Cn), ln |ϕ(y)| 6 HD(y),∀y}.

По тем же соображениям, что и для ψm, функции ψ0, ψ′0 являются плюрисубгармониче-
скими в Cn. Непосредственно из определений следует неравенство ψ0(z) 6 ψ′0(z), z ∈ Cn.
Возникает естественный вопрос: можно ли неравенство заменить на равенство? Ответ на
этот вопрос требует дополнительных исследований, которые выходят за рамки данной
работы.

Теорема 5. Пусть D — ограниченная выпуклая область в Cn, W — нетривиальное
замкнутое главное инвариантное подпространство в H(D), допускающее спектральный
синтез; G — выпуклая подобласть D(W ), содержащая D. Следующие утверждения эк-
вивалентны:
а) Каждая функция из W аналитически продолжается в область G и аппроксимируется
там линейными комбинациями элементов из E(W ).
б) Для любого компакта S0 ⊂ S \ Ξ и любого номера m существует число R > 0 такое,
что (u′0 = ψ′0 + ln |FW |)

u′0(z) ≥ HKm(z), ∀z : z/|z| ∈ S0, |z ≥ R|.

в) Существует целая функция экспоненциального типа ϕ такая, что
1) ϕ делится на FW ,
2) hϕ(z) 6 HD(z), z ∈ Cn,
3) hϕ(ς) = hϕ(ς) = HD(ς), ς ∈ S \ Ξ.
г) hu0

(ς) = hu0(ς) = HD(ς), ς ∈ S \ Ξ, где u0 = ψ0 + ln |FW |.
д) Существует плюрисубгармоническая функция ψ такая, что
1) hu(z) 6 HD(z), z ∈ Cn, где u = ψ + ln |FW |;
2) hu(ς) = hu(ς) = HD(ς), ς ∈ S \ Ξ.

Доказательство. а)⇒б). Если выполнено утверждение а), то по пункту в) теоремы 3
существует плюрисубгармоническая в Cn функция ψ и постоянная T > 0 такие, что верны
неравенства:

hu(z) < HD(z), z ∈ Cn \ {0}, u = ln |FW |+ ψ; (81)
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u(z) ≥ HKm+1(z), ∀z : z/|z| ∈ S0, |z| ≥ T. (82)

В силу (81) найдется c > 0 такое, что

u(z) 6 c+HD(z), z ∈ Cn.

Тогда по определению ψ′0 с учетом (82) имеем:

u′0(z) ≥ u(z)− c ≥ HKm+1(z)− c, ∀z : z/|z| ∈ S0, |z| ≥ T.

Поскольку компакт Km лежит во внутренности Km+1, то

HKm+1(z)− c ≥ HKm(z),∀z : |z| ≥ R,

для некоторого R ≥ T . Это дает нам требуемую оценку.
б)⇒в). Из определения ψ′0 следует, что

u′0(z) 6 HD(z), z ∈ Cn.

Тогда согласно лемме 14 существует целая функция экспоненциального типа ϕ, обла-
дающая свойствами 1), 2) из утверждения в) и такая, что для любого ς ∈ S найдется
последовательность {zk(ς)} ∈ Φ0(ς), на которой

lim
k→∞

|zk|−1| ln |ϕ(zk(ς))| − u′0(zk(ς))| = 0.

Отсюда с учетом утверждения б) и того, что {Km} — исчерпывающая последователь-
ность компактов в D, получаем неравенство

limk→∞|zk(ς)|−1 ln |ϕ(zk(ς))| ≥ HD(ς), ς ∈ S \ Ξ. (83)

Покажем, что подобные последовательности {zk(ς)} ∈ Φ0(ς) существуют и для точек
множества ∂(S \ Ξ). Фиксируем ς ∈ ∂(S \ Ξ) и выберем последовательность {ςp} ⊂ S \ Ξ,
сходящуюся к ς. Требуемую последовательность {zk(ς)} ∈ Φ0(ς) будем составлять из точек
zk(ςp), p, k ≥ 1. Согласно (83) и определению Φ0(ς) для каждого p ≥ 1 найдем номер k0(p)
такой, что при k ≥ k0(p) имеют место соотношения

|zk(ςp)|−1 ln |ϕ(zk(ςp))| ≥ HD(ςp)− 1/p, (84)

|zk(ςp)| ≥ p, |zk+1(ςp)|/|zk(ςp)| 6 1 + 1/p, |zk(ςp)/|zk(ςp)| − ςp| 6 1/p. (85)
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Кроме того, выберем номер k1(p) ≥ k0(p) так, что

|zk1(p)(ςp)| ≥ |zk0(p+1)(ςp+1)|. (86)

Перенумеруем по порядку точки zk0(p)(ςp), . . . , zk1(p)(ςp), начиная с p = 1, и обозначим их
z1(ς), z2(ς), . . ., т.е. положим z1(ς) = zk0(1)(ς1), . . . , zk1(1)−k0(1)+1(ς) = zk1(1)(ς1), zk1(1)−k0(1)+2(ς) =
= zk0(2)(ς2) и т.д. В силу (85) и (86) последовательность {zk(ς)} принадлежит Φ0(ς), а из
(84) и непрерывности функции HD следует неравенство

limk→∞|zk(ς)|−1 ln |ϕ(zk(ς))| ≥ HD(ς).

Последнее с учетом (83), как и при доказательстве импликации а)⇒б) в теореме 4,
означает, что hu′0(ς) ≥ HD(ς) для всех ς ∈ S \ Ξ. Поскольку нижний индикатор не больше,
чем верхний, то с учетом свойства 2) получаем свойство 3) из утверждения в).

Импликация в)⇒д) очевидна.
а)⇒г). Пусть выполнено утверждение а). Тогда по теореме 4 выполнено и утвержде-

ние в) этой теоремы, которое с учетом определения функций ψ0, ψp и того, что {Km} —
исчерпывающая последовательность компактов в D, дает оценку

hu′0(ς) ≥ HD(ς), ς ∈ S \ Ξ.

Эта оценка согласно лемме 2.7 в работе [30] означает, что для любого ς ∈ S \Ξ найдется
последовательность {zk(ς)} ∈ Φ0(ς), на которой

limk→∞|zk(ς)|−1u0(zk(ς))| ≥ HD(ς).

Отсюда, как и при доказательстве импликации б)⇒в), получаем требуемые соотношения
для функции u0.

Импликация г)⇒д) очевидна.
д)⇒а). Пусть выполнено утверждение д). Достаточно показать, что тогда выполнено и

утверждение б) теоремы 3. Докажем это. Фиксируем номер m и точку ς ∈ S \Ξ. Выберем
ε > 0, удовлетворяющее условию

HKm(z) + 2ε|z| 6 HD(z), z ∈ Cn. (87)

Пусть ϕ ∈ IW . Тогда ln |ϕ| = ln |FW |+ ψ′, где ψ′ — плюрисубгармоническая функция, и
для некоторого компакта L ⊂ D и d > 0 верна оценка

ln |ϕ(z)| = ln |FW (z)|+ ψ′(z) 6 d+HL(z), z ∈ Cn. (88)

Заменяя, если это необходимо, функцию ψ′ на другую плюрисубгармоническую функ-
цию, согласно лемме 9 можно считать, что
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ln |FW (tξ)|+ ψ′(tξ) ≥ −a0t, t ≥ T, (89)

где a0, T — положительные постоянные. При этом сохранится оценка (88), возможно
лишь с другим компактом L ⊂ D. Выберем τ ∈ (0, 1) так, что

τa0 6 ε, τb 6 ε, (90)

где b = sup
|w|=1

HD(w). Положим

ψς,m(z) = τψ′(z) + (1− τ)ψ(z).

Тогда из определения верхнего индикатора, (88), свойства 1) функции u с учетом того,
что L — компакт в области D, получаем:

huς,m(z) 6 τhϕ(z) + (1− τ)hu(z) < HD(z), z ∈ Cn \ {0},

где uς,m = ln |FW |+ ψς,m . Кроме того, в силу свойства 2) функции u, (87), (89) и (90) с
учетом определения нижнего индикатора имеем:

huς,m
(ς) ≥ τhϕ(ς) + (1− τ)hu(ς) ≥ −ε+HD(ς)− ε ≥ HKm(ς).

Таким образом, теорема полностью доказана.
В заключение приведем еще один результат о принудительном аналитическом продол-

жении, в котором утверждается, что при условии продолжения функций из W ⊂ H(D) в
выпуклую область G эти функции автоматически продолжаются в некоторую максималь-
ную выпуклую область, построенную по D и G (в так называемую Ξ-оболочку D).

Пусть D, G — выпуклые области и D ⊂ G. Положим

G(D) = {z : Re 〈z, ξ〉 < HD(ξ), ξ ∈ Ξ}.

Нетрудно видеть, что, G(D) является выпуклой областью.
Лемма 15. Пусть D, G — выпуклые области и D ⊂ G. Тогда G ⊂ G(D) и имеет

место равенство: Ξ(D,G) = Ξ(D,G(D)).
Доказательство. Пусть z ∈ G. Тогда Re 〈z, ξ〉 < HG(ξ), ξ ∈ S. Следовательно, в силу

определения Ξ(D,G) получаем:

Re 〈z, ξ〉 < HG(ξ) = HD(ξ), ξ ∈ Ξ(D,G).

Это означает, что z ∈ G(D). Таким образом, G ⊂ G(D).
Из последнего вложения следует, что
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HD(ξ) < HG(ξ) 6 HG(D)(ξ), ξ ∈ S \ Ξ(D,G).

Поэтому Ξ(D,G(D)) ⊂ Ξ(D,G). Пусть теперь ξ ∈ Ξ(D,G). По определению G(D) име-
ем: HG(D)(ξ) 6 HD(ξ). С другой стороны, в силу вложения D ⊂ G(D) верно и обратное
неравенство: HD(ξ) 6 HG(D)(ξ). Таким образом, HG(D)(ξ) = HD(ξ), т.е. ξ ∈ Ξ(D,G(D)).
Лемма доказана.

Теорема 6. Пусть D,G — выпуклые области, D ⊂ G и множество S ∩ Ξ \ intΘD за-
мкнуто. Пусть далее W — нетривиальное замкнутое инвариантное подпространство
в H(D), допускающее спектральный синтез. Предположим, что каждая функция из W
аналитически продолжается в область G и аппроксимируется там линейными комби-
нациями элементов из E(W ). Тогда каждая функция из W аналитически продолжает-
ся в область G(D) и аппроксимируется там линейными комбинациями элементов из
E(W ).

Доказательство. Если условия теоремы выполнены, то согласно теореме 4 будет вы-
полнено и утверждение б) этой теоремы. По лемме 15 Ξ(D,G) = Ξ(D,D(G)). Поэтому
будет выполнено утверждение а) теоремы 4, где в качестве области G нужно взять G(D).
Теорема доказана.

Замечание. Область G(D), вообще говоря, не совпадает с областью G. К примеру, рас-
смотрим какой-нибудь треугольник. В качестве D возьмем круг, вписанный в треуголь-
ник, а в качестве G — произвольную выпуклую область, содержащую D и содержащуюся
в треугольнике, граница которой пересекается с границей круга лишь в точках касания по-
следнего с границей треугольника. Областью G(D) в этом случае будет сам треугольник,
который, безусловно, не обязан совпадать с G.
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