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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ИНВАРИАНТНЫЕ РЕШЕНИЯ ДЛЯ
ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ТЕЧЕНИЙ ГАЗА

С.В. ХАБИРОВ

Аннотация. Для подмоделей ранга 2 газовой динамики предложен способ перечисле-
ния дифференциально-инвариантных решений на допускаемом нормализаторе. В каче-
стве примера рассмотрена подмодель осесимметричных течений газа, для которой при-
ведены неизобарические частично инвариантные и дифференциально-инвариантные
решения.
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Введение

Инвариантные подмодели ранга 2 допускают фактор нормализатора по исходной по-
далгебре [1]. Список таких подмоделей для уравнений газовой динамики с общим урав-
нением состояния приведен в [2]. По нормализатору можно находить дифференциально-
инвариантные решения. Правила нахождения заключаются в следующем. Сначала надо
вычислить базис дифференциальных инвариантов и операторы инвариантного диффе-
ренцирования [3]. Далее инвариантную подмодель надо записать через инварианты и вы-
делить независимые дифференциальные инварианты базиса. Следующий шаг — выбор
одного инварианта в качестве независимого от других. Часть остальных инвариантов на-
значить новыми функциями от выбранного независимого инварианта. Оставшаяся часть
инвариантов базиса есть функции общего вида, т.е. функции двух аргументов в соответ-
ствии с рангом подмодели.

Если независимые дифференциальные инварианты базиса состоят из инвариантов нуле-
вого порядка (не выражаются через производные), то указанные представления решений
есть представления частично инвариантных решений ранга 1 различного дефекта (по чис-
лу базисных инвариантов общего вида). Для получения дифференциально-инвариантных
решений надо взять независимые дифференциальные инварианты первого порядка, часть
из них выбрать новыми функциями от выбранного инварианта-аргумента. Множество
представлений определяется количеством возможных выборов непостоянного инварианта-
аргумента и множеством выбора инваринтов-функций. Это множество конечно, так как
базис конечен.

Перечисленные представления включают в себя инвариантные решения по лемме Ли
-Овсянникова-Талышева [4] и частично инвариантные решения, которые в нашем слу-
чае будут простыми волнами [5]. Для этого надо все инварианты назначить функциями
инварианта-аргумента.

Приведем часть классификации на примере подмодели осесимметричных течений газа.
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1. Интегралы осесимметричных течений газа

Установившиеся осесимметричные течения газа задаются инвариантной подмоделью по
подалгебре переносов ∂t, ∂θ [2]:

DU + ρ−1px = 0, DV + ρ−1pr = r−1W 2, DW = r−1VW,

Dρ+ ρ (Ux + Vr + r−1V ) = 0, DS = USx + V Sr = 0,
(1.1)

где давление p, плотность ρ и энтропия S связаны уравнением состояния; U , V , W —
продольная, радиальная, окружная компоненты скорости ~u в цилиндрической системе
координат. Фактор нормализатора порождается операторами: переносом ∂x и растяже-
нием x∂x + r∂r. Базис дифференциальных инвариантов состоит из инвариантов нулевого
порядка: U , V , W , p, ρ. Энтропия определяется из уравнения состояния. Операторы инва-
риантного дифференцирования — rDx, rDr. Для неизобарических движений выберем p в
качестве инварианта-аргумента. Если остальные инварианты базиса назначить функция-
ми p, то получим представление простой волны. Если k инвариантов (1 ≤ k ≤ 3) назначить
функциями p, то получим частично инвариантное решение дефекта 5− k ранга 1. Дефект
определяется по числу функций общего вида.

Для получения представления дифференциально-инвариатного решения
возьмем диффференциальные инварианты первого порядка: ~u1 = r~ux, ~u2 = r~ur, p1 = rpx,
p2 = rpr, ρ1 = rρx, ρ2 = rρr. В силу системы (1.1) инварианты ~u1, p1, ρ1 выражаются че-
рез ~u, p, ρ, ~u2, p2, ρ2. Инварианты ~u2, p2, ρ2 — независимые инварианты первого порядка.
Часть из них назначим функциями p для представления дифференциально-инвариантного
решения.

Система (1.1) имеет интегралы. Уравнения для ρ запишем в дивиргентном виде
(rUρ)x + (rUρ)r = 0. Функция тока ψ = ψ(x, r) определяется равенствами ψr = rρU ,
ψx = −rρV . Уравнения для W и S из (1.1) дают интегралы

U = r−1ρ−1ψr, V = −r−1ρ−1ψx, W = r−1C(ψ), S = S(ψ). (1.2)

Интеграл Бернулли получим скалярным умножением на ~u векторного уравнения для
скорости

U2 + V 2 +W 2 + 2i = B(ψ) > 0, (1.3)
где i = ε+ρ−1p — энтальпия, ε — внутренняя энергия. Если уравнение состояния задать в
виде i = i(p, S), то из термодинамического тождества TdS = di − ρ−1dp получим ρ = i−1

p ,
T = iS — температура. Система (1.1) равносильна двум уравнениям для ψ и p:

I2
p

(
ψ2
r + ψ2

x

)
+ 4C2 = 4(B − I)r2, (1.4)

ψr
(
Ipr

−1ψr
)
x
− ψx

(
Ipr

−1ψr
)
r
+ 2rpx = 0, (1.5)

где I(p, ψ) = 2i(p, S(ψ)) — функция, определенная уравнением состояния. Система (1.4),
(1.5) сводится к одному квазилинейному уравнению второго порядка для ψ, если выразить
давление p из (1.4):

r−1Ip
[(
r−1Ipψx

)
x

+
(
r−1Ipψr

)
r

]
= 2

(
B′ − 2r−2CC ′ − Iψ

)
. (1.6)

2. Баротропные течения

Представление частично инвариатного решения ранга 1 дефекта 4 зададим в виде
ρ = ρ(p) (баротропное течение). Из равенства ρip = 1 следует S = S(p). Два последних
уравнения системы (1.1) примут вид

S ′Dp = 0, ρ′Dp+ ρ
(
Ux + Vr + r−1V

)
= 0. (2.1)
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Для изоэнтропических течений S = S0 — постоянная, из (1.4), (1.6) получим подмодель
для функций ψ, p:

I2
p (2sψ2

s + ψ2
x) + 4C2 = 8s(B − I),

2s(Ipψs)s − (Ipψx)x = 4 (sB′ − CC ′) I−1
p ,

где 2s = r2, функция I(p) = 2
∫
ρ−1(p)dp определяется уравнением состояния.

Для неизоэнтропических течений из (2.1), (1.1) следует:

p = P (ψ), U = r−1ψr, V = −r−1ψx, S = S(ψ), W = r−1C(ψ),

2sψ2
s + ψ2

x + C2 = 2sB(ψ) > 0,

ψsψsx − ψxψss + A(ψ)ψx = 0,

где A = ρ−1P ′(ψ).
Замена ψ = ψ(x, s) (x = x(ψ, s) — обратная функция, если считать s параметром)

позволяет интегрировать последнее уравнение по s:

xψ = Q(s)−1/2, xs = (D(ψ)− sA(ψ))Q(s)−1/2, (2.2)

где Q = −2As3 + 4ADs2 + 2(B −D2)s−C2, D(ψ) — произвольная функция как результат
интегрирования по s.

Можно показать, что существует интервал 0 < s1 6 s 6 s2, где Q(s) ≥ 0 при выполнении
условия

9C2B−1 > 16DA−1. (2.3)
Условие совместности системы (2.2) дает подмодель из обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений

3A2 + 2BA′ − AB′ = 0, B = D2 + 2C (CD′ −DC ′) ,

4AD = DB′ − 2BD′ + C (AC ′ − CA′) .

Функцию C можно выбрать произвольно, лишь бы выполнялось неравенство (2.3).
При s → si, Q(si) = 0, i = 1, 2, имеем xψ → ∞ или ψx = 0, т.е. происходит примыкание

к инвариантному ∂x-решению.
Другие частично инвариантные решения можно получить, назначив одну или две ком-

поненты скорости функциями p.

3. Вырожденные дифференциально-инвариантные решения наибольшего
дефекта

Неизобарические дифференциально-инвариантные решения дефекта 4 задаются одним
равенством, например, rpr = f(p). Если f 6= 0, то получим представление для давле-
ния p = P (rp0(x)), которое обобщает представление дифференциально-инвариантного ре-
шения на подалгебре растяжений. Если f = 0, то получим вырожденное представление
p = p(x). В (1.4), (1.5) делаем замену 2s = r2, p = p(x), ψ = ψ(x, s) (x = x(p), s = s(ψ, p) —
обратные функции). Уравнение (1.5) после замены интегрируем по p: I2

p = (A(ψ)− 4I)s2
ψ.

Получаем подмодель

Jp + 2sψ = 0, J = x′s−1
p

(
C1s+ 4C2

)1/2
, (3.1)

где J = (A−4I)1/2, C1 = 2(4B−A). Подмодель (3.1) эквивалентна эволюционному уравне-
нию второго порядка для функции s(ψ, p). По любому решению этого уравнения находим
уравнение состояния I = I(p, ψ). На участках, где уравнение состояния удовлетворяет
свойствам нормального газа [5], решение имеет физический смысл.

Если уравнение состояния задано, то система (3.1) переопределена и требуются допол-
нительные исследования на совместность.
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Например, пусть 2i = I(p, ψ) =
1

4
A(ψ) + q2(p)D′(ψ)2. Тогда из (3.1) следуют равенства

s = e(p)− 1

2
q′D, D′2

(
ė− 1

2
Dq̇′

)2

= C1

(
e− 1

2
Dq′

)
+ 4C2,

где новое дифференцирование определено равенством ė = qx′−1e′. В последнее уравнение
входят функции только от одного переменного: D, C1, C от ψ и e, q от p.

Разделение переменных дает два решения:

(а) q = p, e = 0, 2C2 = C1D;

(б) x′ = q |q′|−1/2 q′′, e = q′ + 2K0 |q′|1/2 +K2
0 , C1 = D′2 (1− 2−1D) ,

где K0 — постоянная.
В случае уравнения состояния с разделенной энтальпией I = D2(ψ)q(p) система (3.1)

при A = KD2 (K — постоянная) принимает вид

sy = f(z), s2
z = sα(y)− β2(y), (3.2)

где z =
∫
x′(K − 4q)−1/2dp, y =

∫
Ddψ, α(y) = 2(4BD−2 − K); β = 2CD−1,

f(z) = q′(K − 4q))−1/2. Условие совместности системы (3.2) определяет решение

s = f(z)y + g(z), f = 4−1L0z
2 + L2z + L4, g = 4−1L1z

2 + L3z + L5,
α = L0y + L1, β2 = (L0y + L1)(L4y + L5)− (L2y + L3)

2,

где Li, i = 0, ..., 5 — постоянные.

4. Дифференциально-инвариантное решение ранга 1 дефекта 4

Представление решения из пункта 3 общего вида p = P (rp0(x)), ψ = ψ(x, r) выберем
в качестве замены переменных. Обратная замена задается равенствами r = R(p)p0(x),
x = x(ψ, p). Уравнения (1.4), (1.5) примут вид(

Ip
xp
xψ

p2
0

RR′

)
p

=

(
R2

p2
0

)
ψ

⇒ R2 = χpp
2
0, Ipxpp

2
0 = χψxψRR

′,

(
χψRp

−1
0

)2
+

(
Ipx

−1
ψ − χψR2p′0p

−3
0

)2
+ 4C2 = 4(B − I)R2p−2

0 ,

где функция χ = χ(p, ψ) задает общее решение первого уравнения. Можно исключить
функции I(p, ψ), x(p, ψ) и получить одно уравнение для функции χ(p, ψ) третьего порядка.

5. Дифференциально-инвариантное решение ранга 1 дефекта 3

Представление решения задаем в виде rpr = f(p), rSr = g(p). Отсюда следуют равенства
p = P (τ), S = S1(τ) + S0(x), τ = rp0(x). Из (1.2) имеем ψ = Ψ(S). Подставка в (1.4), (1.5)
дает

I2
pΨ

′2 [
S ′2

1 p
2
0 + S ′2

0

]
+ C2 = (B − I)τ 2p−2

0 , (5.1)

Ψ′S ′
1

(
∂x + p′0p

−1
0 τ∂τ

)
(IpΨ

′S ′
1p

2
0τ

−1)−

−Ψ′S ′
0 (IpΨ

′S ′
1p

2
0τ

−1)τ + 2P ′τ 2p′0p
−3
0 = 0.

(5.2)

Рассмотрим частное решение для уравнения состояния вида I = I1(p) + χ(S): S ′
1 = τ−1,

S ′
0 = p′0p

−1
0 , B = χ. В этом случае S = ln(τp0) и уравнение (5.2) можно интегрировать по

x:
4−1I ′21 τ

−8e4SΨ′2 + I ′1P
′(S − ln τ) = λ(τ). (5.3)

После дифференцирования по S уравнения (5.3) переменные разделяются(
e4SΨ′2)′ = −4P ′I ′−1

1 τ 8 = K 6= 0,
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где K — постоянная. Отсюда и из (5.3) получим

e4SΨ′2 = KS +K0, P ′ = −4−1KI ′1τ
−8, λ = 4K−2P ′2τ 8(K0 +K ln τ). (5.4)

Уравнение (5.1) в силу (5.4) можно представить в виде

−4K−1
(
τ−2 + p′20 p

−4
0

)
+ C1(S)α(τ) + E(S)β(τ) = 0, (5.5)

где E = (KS +K0)
−1, C1 = e2SC2E, α = τ−6I−1

1τ 6= 0, β = I1τ
−2I−1

1τ .
Дифференцируем (5.5) по τ :

8K−1τ−3 + C1α
′ + Eβ′ + C ′

1ατ
−1 + E ′βτ−1 = 0. (5.6)

Здесь переменные S и τ можно считать независимыми. Дифференцируем (5.6) по S:

C ′
1α

′ + E ′β′ + C ′′
1ατ

−1 + E ′βτ−1 = 0. (5.7)

Умножим на τα−1 и дифференцируем по τ :

C ′
1

(
τα−1α′) + E ′ (τα−1β′

)′
+ E ′′ (α−1β

)′
= 0.

Делим на E ′ и дифференцируем по S:(
C ′

1E
′−1

)′ (
τα−1α′)′ + (

E ′′E ′−1
)′ (

α−1β
)′

= 0. (5.8)

Переменные в (5.8) разделяются.
Можно показать, что предположение (τα−1α′) 6= 0 приводит к противоречию. Из (5.8)

получим α = Aτκ, β = K1α, где A, κ, K1 — постоянные. Из (5.7) следует уравнение для
C1:

(C1 +K1E)′ + κ(C1 +K1E) = K2, (5.9)
где K2 — постоянная.

Из (5.6) следует κ = −2,KK2A = −8. Уравнение (5.9) определяет C1 +K1E = −2−1K2 − E0e
2S.

Уравнение (5.5) принимает вид p′20 p
−6
0 = AE0. Отсюда следует p0 = x−1/2, 4AE0 = 1.

Таким образом, τ = rx−1/2 не является инвариантом допускаемой подмодели группы
растяжений, значит, дифференциально-инвариантное решение не редуцируется к авто-
модельному решению. Из уравнения β = K1α получим I1 = I0 exp

(
τK−1

1 A−1
)
. Из (5.4)

определяется

P = P0 − 4−1KN

∫
τ−4 exp

(
2−1τK−1

1 A−1
)
dτ,

где P0 — постоянная, 4I0 = −N2KK1A.
Полученные формулы определяют параметрически I1 = I1(P ). С уравнением состояния

I = I1(P ) + χ(S), где χ(S) — произвольная функция, течение задается формулами (1.2),
где ρ = 2I−1

1p ; Ψ = Ψ0 +
∫
e−2S

√
KS +K0dS,

C2 = e−2S
(
4A−1S + 4K0K

−1A−1 −K1

)
− 4−1A−1(KS +K0).

Здесь энтропия S = ln (rx−1) есть инвариант допускаемой группы растяжений, Ψ0, K, K0,
A, K1, N — постоянные.

Заключение

Представление дифференциально-инвариатного решения есть дифференциальная связь
специального вида, а именно, инвариантная дифференциальная связь [6]. Классификация
дифференциально-инвариантных решений предполагает перебор всех возможных инвари-
антных дифференциальных связей, не редуцируемых к инвариантным решениям. Пред-
ложено обобщение частично инвариантного решения, когда лишь часть инвариантов бази-
са назначаются функциями выбранного инварианта-аргумента, и остальные инварианты
базиса есть функции общего вида. Приведена лишь часть классификации, для которой
изучение совместности удалось проделать до конца.
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