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ШИРОКИЙ КЛАСС ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ДЛЯ
НЕРАВНОМЕРНО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В

НЕОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ

А.Р. ГЕРФАНОВ, Ф.Х. МУКМИНОВ

Аннотация. Для неравномерно эллиптического уравнения второго порядка в неогра-
ниченной области установлен широкий класс единственности решения задачи с чере-
дованием первого и третьего типа краевого условия. Построен также пример решения
эллиптического уравнения, показывающий, что найденный класс единственности не
может быть существенно расширен.

Ключевые слова: эллиптическое уравнение, класс единственности, неограниченная
область.

1. Введение

Пусть Ω — неограниченная область пространства Rn, n ≥ 2, x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn.
Рассматривается линейное эллиптическое уравнение второго порядка:

Lu =
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi
)xj

+
n∑

i=1

[bi(x)uxi
+ (ci(x)u)xi

]− d(x)u = f(x). (1)

Все коэффициенты уравнения измеримы и ограничены в Ω, d ≥ 0. Матрица {aij(x)}
удовлетворяет условию эллиптичности: существуют положительные постоянная Γ и функ-
ция s(x) такие, что для любого вектора y ∈ Rn и почти всех x ∈ Ω справедливы неравен-
ства:

s(x)|y|2 6
n∑

α,β=1

aαβ(x)yαyβ 6 s(x)Γ|y|2. (2)

Непрерывная в Ω функция s(x) может обращаться в ноль на границе области.
Рассмотрим краевую задачу для уравнения (1) c сочетающимися краевыми условиями

первого и третьего типа

u
∣∣
x∈Γ1

= 0,

(
∂u

∂N
+

n∑
i=1

ciniu

)∣∣∣∣∣
x∈Γ2

= 0. (3)

Здесь Γ1 ⊂ ∂Ω — произвольное непустое замкнутое множество и Γ2 = ∂Ω\Γ1;

n(n1, n2, . . . , nn) — внешняя нормаль к ∂Ω;
∂u

∂N
=

n∑
i,j=1

aijuxi
nj.

В том случае, когда коэффициенты уравнения (1) — гладкие функции и ∂Ω класса C1,
граничное условие на Γ2 выполняется в обычном смысле поточечно, а на Γ1 в смысле
следа, то есть почти всюду.
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Работа посвящена доказательству единственности решения задачи (1), (3) в неограни-
ченной области Ω.

Список работ и результатов, посвященных изучению поведения решений эллиптических
уравнений и систем, огромен. Сюда относятся классическая теорема Лиувилля и её много-
численные обобщения, теоремы типа Фрагмена-Линделефа, а также обширный перечень
результатов, полученных на основе сен-венановских оценок. Подробный, но всё же непол-
ный обзор работ этого направления содержится в [3]. Не упомянута, например, работа Е.М.
Ландиса [9], в которой на базе понятия емкости множества, введенного В.А. Кондратье-
вым в [10], доказаны обобщения теоремы Фрагмена-Линделефа. Отметим еще интересную
работу В.А. Кондратьева и С.Д. Эйдельмана [11], в которой доказано L1-неравенство Гар-
нака для эллиптических систем уравнений и в качестве приложения получено обобщение
теоремы Лиувилля и установлено экспоненциальное убывание (рост) положительного ре-
шения в неограниченном цилиндре. В работе О.А. Олейник и Е.В. Радкевича [19] для
равномерно эллиптических систем доказаны обобщения теоремы Лиувилля и теоремы
Фрагмена-Линделефа. В работе О.А. Олейник, Г.А. Иосифьяна [18] изучался вопрос о
поведении на бесконечности решений эллиптических уравнений второго порядка, удовле-
творяющих на той части границы области, которая принадлежит некоторой окрестности
бесконечности, однородным условиям Дирихле, либо условиям Неймана, либо условиям
периодичности. Получены априорные оценки, характеризующие поведение таких реше-
ний в областях с некомпактной границей при x → +∞ в зависимости от геометрических
свойств области и поведения функции f , стоящей в правой части уравнения, при x → +∞.
В более поздних работах А.Ф. Тедеева, А.Е. Шишкова [20] и А.Е. Шишкова [21] уста-
новлены сен-венановские оценки для квазилинейных эллиптических уравнений второго и
высокого порядков соответственно.

Отметим, что ранее вопрос о точности оценок сен-венановского типа практически не
рассматривался. Исключение составляют работа [12], в которой точность утверждается
для бигармонического уравнения в угле на плоскости, и работа [3], в которой доказана
точность выделенных классов единственности решение задачи Дирихле для равномер-
но эллиптического уравнения второго порядка (точность в том смысле, что эти классы
близки к максимально широким). В большинстве работ, посвященных установлению сен-
венановских оценок для эллиптического уравнения, используется понятие емкости замкну-
того множества E ⊂ Rn из работы [10] и его обобщения:

λ(Q,E) = inf


∫
Q

|∇g|2dx
∣∣∣g ∈ C∞

0 (Rn\E),

∫
Q

g2 dx = 1

 .

Легко видеть, что число λ(Q, E) является первым собственным значением оператора –4
в области Q\E с граничным условием Дирихле на E и условием Неймана на оставшейся
части границы. В работе В.М. Миклюкова [17] число λ(Q, ∂Q) названо основной частотой
множества Q и получены некоторые оценки снизу для этого числа.

Обычно при доказательстве сен-венановских оценок для эллиптического уравнения в
области Ω используется емкость для пары Q = S(t), E = ∂Ω, где S(t) = {x ∈ Ω | x1 = t} —
какое-то сечение области Ω (не обязательно плоское.) В работе [3] показано, что в случае
области с нерегулярным поведением границы оценки, базирующиеся на характеристике
λ(S(t), ∂Q), становятся заведомо неточными. Поэтому в работах [2], [3] предложена иная
характеристика неограниченной области — λ-последовательность. В настоящей работе это
понятие адаптируется на случай неравномерно эллиптического уравнения в неограничен-
ной области, имеющей несколько ветвей.
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Будем предполагать, что неограниченная область Ω имеет p ветвей, уходящих на беско-

нечность, и представлена в виде объединения Ω =
∞⋃

N=0

ΩN последовательности вложенных

ΩN ⊂ ΩN+1 ограниченных областей, удовлетворяющих следующим требованиям. Допол-
нения ΩN+1

N = ΩN+1 \ ΩN распадаются на конечное число подобластей ωN
i , i = 1, ..., p :

ΩN+1
N =

p⋃
i=1

ωN
i . Пересечение (∂ΩN)

⋂
Ω распадается на конечное число гиперповерхностей

SN
i , i = 1, ..., p.
Определим векторы tN = (tN1 , ..., tNp ) и λN = (λN

1 , ..., λN
p ) формулами tNi = dist(SN

i , SN+1
i )

и λN
i = λ(ωN

i ), где

λ(Q) = inf


∫
Q

(s(x)|∇g|2 + dg2) dx
∣∣∣g ∈ C∞

0 (Rn\Γ1),

∫
Q

s(x)g2 dx = 1

 (4)

Будем предполагать, что существует число θ > 0 такое, что при всех N ≥ 0 выполняются
неравенства

1 6 θλN
i (tNi )2, i = 1, ..., p. (5)

Отметим, что в случае, когда функция d оценивается снизу функцией s, т.е. d ≥ δs,
δ > 0, x ∈ Ω, условие (5) легко удовлетворить. В самом деле, поскольку λ(Q) ≥ δ, то
достаточным для (5) является неравенство 1 6 θδ(tNi )2, i = 1, ..., p, то есть сечения SN

i

следует выбирать ”достаточно удаленными” друг от друга.

Описанное выше представление Ω =
∞⋃

N=0

ΩN при выполнении неравенств (5) бу-

дем называть λ-разбиением области, соответствующим задаче (1), (3) (в дальнейшем
просто λ-разбиением). Понятие λ-разбиения можно считать обобщением понятия λ-
последовательности, введенного Л.М.Кожевниковой в [2] в случае Γ2 = ∅ и s ≡ 1 для
области, имеющей одну ветвь, уходящую на бесконечность "вдоль оси Ox1", на случай
многих ветвей, достаточно произвольным образом уходящих на бесконечность. В работе
[2] области

ΩN = {x ∈ Ω | x1 < zN}, N = 0,∞ (6)

определяются последовательностью чисел {zN}∞N=0. Приведено простое условие, необходи-
мое и достаточное для существования последовательности чисел такой, что для разбиения

Ω =
∞⋃

N=0

ΩN выполнено требование (5) ( в случае равномерно эллиптического уравнения

без младших членов, т.е. s ≡ 1): для любого r1 > 0 найдется r2 > r1 такое, что

λ(Ω(r2)\Ω(r1)) > 0, (7)

где Ω(r) = {x ∈ Ω | x1 < r}. В §3 построены разбиения для вырождающегося уравнения.
Очевидно, что в рассматриваемых в работе вопросах единственности решения функцию

f(x) можно считать нулём.
Будем предполагать, что коэффициенты оператора L удовлетворяют неравенствам

|b− c|2 ≤ sd/2, |bi| 6 A
√

sd, |ci| 6 A
√

sd, x ∈ Ω (8)

где b = (b1, b2, . . . , bn); c = (c1, c2, . . . , cn), A – постоянная. Потребуем, чтобы для вектора
c = {ci} при всех N = 0, 1, ... и k таком, что 12Γ2k2θe2k = 1, были выполнены соотношения

∂dist(x, SN
i )

∂c
≤ kΓ2s

tNi
, x ∈ ωN

i , , i = 1, p. (9)
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Это нужно, чтобы младшие члены уравнения (1) не сильно влияли на класс единственно-
сти решения задачи, определяемый старшими производными. В следующей теореме рас-
сматривается обобщенное решение задачи (1), (3), определенное в § 1.

Теорема 1. Пусть Ω =
∞⋃

N=0

ΩN — некоторое λ-разбиение области Ω. Пусть коэффи-

циенты уравнения (1) удовлетворяют соотношениям (8), (9). Если решение u(x) задачи
(1), (3) удовлетворяет условию

lim
N→∞

exp(−2kN)

∫
ΩN

(s|∇u|2 + du2)dx = 0, (10)

то u(x) равно нулю тождественно.

Рассмотрим область вращения

Ωf = {x ∈ Rn, x = (x1, x
′)
∣∣ |x′| < f(x1), x1 > 0} (11)

с положительной функцией f(x1). Следуя [2], определим Π-последовательность {zN} ин-
дуктивным равенством, начиная с произвольного z0 > 0 :

zN = sup{t| inf
[zN−1,t)

f ≥ t− zN−1}, N = 1,∞. (12)

Ниже приводятся условия, при которых Π-последовательность определяет λ-разбиение.
Будем предполагать существование постоянной w такой, что

sup{f(z)|z ∈ [t− f(t), t + f(t)]} ≤ wf(t), t ≥ z0. (13)

Тогда (см. § 3) при некотором c > 1 справедливы оценки
zN∫

z0

dt

f(t)
≤ N ≤ c

zN∫
z0

dt

f(t)
, N ≥ 0. (14)

Пусть множество Γ1 распределено достаточно регулярно. А именно, предполагает-
ся существование положительных чисел D, δ и δ1 таких, что при всех b > a ≥ D,
b− a ≥ min{f(a), f(b)}/2 выполнены неравенства

mes PrΓ1 ∩ [a, b] ≥ δ(b− a), (15)

где "существенная" проекция PrΓ1 определяется равенством

PrΓ1 = {t|mes n−2Γ1 ∩ {x1 = t} ≥ δ1f
n−2(t)}. (16)

Тогда при s(x) ≡ 1 формула (6) определяет λ-разбиение области Ωf (см. §3). Та же
Π-последовательность определяет λ-разбиение и в случае неравномерно эллиптического
уравнения, если при некотором C > 0 выполнено условие локальной равномерности

s(x) 6 Cs(y), x, y ∈ Ω1
f,r, r > z0, (17)

где
Ωα

f,r = {(x1, x
′)
∣∣ max(z0, r − f(r)) < x1 < r + f(r), |x′| < f(x1)/α}.

Если же уравнение является вырождающимся, т.е. условие (17) не выполнено, мы тре-
буем, чтобы всюду было граничное условие Дирихле, т.е. Γ1 = ∂Ω и для простоты, огра-
ничимся случаем n = 2. Функция s(x) предполагается непрерывной в Ωf , а по переменной
x2 — четной, непрерывно дифференцируемой и невозрастающей в интервалах (0, f(x1)).
Кроме того, предполагается существование числа ν ∈ (1, 2) такого, что

∂

∂x2

((f(x1)− x2)
ν−2s(x1, x2)) ≥ 0, x ∈ Ω∞

z0
, x2 > 0. (18)
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Если f — непрерывная функция, то условию (18) удовлетворяет, например, функция вида

s(x1, x2) = β(x1)(f(x1) + ε(x1)− |x2|)µ, µ ∈ (0, 1),

с непрерывными функциями β(x1) > 0, ε(x1) ≥ 0 и таким ν ∈ (1, 2), что ν + µ < 2. В
частности, при ε(x1) ≡ 0 получаем вырождающееся на границе области уравнение.

Отметим, что, с нашей точки зрения, значение показателя вырождения уравнения µ > 1
на границе области не допустимо. В самом деле, в работе В.П. Михайлова [14], (см. также
[15], [16] ) доказано, что необходимым и достаточным условием существования L2-предела
на границе решения u(x) эллиптического уравнения является условие∫

Q

|∇u(x)|2r(x)dx < ∞, (19)

где r(x) — расстояние от точки x до границы ∂Q. В том случае, когда u(x) является
решением вырождающегося на границе области Q эллиптического уравнения с показате-
лем вырождения µ > 1, условие (19) может не выполняться. Это означает, что краевое
условие Дирихле как бы теряется. В таком случае постановка краевой задачи (1), (3) теря-
ет смысл. Более полно вопрос о принятии решением эллиптического уравнения краевого
условия Дирихле был изучен в работах А.К. Гущина [5], [7], [8] на основе установленного
свойства Cn−1(Q) непрерывности (и других, более глубоких свойств) решения эллипти-
ческого уравнения. Но и при этих более общих подходах к определению решения задачи
Дирихле условие (19) остается необходимым.

В § 3 доказано, что при выполнении условий (13), (18) Π-последовательность определяет
λ-разбиение.

Оценки (14) позволяют получить такое следствие из теоремы 1. Если решение исходной
задачи (1), (3) удовлетворяет условию

lim
r→∞

exp(−2k

r∫
z0

dt

f(t)
)

∫
Ω(r)

s|∇u|2dx = 0,

то u(x) равно нулю тождественно.
В последнюю формулу зависимость от выбора λ-разбиения области входит только через

постоянную k, которая определяется параметром θ. Легко видеть, что при больших θ
постоянная k ведет себя как C/

√
θ.

В области вращения Ωf для задачи Дирихле

div (s(x1)∇u) = 0 (1∗)

u
∣∣∣
∂Ωf

= 0 (3∗)

построен следующий пример неединственности решения.

Теорема 2. Пусть существует возрастающая последовательность положительных
чисел {zN}∞N=0, удовлетворяющая условиям

1

ω
6

zN+2 − zN+1

zN+1 − zN

6 ω, ω ≥ 1, N = 0,∞; (20)

1

ω1

(zN+1 − zN) 6 inf{f(x)|x ∈ [zN , zN+1]} 6 ω1(zN+1 − zN), ω1 ≥ 1, N = 0,∞. (21)

Пусть функция s(x1) удовлетворяет условию

s(x1) 6 Cs(y1), x1, y1 ∈ [r − f(r), r + f(r)], r > z0. (22)
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Тогда в области вращения Ωf существует неотрицательное ненулевое решение задачи
(1∗), (3∗), подчиняющееся оценке

u(x) 6 exp (κ∗N) , x ∈ ΩzN
f , N ≥ 1, (23)

c положительной постоянной κ∗, зависящей только от n.

Таким образом, для неравномерно эллиптического уравнения второго порядка в дивер-
гентной форме, в неограниченной области доказана точность класса единственности (10)
в том смысле, что постоянная k в показателе экспоненты не может быть заменена на
последовательность kN , возрастающую к бесконечности.

2. Доказательство теоремы 1

На множестве функций C∞
0 (Rn) определим билинейную форму

(u, v)1,Q =

∫
Q

(duv + s
n∑

i,j=1

uxi
vxj

)dx.

Через ‖v‖1,Q будем обозначать полунорму, порождаемую этой билинейной формой. В слу-
чае, когда Q = Ω, индекс Q опускаем. Пространство

◦
H(Ω; Γ1) определим как пополнение

пространства C∞
0 (Rn \ Γ1) по норме ‖v‖1. Пространство

◦
Hlc (Ω; Γ1) составим из функций

u таких, что при каждом N найдется функция v(x) ∈
◦
H(Ω; Γ1) такая, что u = v почти

всюду в ΩN .
Отметим, что из определения чисел λN

i следуют неравенства

λN
i

∫
ωN

i

s(x)g2dx 6
∫

ωN
i

(s(x)|∇g|2 + dg2)dx = ‖g‖2
1,ωN

i
, g ∈ C∞

0 (Rn\Γ1). (24)

Обобщенным решением задачи (1), (3) при f = 0 будем называть функцию

u(x) ∈
◦

Hlc (Ω; Γ1), удовлетворяющую интегральному тождеству:∫
Ω

[
n∑

i,j=1

aij(x)uxi
vxj

+
n∑

i=1

(ciuvxi
− biuxi

v) + duv]dx = 0 (25)

для любой функции v(x) ∈ C∞
0 (Rn\Γ1).

Доказательство теоремы 1. Построим определенную в Ω липшицеву функ-
цию ξ(x), удовлетворяющую условиям ξ(x) = 1 при x ∈ Ων , ξ(x) = 0 при
x ∈ Ω\ΩN+1, ξ(x) = exp(−k(N − ν)) (1 − min(1, dist(SN

i , x)/tNi )) при x ∈ ωN
i ,

ξ(x) = exp (−k(q − ν + min(1, dist(Sq
i , x)/tqi ))) при x ∈ ωq

i , q = ν, N − 1, i = 1, p.
Нетрудно установить следующие соотношения

|∇ξ| 6 exp(−k(N − ν))

tNi
, x ∈ ωN

i , i = 1, p; (26)

|∇ξ| 6 kξ

tqi
, x ∈ ωq

i , q = ν,N − 1, i = 1, p; (27)

max
Ωq+1

q

ξ(x) = ek min
Ωq+1

q

ξ(x), q = ν,N − 1; max
ΩN+1

N

ξ(x) = exp(−k(N − ν)). (28)

Подставим в (25) пробную функцию v = uξ2. Законность такой подстановки нетрудно
обосновать, приближая функцию v последовательностью функций vm ∈ C∞

0 (Rn \ Γ1) и
переходя к пределу при m →∞.
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Поскольку ξ = 0 в Ω\ΩN+1, имеем∫
ΩN+1

[
n∑

i,j=1

ξ2aijuxi
uxj

+ d ξ2u2

]
dx =

=

∫
ΩN+1

[
n∑

i,j=1

−2ξuaijuxi
ξxj

+
n∑

i=1

(
biξ

2uuxi
− ciu(ξ2uxi

+ 2uξξxi
)
)]

dx.

Заметив, что
N∑

i,j=1

(
biξ

2uuxi
− ciu(ξ2uxi

+ 2uξξxi
)
)

=
n∑

i,j=1

(
ξ2uuxi

(bi − ci)− 2u2ξξxi
ci

)
≤

≤ ξ2 |u| |b− c| |∇u| − 2u2ξ
∂ξ

∂c
,

нетрудно получить неравенство∫
ΩN+1

[
ξ2s|∇u|2 + d ξ2u2

]
dx 6

6
∫

ΩN+1

[
2Γsξ|∇ξ||u∇u|+ ξ2

(
s|∇u|2

4
+
|b− c|2u2

s

)
− 2u2ξ

∂ξ

∂c

]
dx

Условия (8) позволяют записать неравенство

ξ2|b− c|2u2

s
6

ξ2sdu2

2s
=

dξ2u2

2
,

с помощью которого устанавливаем, что

1

2

∫
ΩN+1

[
sξ2|∇u|2 + d ξ2u2

]
dx 6

∫
ΩN+1

[
4Γ2su2|∇ξ|2 − 2u2ξ

∂ξ

∂c

]
dx.

При x ∈ ωq
i , q = ν, N − 1 имеем:

−∂ξ

∂c
= kξ

∂dist(x, Sq
i )/t

q
i

∂c
≤ ξ

(
1

tqi

)2

k2Γ2s.

Теперь воспользуемся соотношениями (9), (26), (27), (28), учитывая то, что при
j = 0, ν − 1 ∇ξ = 0:∫

ΩN+1

[
sξ2|∇u|2 + d ξ2u2

]
dx 6

p∑
i=1

∫
ωN

i

exp (−2k(N − ν)) Γ2su2 8 + 4k

(tNi )2
dx+

+
N−1∑
j=ν

p∑
i=1

∫
ωj

i

Γ2sξ2u2 12k2

(tji )
2
dx. (29)

Из неравенства (24) и условия (5) следует оценка∫
ωj

i

s
u2(
tji
)2 ≤ θλj

i

∫
ωj

i

su2dx ≤ θ

∫
ωq

i

(
s |∇u|2 + du2

)
dx.

Применяя (28), заключаем, что
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(8 + 4k) exp(−2k(N − ν))Γ2

p∑
i=1

∫
ωN

i

su2

(tNi )
2dx + 12k2Γ2

N−1∑
j=ν

p∑
i=1

∫
ωj

i

ξ2 su2(
tji
)2dx ≤

≤ (8 + 4k) exp(−2k(N − ν))Γ2θ

∫
ΩN+1

N

(
s |∇u|2 + du2

)
dx+

+12k2Γ2θ exp(2k)

∫
ΩN

ν

ξ2
(
s |∇u|2 + du2

)
dx.

Поскольку ξ = 1 в Ων , благодаря выбору k, из (29) устанавливаем соотношение∫
Ων

(s|∇u|2 + d u2)dx ≤ C0e
−2k(N−ν)

∫
ΩN+1

N

(s|∇u|2 + d u2)dx.

Перейдем к пределу в правой части при N →∞. Учитывая (10), получим:∫
Ων

(s|∇u|2 + d u2)dx = 0

для любого ν. Из этого следует, что u = 0 в Ω. Теорема доказана.

3. Существование λ-разбиения

Пусть Ωf — область вращения и {zN}— Π-последовательность. Мы покажем, что форму-
ла (6) определяет разбиение области сначала для равномерно эллиптического уравнения с
краевыми условиями разных типов, а затем для уравнения, вырождающегося на границе
области, в случае краевого условия Дирихле.

Оценим колебание функции f на отрезке [zN , zN+1]. Пусть tN — точка минимума функ-
ции f(t) на отрезке [zN , zN+1]. Существование точки минимума следует из замкнутости
надграфика функции f . Очевидно из определения (12) последовательности {zN}, что

f(tN) ≤ zN+1 − zN , (30)

при этом неравенство возможно лишь при tN = zN+1. Покажем, что

zN+1 − zN ≤ f(t) ≤ w2f(tN), t ∈ [zN , zN+1). (31)
Левое неравенство сразу следует из (12). Пусть t∗ ∈ (zN , zN+1) — точка из малой окрест-
ности точки tN . Из (13) легко следует существование такого εN > 0, что выполнено нера-
венство

f(t) ≤ wf(t∗), t ∈ [zN − εN , zN+1 + εN ]. (32)
Очевидно также, что f(t∗) ≤ wf(tN). Неравенства (14) при c = ω2 являются простым
следствием (30),(31).

Покажем еще, что для Π-последовательности выполнено условие (20) с ω = ω2. При
помощи (30),(31),(32) установим неравенства

zN+1 − zN

zN − zN−1

≥ f(tN)

f(zN − εN)
≥ 1

ω2
,

zN+1 − zN

zN − zN−1

6
f(zN + εN−1)

f(tN−1)
6 ω2,

доказывающие (20).
Установим ещё два вспомогательных неравенства.
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Пусть E ⊂ [a, b] — измеримое подмножество и v ∈ C1[a, b]. Тогда
b∫

a

v2(t)dt ≤ 2(b− a)

mes E

∫
E

v2(t)dt + 4(b− a)2

b∫
a

v′
2
(t)dt. (33)

Действительно, из формулы Ньютона-Лейбница легко следует, что

v2(t)− v2(s) ≤
b∫

a

2|vv′|dτ.

Проинтегрируем это сначала по s ∈ E, затем по t ∈ [a, b]. Получим

mes E

b∫
a

v2(t)dt ≤ (b− a)

∫
E

v2(s)ds + (b− a)mes E

b∫
a

2|vv′|ds.

Применив неравенство 2|vv′| ≤ v2

2(b−a)
+ 2v′2(b− a), выводим (33).

Следующее неравенство для шара Bρ и его измеримого подмножества E является мно-
гомерным аналогом (33) для функции v ∈ C1(Bρ) :∫

Bρ

v2(x)dx ≤ mes Bρ

mes E

∫
E

v2(x)dx + C(n)ρ2 mes 2Bρ

mes 2E

∫
Bρ

|∇v|2dx. (34)

Для доказательства при произвольных x, y ∈ Bρ запишем соотношение

u(y)− u(x) =

|x−y|∫
0

∂u(x + rω)

∂r
dr, ω =

y − x

|y − x|
,

где (r, ω) — сферические координаты с центром в точке x. Обозначив через χ(r, ω) харак-
теристическую функцию шара Bρ, запишем неравенство

|u(x)| ≤ |u(y)|+
2ρ∫

0

χ|∇u(x + rω)|dr.

Проинтегрируем его по y ∈ E

|u(x)|mes E ≤
∫
E

|u(y)|dy +

∫
E

dy

2ρ∫
0

χ|∇u(x + rω)|dr

и оценим сверху правую часть следующим образом:∫
E

dy

2ρ∫
0

χ|∇u(x + rω)|dr ≤
2ρ∫

0

τn−1dτ

∫
S1

dω

2ρ∫
0

χ|∇u(x + rω)|dr =

=

2ρ∫
0

τn−1dτ

∫
Bρ

|∇u(ξ)|dξ

rn−1
=

(2ρ)n

n

∫
Bρ

|∇u(ξ)|dξ

|x− ξ|n−1
.

Получившееся неравенство

|u(x)|mes E ≤
∫
E

|u(y)|dy +
(2ρ)n

n

∫
Bρ

|∇u(ξ)|dξ

|x− ξ|n−1
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проинтегрируем по x ∈ Bρ :

mes E

∫
Bρ

|u(x)|dx ≤ mes Bρ

∫
E

|u(y)|dy +
(2ρ)n

n

∫
Bρ

|∇u(ξ)|dξ

∫
Bρ

dx

|x− ξ|n−1
.

Очевидно, что

(2ρ)n

∫
Bρ

dx

|x− ξ|n−1
≤ 2ρmes B2ρ.

Поэтому ∫
Bρ

|u(x)|dx ≤ mes Bρ

mes E

∫
E

|u(y)|dy +
(2ρ)n

n
ρ

∫
Bρ

|∇u(ξ)|dξ

 .

Положив теперь u = v2 и применив неравенство |∇u| = 2|v∇v| ≤ εv2 + ε−1|∇v|2, получим
(34).

Перейдем к оценке величины λN
1 снизу. Покажем сначала, что для множеств

Pr(N) = PrΓ1 ∩ [zN , zN+1] справедливы неравенства

mes Pr(N) ≥ δ(zN+1 − zN)/2, N = 0,∞. (35)

Пусть, для определенности, tN < (zN+1+zN)/2. Тогда zN+1−tN ≥ (zN+1−zN)/2 ≥ f(tN)/2.
Поэтому из (15) следует неравенство

mes [tN , zN+1] ∩ PrΓ1 ≥ δ(zN+1 − tN),

доказывающее (35). При tN ≥ (zN+1 + zN)/2 (35) устанавливается аналогично.
Возьмем произвольное t ∈ Pr(N). Запишем следующее неравенство в цилиндрических

координатах для функции v ∈ C∞
0 (Rn\Γ1)

f(t)∫
0

rn−2v2(t, r, ω)dr ≤ λ−1f 2(t)

f(t)∫
0

rn−2v2
r(t, r, ω)dr. (36)

Здесь ω — такая "угловая" координата, что (t, f(t), ω) ∈ Γ1. Множество таких ω обозначим
через E0

t . Очевидно, что в качестве λ можно взять первое собственное значение оператора
Лапласа в единичном шаре размерности n − 1 с условием Дирихле на границе. Через Et

обозначим следующее множество

Et = {(t, r, ω)|0 < r < f(t), ω ∈ E0
t }.

Положим также St = {(t, x′)| |x′| < f(t)}. Интегрируя (36) по ω ∈ E0
t , устанавливаем

неравенство ∫
Et

v2(t, x′)dx′ ≤ λ−1f 2(t)

∫
Et

v2
r(t, x

′)dx′. (37)

Пользуясь (16), находим, что mes St

mes Et
≤ σn−2

δ1
, где σn−2 — площадь единичной сферы. Нера-

венство (34) для St и Et запишется в виде∫
St

v2(t, x′)dx′ ≤ 2
σn−2

δ1

∫
Et

v2(t, x′)dx′ + C(n)f 2(t)
σ2

n−2

δ2
1

∫
St

|∇v(t, x′)|2dx′

Соединяя это с (37), устанавливаем, что∫
St

v2(t, x′)dx′ ≤ f 2(t)
C1(n)

δ2
1

∫
St

|∇v(t, x′)|2dx′. (38)
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Запишем теперь неравенство (33) в виде
zN+1∫
zN

v2(t, x′)dt ≤ 2(zN+1 − zN)

mes Pr(N)

∫
Pr(N)

v2(t, x′)dt + 4(zN+1 − zN)2

zN+1∫
zN

v2
t (t, x

′)dt.

Интегрируя последнее по x′ ∈ B(N) = {|x′| < f(tN)}, учитывая (35) и применяя (38),(31),
нетрудно установить, что∫

[zN ,zN+1]×B(N)

v2(x)dx ≤ C1(n)w4f 2(tN)

δδ2
1

∫
ωN

1

|∇v|2dx + 4(zN+1 − zN)2

∫
ωN

1

v2
t dx. (39)

Применим неравенство (34) на этот раз для St и Ẽt = {(t, x′) ∈ St|x′ ∈ B(N)} и учтем (31):∫
St

v2(t, x′)dx′ ≤ F

∫
Ẽt

v2(t, x′)dx′ + C(n)F 2w4f 2(tN)

∫
St

|∇v(t, x′)|2dx′.

Здесь в качестве F можно взять F = w2n−2. После интегрирования по t и применения
неравенства (39) будем иметь∫

ωN
1

v2dx ≤
(

C1(n)f 2(tN)w4(
F

δδ2
1

+ F 2) + 4(zN+1 − zN)2

)∫
ωN

1

|∇v|2dx.

Ввиду неравенства (30) отсюда следует оценка

1 ≤ θ(zN+1 − zN)2λN
1 .

Поскольку очевидно, что zN+1−zN = dist(SN , SN+1), то последнее неравенство доказывает,
что ΩN действительно является λ-разбиением при s = 1. Заметим, что из (31) следует
включение [zN , zN+1] ⊂ [zN , zN + f(zN)], поэтому ΩN останется λ-разбиением и при s,
удовлетворяющем условию (17).

Покажем теперь, что Π-последовательность определяет λ-разбиение в случае вырожда-
ющегося уравнения с краевым условием Дирихле. Установим некоторые оценки, анало-
гичные неравенству Харди-Литтльвуда [22].

Лемма 2. Пусть функция C(x) ∈ C1[0, h] невозрастающая и неотрицательная, ν > 1.
Тогда для любой функции g ∈ C∞

0 (0, h] справедливо неравенство:

h∫
0

C(x)x−νg2(x)dx 6

(
2

ν − 1

)2
h∫

0

C(x)x−ν(xg′)2dx. (40)

Доказательство. По формуле Ньютона-Лейбница имеем

Cx1−νg2

∣∣∣∣h
0

=

h∫
0

C ′x1−νg2dx + 2

h∫
0

Cx1−νgg′(x)dx + (1− ν)

h∫
0

Cx−νg2(x)dx

Учитывая, что C(h) ≥ 0, C ′(x) 6 0, можем записать неравенство

0 6 2

h∫
0

Cx1−νgg′(x)dx + (1− ν)

h∫
0

Cx−νg2(x)dx.
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Применяя неравенство 2ab 6 εa2 + b2/ε, ε = (ν − 1)/2, перепишем это в виде

(ν − 1)

h∫
0

Cx−νg2(x)dx 6
ν − 1

2

h∫
0

Cx−νg2(x)dx +
2

ν − 1

h∫
0

Cx−ν(xg′)2dx,

откуда и следует (40).

Теорема 3. Пусть для неубывающей функции q(x) ∈ C1[0, h] существует число
ν ∈ (1; 2) такое, что (xν−2q(x))′ 6 0. Тогда для g ∈ C∞

0 (0, h] справедливо неравенство:

h∫
0

g2(t)qdt 6 αh2

h∫
0

(g′(x))2qdx, (41)

где α =
(

4ν2−12ν+10
(ν−1)2

)
.

Доказательство. Возведя равенство √
qg(t) =

t∫
0

( q′

2
√

q
g(x) +

√
qg′(x))dx в квадрат,

нетрудно получить, что

qg2(t) 6

 t∫
0

q′2

2q
g2(x)dx + 2

t∫
0

qg′2(x))dx

h.

Проинтегрируем последнее неравенство по t ∈ [0, h]

h∫
0

qg2(t)dt 6 h2

 h∫
0

q′2

2q
g2(x)dx + 2

h∫
0

qg′2(x))dx

 . (42)

Из условия теоремы имеем: xν−2q′ + (ν − 2)qxν−3 6 0 или q′ 6
(2− ν)q

x
. Отсюда следует,

что
q′2

2q
6

(2− ν)2q

2x2
. Положим C(x) =

(2− ν)2qxν−2

2
. Из условия теоремы находим, что

C(x) невозрастающая.
Оценим второй интеграл неравенства (42), применив (40)

h∫
0

q′2

2q
g2(x)dx 6

h∫
0

C(x)x−νg2(x)dx 6

(
2

ν − 1

)2
h∫

0

C(x)x−ν(xg′)2dx =
2(2− ν)2

(ν − 1)2

h∫
0

q(x)g′2dx.

Тогда неравенство (42) примет вид:

h∫
0

qg2(t)dt 6 h2

2(2− ν)2

(ν − 1)2

h∫
0

q(x)g′2dx + 2

h∫
0

qg′2(x))dx

 .

Последнее совпадает с (41).
Пусть zN — построенная выше последовательность и выполнено условие (18). Тогда при

каждом x1 ≥ z0 для функций g(x2) ∈ C∞
0 [0, f(x1)) справедливо неравенство (41) в виде

f(x1)∫
0

s(x1, x2)g
2(x2)dx2 6 αf 2(x1)

f(x1)∫
0

s(x1, x2)g
′2(x2)dx2. (43)
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Используя это, можем записать оценки для g(x) ∈ C∞
0 (Ω)∫

ωN

s(x)g2(x)dx =

zN+1∫
zN

dx1

f(x1)∫
−f(x1)

s(x)g2(x)dx2 6

zN+1∫
zN

αf 2(x1)dx1

f(x1)∫
−f(x1)

s(x)g2
x2

(x)dx2 6

6 αM2

∫
ωN

s(x)g2
x2

(x)dx,

где M = max
[zN ;zN+1]

f(x). Отсюда следует соотношение λN
1 ≥ 1

αM2 . Выбирая θ = αω2 , с помо-

щью (30) и (31) получаем θλN
1 (zN+1 − zN)2 ≥ 1, т.е. формула (6) определяет λ-разбиение.

4. Доказательство теоремы 2

Доказательство теоремы 2 основано на неравенстве Гарнака (см., например, [4]) для
равномерно эллиптического уравнения

n∑
i,j=1

(aij(x)uxi
)xj

= 0.

В нашем случае равномерную эллиптичность уравнения (1*) в области Ω2
f,r при любом

r > z0 обеспечивает условие (22).
Сформулируем неравенство Гарнака в удобном для нас виде: для неотрицательного

решения u(x) уравнения (1*) в замкнутом шаре B(2ρ, w) ⊂ Ω2
f,r с центром в точке w ∈ Rn

справедливо неравенство
max
B(ρ,w)

u(x) 6 H min
B(ρ,w)

u(x), (44)

в котором постоянная H ≥ 1 зависит лишь от C, Γ, n.
Лемма. Пусть

Q = {(x1, x
′) ∈ Rn+1

∣∣ 0 < x1 < 1, | x′ |< δ}, Q̂ = Q ∪B(2ρ; (0,0)) ∪B(2ρ; (1,0)), ρ =
δ

2ω

где δ = ω−1
1 . Тогда существует Ĥ > 0 такое, что неотрицательное в Q̂ решение u(x1, x

′)
уравнения (1∗) удовлетворяет неравенству

u(1,0) 6 Ĥu(0,0). (45)

Доказательство. Поскольку шар B(2ρ; (0,0)) ⊂ Q̂, то, согласно неравенству (44), име-
ем

u(ρ,0) 6 max
B(ρ;(0,0))

u(x) 6 H min
B(ρ;(0,0))

u(x) 6 Hu(0,0). (46)

Далее построим последовательность касающихся шаров B(ρi,wi), первым и последним из
которых являются, соответственно, шары B(ρ; (0,0)) и B(ρ; (1,0)). Затем запишем нера-
венства, аналогичные (46). При этом радиусы шаров надо выбирать достаточно малыми,
чтобы B(2ρi,wi) ⊂ Q̂.

Доказательство теоремы 2. Обобщенным решением задачи (1∗), (3∗) назовем функ-
цию u(x) ∈

◦
H lc(Ωf ), удовлетворяющую интегральному тождеству∫

Ωf

s(x1)∇u∇vdx = 0 (47)

для любой функции v(x) ∈ C∞
0 (Ω).



24 А.Р. ГЕРФАНОВ, Ф.Х. МУКМИНОВ

При каждом натуральном K в области ΩzK
f рассмотрим задачу (1∗), (3∗) с граничным

условием

u
∣∣∣
z=zK

= AKζ(| x′ |) = φ(x′). (48)

Здесь ζ(t) ∈ C∞
0 (−f(zK), f(zK)) — четная неотрицательная функция типа шапочки. По-

стоянная AK подбирается так, чтобы

u(z0,0) = 1. (49)

Обобщенным решением задачи (1∗), (3∗), (48) в ΩzK
f назовем функцию uK(x) ∈

◦
H(Ωf ),

удовлетворяющую интегральному тождеству (47) для любой функции v ∈ C∞
0 (ΩzK

f ) и
граничному условию (48). Для любого натурального K ≥ 1 обобщенное решение задачи
(1∗), (3∗), (48) существует и единственно. Доказательство проводится обычными методами
(см. например [13]).

Далее покажем, что существует функция u ∈
◦
H lc(Ωf ) такая, что

(s(x1)∇(uK − u),∇v)Ωf
→ 0 при K → ∞; здесь v ∈ C∞

0 (Ωf ) — произвольная функция.
Для каждого K ≥ 1 найдем числа µ1

K :

‖µ1
K∇uK‖Ω

z1
f

= 1.

Выберем подпоследовательность uKi
такую, что µ1

Ki
uKi

⇀ v1 в H(Ωz1
f ). При этом пре-

дельная функция v1 может быть продолжена до некоторой функции из пространства
◦
H (Ωf ). Тогда, ввиду (24) µ1

Ki
uKi

⇀ v1 в L2,loc(Ω
z1
f ) и согласно теореме о среднем, уста-

навливаем поточечную сходимость этой последовательности, в частности в точке (z0,0):
µ1

Ki
uKi

(z0,0) → v1(z0,0) = µ1. Ввиду (49) имеем: µ1
Ki
→ µ1 при i → ∞, следовательно

uKi
⇀ v1/µ1 в H(Ωz1

f ) и v1 ∈
◦
H(Ωf ). Подпоследовательность uKi

переобозначим через u1
K .

Затем числа µ2
K выберем так, чтобы выполнялись равенства:

‖µ2
K∇u1

K‖Ω
z2
f

= 1.

Из последовательности u1
K выберем подпоследовательность u1

Ki
(переобозначим ее че-

рез u2
K), такую, что µ2

Ku2
K ⇀ v2 в H(Ωz2

f ). Повторяя предыдущие рассуждения установим,

что u2
K ⇀ v2/µ2 в H(Ωz2

f ), v2 ∈
◦
H(Ωf ). Ввиду единственности предела имеем: v1/µ1 = v2/µ2

в Ωz1
f . Продолжая это построение, выберем диагональную подпоследовательность uK

K та-
кую, что uK

K ⇀ u при K →∞ в H(ΩzN
f ) при каждом фиксированном N, N ≥ 1. Согласно

(24) uK
K ⇀ u при K → ∞ в L2,loc(Ω

zN
f ), при каждом фиксированном N, N ≥ 1, откуда,

используя теорему о среднем, несложно установить поточечную сходимость uK
K(x) → u(x)

при K →∞ для x ∈ Ωf . Предельная функция u(x) ∈
◦
H lc(Ωf ).

Покажем, что u(x) является обобщенным решением задачи (1∗), (3∗). По определению
обобщенного решения задачи (1∗), (3∗), (48) при каждом N ≥ 1 для любой функции
v ∈ C∞

0 (ΩzN
f ) справедливо интегральное тождество (47)∫

Ωf

s(x1)∇uK
K∇vdx = 0, K ≥ N.

Перейдя в нем к пределу при K → ∞, получим (47) для предельной функции
u(x) ∈

◦
H lc(Ωf ).

Из строгого принципа максимума следует, что uK(x) > 0 в ΩzK
f , поэтому u(x) ≥ 0 в

Ωf . Для областей вращения Ωf вида (11) докажем, что функция uK(x) в каждом сечении
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γz(f) = Ωf

⋂
{x1 = z} достигает своего максимума в центре сечения:

max
x′∈γz(f)

uK(z, x′) = uK(z,0), d < z < zK . (50)

Отметим, что из единственности решения задачи Дирихле следует осесимметричность
функции uK(x1, x

′). Действительно, в противном случае, повернув график функции uK

на ненулевой угол вокруг оси Ox мы получили бы новое решение задачи Дирихле. Таким
образом, в цилиндрических координатах функция uK(x1, r) удовлетворяет дифференци-
альному уравнению

s(x1)

(
uKx1x1

+ uKrr +
n− 1

r
uKr

)
+ sx1uKx1

= 0

в точках криволинейной трапеции Γf
zK

d . Поделим обе части последнего уравнения на s(x1)
и обозначим sx1

s
= h(x1). Продифференцировав после этого по r получаем

uKrx1x1
+ uKrrr +

n− 1

r
uKrr + huKrx1

=
n− 1

r2
uKr. (51)

Ввиду четности по аргументу r функция uKr(x1, r) на оси Ox равна нулю. По вы-
бору функции ζ(t) имеем неравенство uKr(zK , r) 6 0. Предположим сначала, что
f(x1) ∈ C2(d,∞), тогда на ∂Ωf определены значения производной uKr. Поскольку функ-
ция uK положительна внутри области, то uKr на границе
{(x1, r) ∈ R2

∣∣ d < x1 < zK , r = f(x1)} неположительна. Если uKr достигает максимума
внутри Γf

zK

d , то этот максимум положителен и из уравнения (51) в точке максимума полу-
чаем uKrx1x1

+ uKrrr > 0, что невозможно. Следовательно, функция uKr неположительна
всюду. Тогда функция uK в каждом сечении γz(f), d < z < zK достигает своего максимума
в центре сечения. В случае области ΩzK

f с негладкой функцией f(x1) следует приблизить
ее изнутри последовательностью гладких областей, сходящейся к ΩzK

f , и перейти к пото-
чечному пределу решений в этих областях, сохраняющему монотонность по r предельной
функции.

Докажем неравенство (23). Ввиду неравенств (20), (21) имеем включения

(zj,0) + (zj+1 − zj)Q̂ ⊂ Ωf , j = 0,∞ (52)

где левую часть следует понимать как гомотетию и параллельный перенос, примененные
к Q̂. По лемме 5 для пар (zj,0), (zj+1,0), j = 0,∞, справедливы неравенства

uK(zj+1,0) 6 ĤuK(zj,0). (53)

При j = 0 включение (52) может не выполняться, но тем не менее точка (z0,0) является
внутренней для области Ωf , поэтому неравенство (53) будет также справедливым и при
j = 0, возможно с другой постоянной Ĥ. Применяя неравенство (53) N раз, выводим
соотношения

uK(zN ,0) 6 ĤNuK(z0,0), N ≥ 1. (54)
Согласно строгому принципу максимума и (50), при любом N ≥ 1 для любой точки

x ∈ ΩzN
f при всех K ≥ N выводим неравенства

uK(x) 6 max
∂Ω

zN
f

uK(x) = max
γzN

(f)
uK(x,y) = uK(zN ,0).

Далее, применяя (54), (49), заключаем неравенства

uK(x) 6 ĤN , x ∈ ΩzN
f , K ≥ N,

из которых предельным переходом при K → ∞ при фиксированном N получаем (23).
Теорема 2 доказана.
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