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Аннотация. В работе исследуется формула регуляризованного следа возмущений из
класса Шатена-фон Неймана (σp, p ∈ N) дискретных самосопряженных операторов.
Доказано равенство нулю регуляризованного следа с вычетом (p− 1) поправок теории
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1. Введение

Пусть L0 полуограниченный снизу самосопряженный дискретный оператор в сепара-
бельном гильбертовом пространстве H, V = V ∗ – ограниченный оператор в H. Через λk
и µk, k = 1, 2, ... обозначим собственные числа операторов L0 и L = L0 + V , пронуме-
рованные в порядке роста с учетом их кратности, через fk – ортонормированный базис
в H из собственных функций оператора L0, соответствующих собственным числам λk;
N(λ) =

∑
λk<λ

1 – функцию распределения спектра оператора L0; σp, p ∈ N – класс компакт-

ных операторов Шатена-фон Неймана.
Из результатов работы М.Г. Крейна [1], в частности для дискретных операторов, выте-

кает, если V = V ∗ ∈ σ1, т.е. оператор V – ядерный, то верны соотношения

∞∑
k=1

(µk − λk) = SpV =
∞∑
k=1

(V fk, fk) , (1)

то есть

∞∑
k=1

(µk − λk − (V fk, fk)) = 0. (2)

Далее были многочисленные попытки доказать формулу (2) для неядерных возмущений
V . Отметим наиболее существенные работы в этом направлении.

Kh.Kh. Murtazin, Z.Yu. Fazullin, Formula of the regularized trace for perturbation in the
Schatten-von Neumann of discrete operators.
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В работе [2] для произвольных ограниченных возмущений V (не обязательно самосо-
пряженных), если резольвента R0(z) = (L0 − z)−1 ядерный оператор, то доказано, что
существует подпоследовательность натуральных чисел {nm}∞m=1 такая, что

lim
m→∞

nm∑
k=1

(µk − λk − (V fk, fk)) = 0. (3)

В работе [3] для произвольных ограниченных самосопряженных возмущений V , фор-
мула (2) доказана при более слабом ограничении, а именно, когда N(λ) = o(λ), λ→∞.

Далее для произвольных компактных возмущений V справедливость формулы (3) в
работе [2] была установлена при выполнении следующих двух условий:

1) существует δ ≥ 0 такой, что оператор V Lδ0 продолжается до ограниченного;
2) L−(1+δ)

0 – ядерный оператор.
В работе [3] для произвольных компактных V = V ∗ возмущений формула (3) доказана

при условии, что N(λ) = O(λ), λ→∞.
Как видим из вышеприведенных утверждений для произвольных ограниченных и ком-

пактных возмущений, для доказательства справедливости формулы (3) приходится на-
кладывать условие на функцию распределения спектра N(λ) невозмущенного оператора
L0, в то время как для возмущений V ∈ σ1 нет необходимости накладывать условие на
рост функции N(λ) (см. формулу (2)).

Следующее продвижение в этом направлении было сделано в работе [3], где получен
аналог формулы (1) для возмущений Гильберта-Шмидта (V ∈ σ2), и доказано, что фор-
мула (3)(равенство нулю регуляризованного следа с вычетом первой поправки теории воз-
мущений) для возмущений V = V ∗ ∈ σ2 справедлива без ограничений на функцию N(λ).
Следовательно, естественно возникает вопрос: сколько поправок теории возмущений нуж-
но вычесть для равенства нулю регуляризованного следа, в случае возмущений из класса
σp, p ≥ 3, и при этом не накладывать ограничения на рост функции N(λ). Частичный
ответ на этот вопрос был дан в работе [2], где авторы доказали равенство нулю регуля-
ризованного следа с вычетом (p − 1) поправок теории возмущений (см. формулу (4) в
данной работе) для возмущений из класса σp, p ≥ 2 при условии существования системы
расширяющихся лакун в спектре невозмущенного оператора L0. Последнее означает, что
существует подпоследовательность {nm}∞m=1 такая, что λnm+1 − λnm → ∞ при m → ∞, и
является довольно жестким условием в теории возмущений. В данной работе нам удалось
снять это условие и ответить на поставленный выше вопрос.

Для формулировки основного результата работы введем обозначения
R0(z) = (L0 − z)−1, R(z) = (L− z)−1,

rm = λnm+1+λnm

2
, Γm = {z : |z| = rm} .

Cправедлива:
Теорема. Пусть существует δ > 0 и подпоследовательность {nm}∞m=1 ⊂ N такая,

что λnm+1 − λnm ≥ δ. Тогда для V = V ∗ ∈ σp, 3 6 p, p ∈ N

lim
m→∞

nm∑
k=1

(
µk − λk −

p−1∑
l=1

α
(m)
l

)
= 0, (4)

где α(m)
l = (2πi)−1(−1)lSp

∮
Γm

z(R0(z)V )lR0(z)dz – l-я поправка теории возмущений.

Предварительно докажем вспомогательные утверждения, касающиеся расстановки ско-
бок суммирования.

Лемма 1. Пусть существует δ > 0 и подпоследовательность {nm}∞m=1 ⊂ N такая,
что λnm+1 − λnm ≥ δ. Тогда для любого компактного оператора V в H
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lim
m→∞

max
|z|=rm

‖V R0(z)‖ = 0. (1.1)

Доказательство. Пусть f ∈ H, поскольку

R0(z) =
∞∑
k=1

(f,fk)fk
λk−z

,

для любого N ∈ N и z ∈ Γm

‖R0(z)f‖2 =
N∑
k=1

|(f,fk)|2

|λk−z|2
+

∞∑
k=N+1

|(f,fk)|2

|λk−z|2
.

При данном f , так как |λk − z| ≥ δ
2
, k ∈ N и

∞∑
k=1

|(f, fk)| = ‖f‖2 < ∞, за счет выбора N
второе слагаемое можно сделать сколь угодно малым, т.е.

∞∑
k=N+1

|(f, fk)|2

|λk − z|2
6

4

δ2

∞∑
k=N+1

|(f, fk)|2 <
ε

2
. (1.2)

Зафиксируем N , тогда при z ∈ Γm, m >> N имеем

N∑
k=1

|(f, fk)|2

|λk − z|2
6

CN

|λN − z|2
N∑
k=1

|(f, fk)|2 <
ε

2
, (1.3)

поскольку |λN − z| → ∞ при m→∞.
Следовательно, из (1.2) и (1.3) заключаем, что для произвольного f ∈ H

lim
m→∞

max
|z|=rm

‖R0(z)f‖ = 0. (1.4)

Далее, так как V – компактный оператор, его можно представить в виде [4, гл: IX,
лемма 9.11]

V = K1n +K2n, (1.5)

где K1n – конечномерный оператор, а оператор K2n такой, что ‖K2n‖ → 0 при
n → ∞. Поскольку, для любого конечномерного оператора справедливо представление

K1n =
n∑
j=1

(·, ψj)ϕj,

имеем

K1nR0(z) =
n∑
j=1

(·, R∗0(z)ψj)ϕj, z ∈ Γm.

Cледовательно,

‖K1nR0(z)‖ 6
n∑
j=1

‖R∗0(z)ψj‖ ‖ϕj‖, z ∈ Γm,

отсюда, согласно (1.4) и представления (1.5), заключаем справедливость
соотношения (1.1).

Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Пусть V – произвольный компактный оператор в H и предположим, что

существует подпоследовательность {nm}∞m=1 ⊂ N такая, что λnm+1 − λnm ≥ δ, δ > 0.
Тогда внутри контуров Γm содержится одинаковое количество собственных чисел опе-
раторов L0 и L = L0 + V .

Доказательство. Поскольку D(L0) ⊆ D(V ) = H, семейство операторов Lx = L0 + xV ,
x ∈ [0, 1] является голоморфным семейством типа (А)[6, гл: VII]. Следовательно, согласно



112 X.X. МУРТАЗИН, З.Ю. ФАЗУЛЛИН

аналитической теории возмущений [6, гл: VII], собственные значения λn(x) операторов Lx,
по крайней мере, являются непрерывными функциями параметра x. Далее, пусть m >> 1
и z ∈ Γm тогда в силу леммы 1

‖xV R0(z)‖ 6 ‖V R0(z)‖ < 1,

поэтому все z ∈ Γm при m >> 1 принадлежат резольвентному множеству операторов Lx,
так как

Rx(z) = (Lx − zI)−1 =
∞∑
k=0

(−1)kR0(z) [xV R0(z)]k, z ∈ Γm

сходится. Следовательно, согласно теорем 3.16 и 3.18 гл: IV из [6], собственные значе-
ния λn(x) (непрерывные функции параметра x) семейства операторов Lx не пересекают
контура Γm, при x ∈ [0, 1].

Лемма 2 доказана.

Доказательство теоремы. Согласно лемме 1, при m >> 1, z ∈ Γm ‖V R0(z)‖ < 1.
Следовательно, для резольвенты возмущенного оператора L справедливо представление

R(z) =
∞∑
l=o

(−1)l(R0(z)V )lR0(z).

Так, что для p ≥ 3 имеем

R(z)−R0(z)−
p−1∑
l=1

(−1)l(R0(z)V )lR0(z) = Gp(z) z ∈ Γm, (1.6)

где

Gp(z) =
∞∑
l=p

(−1)l(R0(z)V )lR0(z) = (−1)p(R0(z)V )pR(z) =

= (−1)p(R0(z)V )p−1R(z)V R0(z). (1.7)

Отсюда следует, что Gp(z) – ядерный оператор, поскольку V ∈ σp.
Справедлива
Лемма 3. При m >> 1 ∮

Γm

SpGp(z)dz = 0.

Доказательство. Согласно (1.7) достаточно показать, что при l ≥ p∮
Γm

Sp(R0(z)V )lR0(z)dz = 0. (1.8)

Для этого введем операторы
Lx = L0 + xV ,

Rx(z) = (Lx − z)−1, 0 6 x 6 1.

Хорошо известно [6, гл. I,§4, п. 5 и §5, п. 2], что существует ds

dxs
Rx(z) в равномерной топо-

логии при z ∈ Γm и

ds

dxs
Rx(z) = s![Rx(z)V ]sRx(z), (1.9)

причем при x = 0 Rx(z) = R0(z), а при x = 1 Rx(z) = R(z).
Далее, легко заметить, что при m >> 1

Sp

∮
Γm

Rx(z)V Rx(z)dz = 0, (1.10)
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следовательно, дифференцируя (1.10), согласно (1.9), находим, что для всех l ≥ p∮
Γm

Sp[Rx(z)V ]lRx(z)dz = 0. (1.11)

Полагая в (1.11) x = 0, получим (1.8). Лемма 3 доказана.
Далее, поскольку V ∈ σp, p ≥ 3, оператор Gp – ядерный, применяя к обеим частям

равенства (1.6) оператор Sp

(
− 1

2πi

∮
Γm

( · )zdz

)
, получим

nm∑
k=1

(
µk − λk −

p−1∑
l=1

α
(m)
l

)
= β

(m)
p ,

где β(m)
p = −(2πi)−1

∮
Γm

zSpGp(z)dz.

Следовательно, для доказательства теоремы, достаточно показать, что

lim
m→∞

β(m)
p = 0. (1.12)

С этой целью введем проекторы
Qm = −(2πi)−1

∮
Γm

R(z)dz, Q0
m = −(2πi)−1

∮
Γm

R0(z)dz,

Q⊥m = I −Qm, Q0⊥
m = I −Q0

m,
и операторы

Rm1(z) = R(z)Qm, Rm2(z) = R(z)Q⊥m,
R0
m1(z) = R0(z)Qm, R0

m2(z) = R0(z)Q0⊥
m .

Для наглядности изложения докажем (1.12) при p = 3
Лемма 4. Если V ∈ σ3, то∮

Γm

zSp
{

(R0
ms(z)V )2Rms(z)V R0

ms(z)
}
dz =

=

∮
Γm

Sp
{

(R0
ms(z)V )2Rms(z)V R0

ms(z)
}
dz = 0, s = 1, 2. (1.13)

Доказательство. Справедливость соотношений (1.13) при s = 2 следует из того, что
оператор-функции R0

m2(z) и Rm2(z) внутри контура Γm не имеют особенностей.
Пусть f(z) = zlSp {(R0

m1(z)V )2Rm1(z)V R0
m1(z)}, l = 0, 1. Поскольку все особенности

функции f(z) расположены внутри контура Γm и∑
λj ,µj

res f(z) = −resz=∞f(z).

Поэтому, справедливость соотношений (1.13) следует из разложения при z ∈ Γm
f(z) = zl

{
a4
z4

+ a5
z5

+ ...
}
, l = 0, 1.

Лемма 4 доказана.
Заменяя интегрирование по контуру Γm на интегрирование по прямой

zm = {rm + it, t ∈ R}. Из (1.7), лемм 3 и 4 находим, что

β
(m)
3 = (2πi)−1

nm∑
k=1

∞∫
−∞

t(λk − rm − it)−2[(V Ro
m1(rm + it)Rm2

(rm + it)V fk, fk) + (V R0
m2(rm + it)V Rm1(rm + it)V fk, ffk)+
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+(V R0
m2(rm + it)V Rm2(rm + it)V fk, fk)]dt+

+(2πi)−1
∞∑

k=nm+1

∞∫
−∞

t(λk − rm − it)−2[(V R0
m1V Rm2(rm + it)V fk, fk)+

+(V R0
m2(rm + it)V Rm1(rm + it)V fk, fk)+

+(V R0
m1(rm + it)V Rm1(rm + it)V fk, fk)]dt.

Докажем, что каждое из шести слагаемых стремится к нулю при m→∞.
Ограничимся доказательством утверждения для первого слагаемого β(m)

31 , для осталь-
ных слагаемых рассуждения и выкладки доказательства совершенно анологичные.

Итак, используя полярное представление ограниченного оператора, поскольку [6, с. 421]
U |V |U∗ = |V ∗| = |V |

и неравенство Коши-Буняковского, имеем оценку
|(V R0

m1(z)V Rm2(z)V fk, fk)|2 6 (V R∗m2(z) |V |Rm2(z)V fk, fk) · (V R∗0m1(z) |V |Rm1(z)V fk, fk) .

На основе этой оценки и неравенства Гельдера находим, что∣∣∣β(m)
31

∣∣∣ 6 {γ(m)
31

} 1
2 ·
{
ω

(m)
31

} 1
2
, (1.14)

где

γ
(m)
31 = 1

2π

nm∑
k=1

∞∫
−∞
|t| ((λk − rm)2 + t2)−1(V R∗m2(z) |V |Rm2(z)V fk, fk)dt,

ω
(m)
31 = 1

2π

nm∑
k=1

∞∫
−∞
|t| ((λk − rm)2 + t2)−1(V R∗0m1(z) |V |R0

m1(z)V fk, fk)dt,

z = rm + it.
Теперь покажем, что γ(m)

31 → 0 при m → ∞. Для этого, используя интегральное пред-
ставление, при z = rm + it

(V R∗m2(z) |V |Rm2(z)V fk, fk) =
∞∫

µnm+1

ds
∞∫

µnm+1

dτ (V [E(s)−Qm]|v|[E(τ)−Qm]V fk,fk)
(s−rm+it)2(τ−rm−it)2

и оценку
|(V [E(s)−Qm] |V | [E(τ)−Qm]V fk, fk)| 6

6 1
2
{(V [E(s)−Qm] |V | [E(s)−Qm]V fk, fk) + (V [E(τ)−Qm] |V | [E(τ)−Qm]V fk, fk)} ,

находим, что (z = rm + it)

|(V R∗m2(z) |V |Rm2(z)V fk, fk)| 6 π
|t|

∞∫
µnm+1

(V [E(s)−Qm]|V |[E(s)−Qm]V fk,fk)
(s−rm)2+t2

ds,

следовательно,

γ
(m)
31 6

π

8

∞∫
µnm+1

1

(s− rm)3
Sp(V [E(s)−Qm] |V | [E(s)−Qm]V )ds. (1.15)

Далее, пусть {αi}∞i=1 = σ(V ) – спектр оператора V , {ψi}∞i=1 – соответствующая последо-
вательность собственных функций, тогда согласно неравенству Гельдера

Sp(V [E(s)−Qm] |V | [E(s)−Qm]V ) =
∞∑
i=1

|αi|2 (|V | [E(s)−Qm]ψi, [E(s)−Qm]ψi) 6

6 (
∞∑
i=1

|αi|3)
2
3 · (

∞∑
i=1

(|V | [E(s)−Qm]ψi, [E(s)−Qm]ψi)
3)

1
3 . (1.16)
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Так как
(|V | [E(s)−Qm]ψi, [E(s)−Qm]ψi)

3 6 (|V |3 [E(s)−Qm]ψi, [E(s)−Qm]ψi)

и
Sp[E(s)−Qm] |V |3 [E(s)−Qm] 6 Sp(Q⊥m |V |

3Q⊥m),
из (1.15)–(1.16) получим, что

γ
(m)
31 6 C

(µnm+1−rm)2
Sp(Q⊥m |V |

3Q⊥m)
1
3 , C > 0.

Откуда, поскольку µnm+1 − rm ≈ 2(λnm+1 − λnm), при m → ∞, заключаем, что γ(m)
31 → 0

при m→∞. Аналогично устанавливается, что ω(m)
31 6 CSp(Q⊥m |V |

3Q⊥m).

Cледовательно, согласно (1.14) доказано, что β(m)
31 → 0 при m→∞.

Совершенно аналогично исследуются слагаемые β(m)
3i , i = 2, 6. Теорема доказана.
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