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О БЕЗУСЛОВНЫХ БАЗИСАХ ИЗ ЭКСПОНЕНТ
В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

НА ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОСИ

А.А. ЮНУСОВ

Аннотация. Доказано, что если в интегрально-весовом пространстве функций на ин-
тервале (−1; 1) L2(h) существует безусловный базис из экспонент, и целая функция,
порождающая этот базис, удовлетворяет некоторому условию, то пространство L2(h)
как нормированное пространство изоморфно классическому пространству L2.
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1. Введение

В статье рассматривается задача о существовании безусловных базисов из экспонент
в гильбертовых пространствах

L2(h) = {f ∈ Lloc(−1, 1) : ||f ||2 =

∫ 1

−1
|f(t)|2e−2h(t)dt <∞},

где h — выпуклая функция на (−1, 1).
В классическом случае, когда h(t) ≡ 0, система Фурье {eπni}n∈Z образует ортонормиро-

ванный базис. Очевидно, что в других случаях ортонормированных базисов из экспонент
в пространствах L2(h) не может быть. Понятие базиса Рисса введено в [1] и обозначает
образ ортонормированного базиса при ограниченном обратимом операторе.

Система элементов {ek, k = 1, 2, ...} в гильбертовом пространстве называется безуслов-
ным базисом ([2], [3]), если она полна, и найдутся числа c, C > 0, такие, что для любого
набора чисел c1, c2, ..., cn выполняется соотношение

c

n∑
j=1

|ck|2||ek||2 ≤ ||
n∑
j=1

ckek||2 ≤ C

n∑
j=1

|ck|2||ek||2.

Известно (см. [4],[5]), что если система {ek, k = 1, 2, ...} — безусловный базис, то любой
элемент пространства H единственным образом представляется в виде ряда

x =
∞∑
k=1

xkek,

причем

c

∞∑
k=1

|xk|2||ek||2 ≤ ||x||2 ≤ C

∞∑
k=1

|xk|2||ek||2.
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Безусловный базис {ek, k = 1, 2, ...} становится базисом Рисса тогда и только тогда, когда
0 < inf ||ek|| ≤ sup ||ek|| <∞.

В работе [6] было начато изучение безусловных базисов из экспонент в гильбертовых
подпространствах пространства H(D) аналитических в ограниченной выпуклой области
D ⊂ C функций, и для пространства Смирнова E2(D) на выпуклом многоугольнике были
построены безусловные базисы из экспонент. В работе [7] рассмотрен вопрос о существо-
вании базисов из экспонент в E2(D) на выпуклой области D с гладкой границей. В дис-
сертации [8] доказано, что в пространствах Смирнова на выпуклых областях, содержащих
на границе гладкую дугу, безусловных базисов из экспонент не существует. В [9] показано,
что в пространствах Бергмана на выпуклых областях, на границе которых есть точка с
ненулевой кривизной, безусловных базисов из экспонент не существует.

В диссертации [10] доказан аналог этого результата в весовых пространствах L2(h): при
определенных условиях регулярности роста весовой функции h(t), если для любого k ∈ N

eh(t)(1− |t|)k −→∞, |t| −→ 1,

то в пространстве L2(h) безусловных базисов из экспонент не существует.
Единое внутреннее содержание задач о безусловных базисах из экспонент в простран-

ствах Смирнова, Бергмана и в пространствах L2(h) становится ясной, если с помощью
преобразования Фурье-Лапласа перейти к эквивалентной задаче о безусловных базисах
из воспроизводящих ядер в гильбертовых пространствах целых функций.

Если X — некоторое гильбертово пространство функций, в котором совокупность всех
экспонент eλz, λ ∈ C, полна, то преобразование Фурье-Лапласа, которое каждому линейно
непрерывному функционалу S ∈ X∗ ставит в соответствии функцию

Ŝ(λ) = S(eλz), λ ∈ C,

взаимно однозначно отображает сопряженное пространство X∗ на некоторое простран-
ство функций X̂. При естественных условиях на исходное пространство X пространство
X̂ оказывается гильбертовым пространством целых функций с наведенной из X∗ струк-
турой, в котором точечные функционалы F −→ F (z) оказываются ограниченными для
всех z ∈ C. Тем самым, в силу самосопряженности гильбертовых пространств возникает
воспроизводящее ядро [11] K(λ, z):

(F (λ), K(λ, z))X̂ = F (z), ∀F ∈ X̂.
Из простых функционально-аналитических соображений следует, что система экспонент
eλkz, k ∈ Z, будет безусловным базисом в X тогда и только тогда, когда система
K(λ, λk), k ∈ Z, будет безусловным базисом в X̂.

Задача о безусловных базисах из воспроизводящих ядер в весовых пространствах целых
функций изучалась многими авторами. Например, в работах [12]–[15] рассматривались
весовые пространства целых функций

H(ϕ) = {F ∈ H(C) : ||F ||2 =

∫
C
|F (z)|2e−2ϕ(z)dm(z) <∞},

где ϕ — некоторая субгармоническая функция на плоскости, dm(z) — плоская мера Лебе-
га. В работе [13] в предположении некоторой регулярности роста функции ϕ(z) = ϕ(|z|)
доказано, что если

ln2 t = o(ϕ(t)), t −→∞,
то в пространстве H(ϕ) безусловных базисов из воспроизводящих ядер не существует,
а в пространствах с весом

ϕ(t) = O(ln2 t), t −→∞,
— существуют.
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В работе [16] доказано общее условие на функцию Бергмана весового пространства
целых функций, при выполнении которого безусловного базиса из воспроизводящих ядер
в этом пространстве не существует.

Результаты работы [13] наводят на мысль о некоторой устойчивости существования
безусловных базисов в весовых пространствах при "возмущениях" веса. Дело в том, что
пространства H(ϕ), когда ϕ(λ) = O(ln |λ|), λ −→ ∞, становятся конечномерными и, тем
самым, в них существуют безусловные базисы из воспроизводящих ядер. Возникает пред-
положение, что для весов h, достаточно медленно растущих при |t| −→ 1, в пространстве
L2(h) могут существовать безусловные базисы из экспонент, поскольку они существуют
в классическом пространстве L2. Доказанная в этой статье теорема 1 является скорее
аргументом против такого предположения.

2. Обозначения, предварительные сведения и формулировка утверждений

Утверждение о том, что для двух неотрицательных функций f, g при некоторой посто-
янной C выполняется оценка f(x) ≤ Cg(x),∀x ∈ X, будем обозначать символом ≺:

f(x) ≺ g(x), x ∈ X.

Соответствующий смысл имеют символы � и �.
В работе [17] доказано, что пространство L̂2(h) преобразований Фурье-Лапласа непре-

рывных функционалов на L2(h) как нормированное пространство изоморфно простран-
ству целых функций экспоненциального типа с нормой

||F ||2 :=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

|F (x+ iy)|2

K(x)
dydh̃(x), (1)

где
h̃(x) = sup

|t|<1

(xt− h(t))

— сопряженная по Юнгу к функции h и

K(x) = ||e(x+iy)t||2 =

∫ 1

−1
e2xt−2h(t)dt.

Если δz : F (·) −→ F (z) — точечный функционал на L̂2(h), то по определению преобразо-
вания Фурье-Лапласа

||δz||2L̂2(h)∗
= ||ezt||2 = K(<z).

Пусть система экспонент {eλkt, k ∈ Z} образует безусловный базис в пространстве L2(h)
и Sk, k ∈ Z — биортогональная система. Положим

L(λ) := (λ− λ0)Ŝ0(λ).

Тогда

Ŝk(λ) =
L(λ)

L′(λk)(λ− λk)
, k ∈ Z,

и эта система образует безусловный базис в пространстве L̂2(h), тем самым,∣∣∣∣∣∣∣∣ L(λ)

L′(λk)(λ− λk)

∣∣∣∣∣∣∣∣2 =
1

K(λk)
. (2)

По формуле (1) имеем (λ = x+ iy)∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ L(λ)

L′(λk)(λ− λk)

∣∣∣∣2 dydh̃(x)

K(x)
� 1

K(<λk)
, k ∈ Z. (3)
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Целую функцию L в дальнейшем будем называть порождающей функцией безусловного
базиса. В известных нам примерах безусловных базисов для конструкции базиса берет-
ся порождающая функция, удовлетворяющая очень жестким условиям на асимптотику
в бесконечности. Для описания систем экспонент, образующих безусловный базис в клас-
сическом пространстве L2, Б.Я. Левиным было введено понятие целой функции типа си-
нуса. В дальнейшем это понятие было обобщено для конструкции безусловных базисов
в пространствах Смирнова ([6],[7]). В работе [17] дано более общее определение функции
типа синуса для субгармонической функции.

Определение 1. Пусть u непрерывная субгармоническая функция на плоскости и
τ(u, z) – радиус наибольшего круга с центром в точке z, в котором функция u отклоня-
ется от пространства гармонических функций на этом круге не более чем на 1. Функ-
цией типа синуса для функции u будем называть целую функцию L, удовлетворяющую
условиям

1. Все нули zn, n ∈ N, функции L простые и при некотором ε > 0 круги B(zn, ετ(u, zn)),
n ∈ N, попарно не пересекаются.

2. При любом ε > 0 вне множества кругов B(zn, ετ(u, zn)), n ∈ N, выполняется соот-
ношение

| ln |L(z)| − u(z)| ≤ A(ε).

Из соображений субгармоничности и из определения величины τ(u, z) вытекает свойство
2′. Для всех z ∈ C выполняется оценка сверху

ln |L(z)| ≤ |u(z)|+ A1(ε).

Целые функции типа синуса в таком общем смысле использованы для построения без-
условных базисов в пространствах Бергмана на выпуклых многоугольниках [22] и в про-
странствах H(ϕ) ([13]). Поскольку пространство L̂2(h) инвариантно относительно сдвигов
вдоль мнимой оси, то порождающую функцию безусловного базиса естественно искать
среди функций типа синуса для некоторой субгармонической функции, зависящей толь-
ко от реальной части своего аргумента, то есть для некоторой выпуклой функции од-
ной переменной u(x). Такая целая функция в любой полосе {λ : |<λ| < q} вне кругов
Bk(δ) := B(λk, δ) (λk - нули функции L) при любом δ > 0 будет удовлетворять условию

|L(λ)| � 1, |<λ| < q, λ /∈
⋃
k

Bk, (4)

причем для некоторого δ > 0 круги Bk(δ) попарно не пересекаются.
Теорема 1. Пусть порождающая функция L некоторого безусловного базиса в про-

странстве L2(h) удовлетворяет условию (4). Тогда пространство L2(h) как нормиро-
ванное пространство изоморфно классическому пространству L2.

Для доказательства этой теоремы нам нужны будут следующие факты о безусловных
базисах и порождающих функциях. Из определения безусловности базиса следует соот-
ношение (см., например, [9])

1

P
K(z) ≤

∑
k

|L(z)|2K(zk)

|L′(zk)|2|z − zk|2
≤ PK(z), z ∈ C, (5)

где P — некоторая положительная постоянная. Введем более общую характеристику для
непрерывных на плоскости функций.
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Определение 2. Для непрерывной в B(z, r) функции f положим

‖f‖r = max
w∈B(z,r)

|f(w)|.

Пусть d(f, z, r) — расстояние от функции f до пространства гармонических в B(z, r)
функций:

d(f, z, r) = inf{‖f −H‖r, H − гармонична в B(z, r)}.
Для непрерывной на C функции u и положительного числа p положим

τ(u, z, p) = sup{r : d(u, z, r) ≤ p}.

В работе [21] показано (лемма 1.1), что в случае, когда u — непрерывная субгармо-
ническая функция, величина τ = τ(u, λ, p) вполне определяется условием: если H(z) —
гармоническая мажоранта функции u в круге B(λ, τ), то

max
z∈B(λ,τ)

(H(z)− u(z)) = 2p.

Эту величину определим для функции u(λ) = lnK(λ) и числа ln(5P ), где P — константа
из соотношения (5). В дальнейшем ее будем обозначать просто через через τ(λ).

Теорема A. (см. [9], теорема 1).
1. В любом круге B(λ, 2τ(λ)) содержится хотя бы один нуль λk функции L.
2. Для любых n, k, n 6= k, выполняется неравенство

|λk − λn| ≥
max(τ(λk), τ(λn))

10P
3
2

.

3. Для любого k в круге B(λk,
τ(λk)

20P
3
2

) справедливо соотношение

1

56P 8
K(λ) ≤ K(λk)|L(λ)|2

|L′(λk)|2|λ− λk|2
≤ PK(λ).

Из пункта 1 данной теоремы выводится оценка производных около мнимой оси, которая
вместе с (5) влечет оценку самой функции на всей плоскости.

Лемма 1. Если порождающая функция L ограничена сверху по модулю на двух вер-
тикальных прямых, то для любого q > 0 выполняются оценки

sup
|<λk|≤q

|L′(λk)| <∞, sup
λ∈C
|L(λ)|e−h̃(<λ) <∞.

В предположении нижних оценок на порождающую функцию с помощью соотношения
(3) получим нижние оценки на производных |L′(λk)|, которые вместе с (5) дают нижние
оценки на саму функцию вне окрестностей нулей.

Лемма 2. Пусть порождающая функция L безусловного базиса в пространстве L2(h)
удовлетворяет условию: для некоторого q > 0 и для всех δ > 0

|L(λ)| � 1, |<λ| < q, λ /∈
⋃
k

Bk,

причем при некотором δ круги Bk(δ) попарно не пересекаются. Тогда для всех k выпол-
няется нижняя оценка

|L′(λk)| �
1

|xk|+ 1
eh̃(xk), λk = xk + iyk,

и для всех ε > 0 имеет место нижняя оценка

|L(λ)| � eh̃(x)−
1
2
ln ln(|x|+e), λ = x+ iy /∈

⋃
k

B(λk, ε(|xk|+ 1)).
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Если порождающая функция удовлетворяет условиям теоремы 1, то верны выводы обе-
их лемм.

Лемма 3. Пусть порождающая функция удовлетворяет условиям теоремы 1. Тогда

|L′(λk)| �
1

|xk|+ 1
eh̃(xk), k ∈ Z,

и для всех ε > 0

|L(λ)| � eh̃(x), λ = x+ iy /∈
⋃
k

B(λk, ε(|xk|+ 1)).

В частности, порождающая функция L должна быть функцией типа синуса для функ-
ции h̃.

3. Доказательство теоремы 1 и вспомогательных утверждений

Доказательство теоремы 1 проведем в предположении, что весовая функция удовлетво-
ряет условиям: для некоторого α

eh(t) = O(1− |t|)α, |t| −→ 1, h(t) > 0, t 6= 0, h(0) = 0,

поскольку в противном случае безусловных базисов в пространстве L2(h) не существует
[10]. Если это условие выполнено, то

τ(z) � |<z|+ 1. (6)

Из неотрицательности h следует, что для любого q > 0∫ q

−q
dh̃(x) > 0. (7)

Доказательство леммы 1.
Возьмем вертикаль <λ = a, на которой |L| ограничена сверху. Поскольку K(λ) = ||δλ||2,

то из формулы (2) имеем
|L(λ)|2 ≺ (|λ|+ 1)2K(λ). (8)

Как показано в [20]

K(x) � e2h̃(x)

τ(x)
,

значит, с учетом (6)

K(x) � e2h̃(x)

|x|+ 1
≺ e2|x|

|x|+ 1
. (9)

Поэтому из (8) следует, что на полуплоскости <λ > a

|L(λ)e−λ|2 ≺ (|λ|+ 1)2

|x|+ 1
.

Длина дуги γ полуокружности C := {λ : |λ − a| = R,<λ > a}, находящейся выше
параболы y = (x − a)2, есть o(R) при R −→ ∞. Проекция C \ γ на вещественную ось
есть интервал (xR, R), где xR — положительное решение уравнения x2 + x4 = R2. Нам
достаточно того, что xR �

√
R. Пусть G — область, ограниченная полуокружностью C и

вертикалью <λ = a. По формуле Коши, для функции g(λ) = L(λ)e−λ и для любого λ ∈ G

g′(λ) =
1

2πi

∫
∂G

g(z)dz

(z − λ)2
.
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Из оценок выше имеем ∣∣∣∣∫
γ
⋃
γ

g(z)dz

(z − λ)2

∣∣∣∣ ≺ o(R)

R
= o(1).∣∣∣∣∫

C\(γ
⋃
γ)

g(z)dz

(z − λ)2

∣∣∣∣ ≺ sup
1√
|x|+ 1

� 1

xR
= o(1).

Таким образом,

g′(λ) =
1

2πi

∫
<z=a

g(z)dz

(z − λ)2
.

Если |L| ограничена сверху на прямой <z = a и <λ− a > ε, то

|g′(λ)| ≺
∫
<z=a

d=z
|z − λ|2

≺ ε−1.

Для λk : <λk > a+ ε, получим (xk = <λk)
|L′(λk)| ≺ ε−1e|xk|.

Такую же оценку получаем на полуплоскости <z− a < −ε. Если <z = b b 6= a — еще одна
вертикаль, на которой |L| ограничена, то, взяв ε < |b− a|/3, получим оценки на четырех
полуплоскостях, покрывающих всю плоскость. Тем самым,

sup
k
|L′(λk)| <∞.

Из первого пункта теоремы A следует, что можно найти такое d > 0, что в каждом
квадрате

Qm = {z : |<z| ≤ d, md ≤ =z < (m+ 1)d}, m ∈ Z,
найдется хотя бы один показатель из λk. Обозначим один из нулей, лежащих в квадрате
Qm через zm. Из соотношения (5) получим

|L(λ)|2
∑
m

1

|λ− zm|2
≺ K(λ).

С учетом частоты нулей zm несложно показать, что вне множества кругов B(zm, δ) вы-
полняется соотношение ∑

m

1

|λ− zm|2
� 1

|x|+ 1
.

Тем самым, вне таких кругов в силу (9) имеем оценку

|L(λ) ≺ eh̃(<λ).

Лемма 1 доказана.
Доказательство леммы 2.
В условиях леммы 2 возьмем δ > 0 таким, чтобы квадраты

Qk(2δ) = {|Rez −<λk| ≤ 2δ, |Imz −=λk| ≤ 2δ}
попарно не пересекались и положим

Q(δ) =
⋃
k

Qk(δ), Qx = {z : <z = x} \Q(δ).

Из соотношения (3) при всех k по условию ограниченности снизу |L| имеем

|L′(λk)|2 � K(λk)

∫
|x|≤q

(∫ ∞
−∞

|L(λ)|2dy
|λ− λk|2

)
dh̃′(x)

K(x)
�

� K(xk)

∫
|x|≤q

(∫
Qx

dy

|λ− λk|2

)
dh̃′(x)

K(x)
.



О БЕЗУСЛОВНЫХ БАЗИСАХ ИЗ ЭКСПОНЕНТ. . . 121

Учитывая выбор δ, несложно показать, что∫
Qx

dy

|λ− λk|2
� 1

|x− xk|+ 1
,

значит,

|L′(λk)|2 � K(λk)

∫
|x|≤q

dh̃′(x)

(|x− xk|+ 1)K(x)
� K(xk)

|xk|+ 1
.

По соотношению (9) получим искомую нижнюю оценку производных

|L′(λk)| �
1

(|xk|+ 1)
eh̃(xk), λk = xk + iyk.

Если эту оценку подставить в соотношение (5), то получим

K(λ) ≺ |L(λ)|2
∑
k

|xk|+ 1

|λ− λk|2
. (10)

По предположению (6) и пункту 2 теоремы А можно найти такие числа ε и d ∈ (1, 2), что
в каждом из квадратов

R0,n = {0 ≤ <z < ε, nε ≤ Imz < (n+ 1)ε},

Rm,n = {εdm−1 ≤ <z < εdm, dm−1nε ≤ Imz < dm(n+ 1)ε}, n ∈ Z, m ∈ N,
и в каждом квадрате−Rm,n, m = 0, 1, 2, ..., n ∈ Z, лежит не более одного нуля λk. Возьмем
произвольное δ > 0 и λ /∈

⋃
k B(λk, δ(|xk| + 1)). Пусть λ ∈ Rs,j. Через A обозначим набор

смежных с Rs,j квадратов (их конечное число). Если λk ∈ Rm,n ∈ A, то
|λ− λk| � (|x|+ 1),

поэтому ∑′ |xk|+ 1

|λ− λk|2
≺ 1

|x|+ 1
. (11)

Штрих у знака суммирования означает, что суммируются слагаемые (если существуют)
по λk ∈ Rm,n ∈ A.

Пусть zm,n — геометрический центр квадрата Rm,n. Если λk ∈ Rm,n /∈ A, то
|λ− λk| � |λ− zm,n|, |xk|+ 1 � diam Rm,n � dm, k ∈ Z.

Функция |λ− z|−2 субгармонична по z 6= λ, поэтому∑′ |<λk|+ 1

|λ− λk|2
≺
∫
C\B(λ,ε(|<λ|+1))

dm(z)

(|Rez|+ 1)|λ− z|2
.

Здесь штрих у знака суммы означает суммирование по всем λk ∈ Rm,n /∈ A. Отсюда∑′ |<λk|+ 1

|λ− λk|2
≺ ln(|x|+ 1)

|x|+ 1
.

Учитывая (11), получим ∑ |<λk|+ 1

|λ− λk|2
≺ ln(|x|+ 1)

|x|+ 1
.

Вместе с (10) последнее соотношение означает, что

|L(λ)| � eh̃(x)−
1
2
ln ln(|x|+e), λ /∈

⋃
k

B(λk, ε(|xk|+ 1)).

Лемма 2 доказана.
Доказательство леммы 3.
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Пусть теперь выполнены условия теоремы 1. По лемме 1

|L(λ)| ≺ eh̃(x) � 1

|<λ|+ 1
K(λ).

По определению функции τ в круге B = B(λ, ε(|x|+ 1)) существует гармоническая функ-
ция u(z), отличающаяся от lnK(z) не более чем на 1. Пусть g — аналитическая функция
в этом круге и <g = u. По формуле Коши

(Le−g)′(λk) =
1

2πi

∫
∂B

L(z)e−g(z)dz

(z − λk)2
получим верхнюю оценку

|L′(λk)| ≺
eh̃(xk)

|xk|+ 1
.

Соответствующие нижние оценки получены в лемме 2.
Выберем ε > 0 так, чтобы круги B(λk, ε(|λk|+ 1)) попарно не пересекались, и в каждом

из них выполнялось соотношение пункта 3 теоремы A. По доказанной асимптотике L′|(λk)|
получаем, что в кольцах Sk := B(λk, ε(|λk| + 1)) \ B(λk,

ε
2
(|λk| + 1)) выполняется оценка

снизу
|L(λ)| � eh̃(<λ),

учитывая вывод леммы 1

|L(λ)| ≺ eh̃(<λ), λ ∈ S :=
⋃
k

Sk.

Пусть
C = sup

λ∈S
|L(λ)|e−h̃(<λ).

Обозначим
Ω := C \

⋃
k

B(λk, ε(|λk|+ 1)).

Функция
u(λ) = h̃(<λ)− ln |L(λ)|

субгармонична на C \
⋃
k{λk}, и по лемме 2 имеет место оценка

u(λ) ≤ 1

2
ln ln(|<λ|+ e) +O(1), λ ∈ Ω,

причем
u(λ) ≤ C, λ ∈ ∂Ω.

Функция v1(λ) = max(u(λ), 2C) субгармонична на плоскости вне нулей λk

v1(λ) ≡ 2C, λ ∈
⋃
k

Sk.

Тогда функция

v(λ) =

{
v1(λ), λ ∈ Ω,

2C, a = λ /∈ Ω,

субгармонична на всей плоскости и имеет оценку

v(λ) ≤ ln ln(|λ|+O(1), λ ∈ C.
Но в этом случае функция v должна быть константой (см. [15], стр. 84) и, тем самым,

ln |L(λ)| ≥ h̃(<λ) +O(1), λ ∈ Ω.

Завершение доказательства теоремы 1.
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Соотношение (3) влечет оценку для любого xk

|L′(λk)|2

K(xk)
�
∫ |xk|

2

0

∫ ∞
−∞

|L(x+ iy)|2

|z − λk|2K(x)
dh̃′(x)dy.

Оценим |L|2 по лемме 3 вне попарно непересекающихся квадратов

Qn := {z : |<(z − λn)| ≤ ε(|<λn|+ 1), |=(z − λn)| ≤ ε(|<λn|+ 1)}.
После несложных оценок интеграла по dy снизу получим

|L′(λk)|2

K(xk)
� 1

|xk|

∫ |xk|
2

0

|x|dh̃′(x).

Отсюда и из леммы 3 следует∫ |xk|
2

0

|x|dh̃′(x) ≺ 1, |xk| −→ ∞. (12)

Интегрируя по частям, имеем∫ a

0

tdh̃′(t) = ah̃′(a)− h̃(a) + h̃(0).

Если h̃′ строго возрастающая функция, то супремум в

h(t) = sup
x

(xt− h̃(x))

достигается в единственной точке x = xt : h̃′(x) = t, причем |xt| −→ ∞, если |t| −→ 1.
Тем самым,

h(t) = xtt− h̃(xt) = xth̃
′(xt)− h̃(xt).

Из (12) теперь получаем, что h(t) ограниченная функция, то есть L2(h) изоморфно клас-
сическому L2.

Теорема 1 доказана.
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