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Аннотация. В данной работе в классе гармонических в шаре функций изучают-
ся свойства некоторых модифицированных интегро-дифференциальных операторов
Римана-Лиувилля. В качестве применения свойств этих операторов рассматриваются
некоторые локальные и нелокальные краевые задачи для уравнения Лапласа в шаре.
Доказаны теоремы единственности и существования изученных задач. Исследованные
задачи обобщают известные задачи Дирихле и Бицадзе-Самарского.
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1. Введение

Пусть Ω = {x ∈ Rn : |x| < 1} — единичный шар, n ≥ 2, ∂Ω = {x ∈ Rn : |x| = 1} — еди-
ничная сфера. Пусть далее, u(x) — гармоническая функция в области Ω, r = |x| , θ = x

|x| .

Следующие операторы называются операторами интегрирования и дифференцирования
порядка α > 0 в смысле Римана-Лиувилля [1]

Iα[u](x) =
1

Γ(α)

r
∫

0

(r − τ )α−1
u (τθ) dτ,

Dα[u](x) =
d

dr
I1−α [u] (x) , 0 < α < 1,

где — ∂
∂r

= 1
|x|

n
∑

j=1

xj
∂

∂xj
. Так как Iα[u](x) → u (x) почти всюду при α → 0 (см.[1]), то можно

положить I0[u](x) = u (x) . Тогда D1[u](x) = du
dr

(x) .
В работе [2] в классе гармонических функций были введены следующие операторы

Bα [u] (x) = rαDα [u] (x) , 0 < α < 1. (1)

Далее, в работах И.И. Баврина [4] в классе гармонических в шаре функции изучены
свойства операторов вида

δµ1
= r

d

dr
+ µ1,

δmµ1
=

(

r
d

dr
+ µ1

)(

r
d

dr
+ µ2

)

· ... ·

(

r
d

dr
+ µm

)

,
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δ−1
µ1

[u] (x) =

1
∫

0

tµ1−1u (tx) dt,

δ−m
µ1

[u] (x) =
1

(m− 1)!

1
∫

0

tµ1−1 (1− t)m−1
u (tx) dt,

где µj > 0, µj = µ1 +m− 1, j = 1, 2, ...m.

Так как (m− 1)! = Γ (m) , то из конструкций оператора δ−m
µ видно, что данный оператор

определен и для дробных значений параметра m. Тогда естественно возникает вопрос
определения обратного оператора к δ−m

µ̄ в случае дробных значений параметра m. Следуя
работе [3], введем следующую модификацию оператора (1)

δαµ [u] (x) = r−µBα [rµu] (x) , µ > 0, 0 < α < 1.

В настоящей работе мы построим дробные аналоги операторов δ−m
µ̄ , δmµ̄ и покажем, что

результаты работы [4] верны и для общего случая.
Пусть u (x) — гармоническая функция в области Ω, α и µ — не отрицательные, действи-

тельные числа, причем µ+ 1 = µ1.

Рассмотрим операторы

B−α
µ [u] (x) =







u(x), α = 0

1
Γ(α)

1
∫

0

(1− s)α−1
sm+µ−αu(sx)ds, α > 0,

Bα
µ [u] (x) =







u(x), α = 0,
δαµ [u] (x) , 0 < α < 1,
δmµ1

[

δα−m
µ [u]

]

(x) , m ≤ α < m+ 1, m = 1, 2, ....
(2)

Если α = m и µ > 0, то для (2) получаем оператор Баврина Bm
µ1

= δmµ1
, а если µ = 0

и 0 < α < 1, то Bα
0 совпадает с оператором (1).

2. Свойства операторов Bα
µ и B−α

µ

Пусть Hk (x) — однородный гармонический полином степени k ∈ N0 = {0, 1, ...} . Тогда,
используя свойства Hk (x) = Hk (rθ) = rkHk (θ), легко доказать следующую лемму.

Лемма 1. Пусть α > 0 , µ ≥ 0 и Hk (x) — однородный гармонический полином степени
k ∈ N0 = {0, 1, ...} . Тогда справедливы равенства

Bα
µ [Hk] (x) =

Γ (k +m+ µ+ 1)

Γ (k +m− α + µ+ 1)
Hk (x) , (3)

B−α
µ [Hk] (x) =

Γ (k +m− α + µ+ 1)

Γ (k +m+ µ+ 1)
Hk (x) . (4)

Теорема 1. Пусть m ≤ α < m+ 1 , µ ≥ 0 и u(x) — гармоническая в шаре Ω функция.
Тогда функции Bα

µ [u](x) и B−α
µ [u](x) являются гармоническими в области Ω.

Доказательство. Так как u(x) — гармоническая функция в шаре Ω, то она разлагается
при |x| ≤ ρ < 1 ряд вида [5]

u(x) =

∞
∑

k=0

hk
∑

i=1

u
(i)
k H

(i)
k (x), (5)
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где
{

H
(i)
k (x), i = 1, . . . , hk

}

— полная система однородных гармонических полиномов сте-

пени k, а u
(i)
k — коэффициенты разложения (5). Применяя формально оператор Bα

µ к ряду
(5) и учитывая равенство (3), получим

Bα
µ [u](x) =

∞
∑

k=0

hk
∑

i=1

Γ (k +m+ µ+ 1)

Γ (k +m− α + µ+ 1)
u
(i)
k H

(i)
k (x). (6)

Далее, из асимптотической оценки гамма функций легко показать, что

lim
k→∞

k

√

Γ (k +m+ µ+ 1)

Γ (k +m− α + µ+ 1)
= 1.

Тогда радиус сходимости ряда (6) совпадает с радиусом сходимости ряда (5), и поэтому
его сумма представляет собой гармоническую в Ω функцию.

Аналогично, используя (4), доказывается гармоничность функции B−α
µ [u](x). Теорема

доказана.

Теорема 2. Пусть u(x) — гармоническая функция в шаре Ω. Тогда, для любого x ∈ Ω
справедливы равенства

u (x) =
1

Γ (α)

1
∫

0

(1− s)α−1
sµ+m−αBα

µ [u] (sx) ds. (7)

Доказательство. Представим гармоническую в шаре Ω функцию u(x) в виде ряда (5)
и преобразуем его следующим образом

u(x) =

∞
∑

k=0

hk
∑

i=1

Γ (k +m− α + µ+ 1)

Γ (k +m+ µ+ 1)

Γ (k +m+ µ+ 1)

Γ (k +m− α + µ+ 1)
u
(i)
k H

(i)
k (x). (8)

Далее, учитывая равенства (3), (4) и равномерную сходимость ряда (8) по x при
|x| ≤ ρ < 1, получаем

u(x) =
∞
∑

k=0

hk
∑

i=1

u
(i)
k

Γ (α)

1
∫

0

(1− s)α−1
sµ+m−αBα

µ

[

H
(i)
k

]

(sx) ds =

=

1
∫

0

(1− s)α−1

Γ (α)
sµ+m−αBα

µ

[

∞
∑

k=0

hk
∑

i=1

u
(i)
k H

(i)
k

]

(sx) ds =

=

1
∫

0

(1− s)α−1

Γ (α)
sµ+m−αBα

µ [u] (sx) ds.

Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть u(x) — гармоническая функция в области Ω и Bα
µ [u] (x) ∈ C(Ω).

Тогда для любого m ≤ β < α, µ ≥ 0 производная Bβ
µ [u] (x) существует, и имеет место

формула

Bβ
µ [u] (x) =

1

Γ(α− β)

1
∫

0

(1− s)α−β−1sµ+m−αBα
µ [u] (sx)ds. (9)
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Доказательсвто. Используя представление (6), функцию Bβ
µ [u] (x) преобразуем сле-

дующим образом:

Bβ
µ [u](x) =

∞
∑

k=0

hk
∑

i=1

Γ (k +m+ µ+ 1)

Γ (k +m− β + µ+ 1)
u
(i)
k H

(i)
k (x) =

=
∞
∑

k=0

hk
∑

i=1

Γ (k +m+ µ+ 1)

Γ (k +m− α + µ+ 1)

Γ (k +m− α+ µ+ 1)

Γ (k +m− β + µ+ 1)
u
(i)
k H

(i)
k (x) =

=

∞
∑

k=0

hk
∑

i=1

u
(i)
k

Γ(α− β)

1
∫

0

(1− s)α−β−1sµ+m−αBα
µ

[

H
(i)
k

]

(sx) ds =

=
1

Γ(α− β)

1
∫

0

(1− s)α−β−1sµ+m−αBα
µ [u] (sx)ds.

Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть u(x) — гармоническая функция в области Ω. Тогда для любого x ∈
Ω справедливы равенства

B−α
µ

[

Bα
µ [u]

]

(x) = Bα
µ

[

B−α
µ [u]

]

(x) = u (x) . (10)

Доказательство. Применим к функции Bα
µ [u](x) оператор B−α

µ . По определению опе-
ратора B−α

µ имеем

B−α
µ

[

Bα
µ [u]

]

(x) =
1

Γ (α)

1
∫

0

(1− s)α−1
sµ+m−αBα

µ [u] (sx) ds.

В силу равенства (7) последнее выражение равно u(x). Первое равенство из (10) дока-
зано. Для доказательства второго равенства из (10) применим оператор Bα

µ к функции
B−α

µ [u](x), то

B−α
µ

[

Bα
µ [u]

]

(x) =
1

Γ (α)
Bα

µ





1
∫

0

(1− s)α−1
sµ+m−αu (sx) ds



 =

= δmµ1

1
∫

0

(1− s)α−1

Γ (α)

sµ+m−αrα−m−µ

Γ (m+ 1− α)

d

dr

r
∫

0

(r − τ)m−α
τµu (sτθ) dτds.

Далее, нетрудно убедиться в следующих равенствах

rα−m−µ

Γ (m+ 1− α)

d

dr

r
∫

0

(r − τ)m−α
τµu (sτθ) dτ =

sτ=t

=
rα−m−µ

Γ (m+ 1− α)

d

dr

rt
∫

0

(

r −
t

s

)m−α(
t

s

)µ

u (tθ)
dt

s
=

=
(rs)α−m−µ

Γ (m+ 1− α)

d

d (rs)

rs
∫

0

(rs− t)m−α
tµu (tθ) dt = Bα

µ [u] (sx)
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и r d
dr

= (rs) d
d(rs)

, где учтено, что θ = x
|x|

= tx
|tx|

. Поэтому будем иметь

Bα
µ

[

B−α
µ [u]

]

(x) =
1

Γ (α)

1
∫

0

(1− s)α−1
sµ+m−αBα

µ [u] (sx) ds.

Теорема доказана.
Таким образом, из утверждения теоремы 4 следует, что операторы Bα

µ и B−α
µ являются

взаимно обратными в классе гармонических функций в шаре Ω.

3. Локальная задача

Рассмотрим следующую задачу.
Задача L. Найти гармоническую в шаре Ω функцию u(x), для которой функция

Bα
µ [u](x) непрерывна в Ω и удовлетворяет на сфере ∂Ω равенству Bα

µ [u](x) = f(x), x ∈ ∂Ω .

Заметим, что аналогичные задачи с граничными операторами целого, высокого порядка
рассматривались в работах [4], [6]–[9], а с операторами дробного порядка – в работах [2],
[10]–[14].

Пусть v(x) — классическое решение задачи Дирихле в шаре Ω
{

∆v(x) = 0, x ∈ Ω
v(x) = f(x), x ∈ ∂Ω

. (11)

Справедливы следующие утверждения.

Теорема 5. Пусть f(x) ∈ C (∂Ω) . Тогда решение задачи L существует, единственно,
и представляется в виде

u(x) = B−α
µ [v] (x) ,

где v(x) — решение задачи (11).

Доказательство Пусть решение задачи L существует и это u(x). Применим к функции
u(x) оператор Bα

µ и обозначим Bα
µ [u](x) = v(x). Так как Bα

µ [u] (x) ∈ C
(

Ω
)

, то из v(x) ∈

C
(

Ω
)

. Далее, поскольку u(x) — гармоническая функция в Ω, то в силу утверждения
теоремы 1 функция v(x) — тоже гармоническая в шаре Ω и

v(x) |∂Ω = Bα
µ [u] (x) |∂Ω = f(x) .

Таким образом, функция v(x) является решением задачи Дирихле (11). Причем, если
f(x) ∈ C (∂Ω) , то решение этой задачи существует, единственно, и v(x) ∈ C

(

Ω
)

. Приме-
ним к равенству Bα

µ [u](x) = v(x) оператор B−α
µ . Поскольку интегралы вида

1
∫

0

(1− τ)α−1τµ+m−αv(τx) dτ

при α ∈ [m,m+ 1) , µ > 0, µ +m − α 6= 0 имеют слабые особенности при τ = 0 и τ = 1,
то такие функции являются непрерывной функцией по x ∈ Ω при непрерывной функции
v(x) ∈ C

(

Ω
)

. Значит, оператор B−α
µ применим к функциям из C

(

Ω
)

. В силу первого
равенства из (10) получим равенство (12), т.е.

B−α
µ [v](x) = B−α

µ

[

Bα
µ [u]

]

(x) = u(x).

Пусть наоборот, функция v(x) является решением задачи Дирихле (11) при f(x) ∈ C (∂Ω) .
Ясно, что v(x) ∈ C

(

Ω
)

. Рассмотрим функцию u(x) = B−α
µ [v](x). В силу второго равенства

из (10) будем иметь

Bα
µ [u](x) = Bα

µ

[

B−α
µ [v]

]

(x) = v(x).
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Значит, функция u(x) — гармоническая в Ω и

Bα
µ [u] |∂Ω = v |∂Ω = f(x).

Теорема 5 доказана.

4. Нелокальная задача, когда носители данных не пересекаются

с границей области

В этом пункте исследуются вопросы разрешимости нелокальной задачи с оператором
Bα

µ , когда носители данных не пересекаются с границей области. Пусть заданы последо-
вательности чисел δj и aj ,j = 1, 2, ..., удовлетворяющие условиям:

0 < δj ≤ b < 1,

∞
∑

j=1

|j | < ∞.

Рассмотрим следующую задачу.
Задача N. Найти функцию u (x) ∈2 (Ω) ∩

(

Ω̄
)

гармоническую в шаре Ω, для которой

функция Bα
µ [u] (x) ∈

(

Ω̄
)

и удовлетворяет условию

Bα
µ [u] (x)−

∞
∑

j=1

ajB
β
µ [u] (δjx) = f(x), x ∈ ∂Ω . (12)

Нелокальные краевые задачи представляют весьма интересное обобщение классических
задач, и в то же время они естественным образом получаются при построении математи-
ческих моделей реальных процессов и явлений в физике, в инженерии, в социологии,
в экологии ит.д. За последние несколько десятилетий в математической литературе по-
явился ряд работ, посвященных исследованию нелокальных задач для дифференциаль-
ных уравнений. Одной из первых среди них была статья А.В. Бицадзе и А.А. Самарского
[15], в которой были предложены новые постановки задач для эллиптических уравнений,
и которая стала отправной точкой большинства исследований в этом направлении. Рас-
сматриваемая задача является простейшим обобщением задачи Бицадзе-Самарского на
граничные операторы нецелого порядка. Заметим, что в случае α = β = 0, т.е. когда
Bα

µ = Bβ
µ ≡ I — единичный оператор, аналогичные задачи изучались в одномерном случае

в работе [16], а в случае n ≥ 2 – в работах [17], [18], [19]. Отметим также, что аналогичные
нелокальные задачи для граничных операторов дробного порядка изучались в работах [2],
[20], [21], [22].

Для исследования задачи N приведем следующую вспомогательную теорему.

Теорема 6. Пусть 0 < δj ≤ b < 1, j = 1, 2, ..., f(x) ∈ C(∂Ω), и справедливо неравенство
∞
∑

j=1

|aj | ≤
Γ (m− β + µ+ 1)

Γ (m− α + µ+ 1)
. (13)

Тогда
1) если выполняется условие

∞
∑

j=1

aj 6=
Γ (m− β + µ+ 1)

Γ (m− α+ µ+ 1)
, (14)

то задача






∆v (x) = 0, x ∈ Ω

v(x)−
∞
∑

j=1

ajB
β−α
µ [v] (δjx) = f(x), x ∈ ∂Ω (15)

однозначно разрешима;
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2) если выполняется условие
∞
∑

j=1

aj ≡
Γ (m− β + µ+ 1)

Γ (m− α + µ+ 1)
, (16)

то для разрешимости задачи (15) необходимо и достаточно выполнения условия
∫

∂Ω

f (x) dsx = 0; (17)

3) если решение существует, то при выполнении условий (14) оно единственно, а при
выполнении условий (16) оно единственно до произвольного постоянного.

Доказательство. Исследуем единственность решения задачи (15). Пусть функция v (x)
является решением задачи (15) при f (x) = 0. Обозначим

M = max
∂Ω

|v(x)| = |v(x0)|, x0 ∈ ∂Ω.

Если v (x) 6= const, то в силу принципа максимума для гармонических функций |v(x)| < M

для любого x ∈ Ω. Далее, в силу условия задачи (15) и определения оператора Bβ−α
µ при

f (x) = 0 получаем

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

j=1

ajB
β−α
µ [v] (δjx0)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
∞
∑

j=1

|aj|

Γ (α)

1
∫

0

(1− s)α−1
sµ+m−α |v (sδjx0)| ds.

Так как 0 < δj ≤ b < 1, j = 1, 2, ..., то δjx0 ∈ Ω и при любом s ∈ [0, 1], точки sδjx0

также принадлежат шару Ω. Поэтому для всех sδjx0 ∈ Ω выполняется |v (sδjx0)| < M и,
следовательно,

M ≤

∞
∑

j=1

|aj |
∣

∣Bβ−α
µ [v] (δjx0)

∣

∣ < M
Γ (m− α + µ+ 1)

Γ (m− β + µ+ 1)

∞
∑

j=1

|aj|.

Теперь, если выполняется (13), то получаем противоречие M < M . Поэтому, в случае
выполнения условия (13) необходимо, чтобы v (x) = const. Подставляя в этом случае
v (x) ≡ C в условие задачи (15), имеем C = 0 или равенство (16). Таким образом, при вы-
полнении условий (13) и (14) получаем v (x) ≡ 0. Если же выполняется (16), то произволь-
ная постоянная будет решением однородной задачи (15). Действительно, если v (x) ≡ C,

то, подставляя ее в условие задачи (15), имеем C − C = 0. Единственность доказана.
Теперь перейдем к изучению существования решения задачи (15). Обозначим

µ(x) = v(x)|∂Ω — след неизвестной гармонической функции v (x) в ∂Ω. Решение задачи
(15) будем искать в виде интеграла Пуассона

v(x) =

∫

∂Ω

P (x, y)µ(y)dSy, (18)

где P (x, y) = 1
ωn

1−|x|2

|x−y|n
— ядро Пуассона задачи Дирихле (11). Подставляя функцию (18)

в условие задачи (15), относительно неизвестной функции µ (x) получаем следующее ин-
тегральное уравнение

µ(x)−
∞
∑

j=1

aj

1
∫

0

(1− s)α−β−1

Γ(α− β)
sµ+m−α





∫

∂Ω

P (sδjx, y)µ (y) dsy



 ds =
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= f(x), x ∈ ∂Ω. (19)

Меняя местами порядок интегрирования в левой части равенства (19), получаем

µ(x)−
∞
∑

j=1

aj

∫

∂Ω

Pα,β (δjx, y)µ(y)dSy = f(x), x ∈ ∂Ω,

где

Pα,β (δjx, y) =

1
∫

0

(1− s)α−β−1

Γ(α− β)
sµ+m−αP (sδjx, y) ds.

Обозначим

K(x, y) = −
∞
∑

j=1

ajPα,β (δjx, y), x, y ∈ ∂Ω.

Тогда уравнение (19) представляется в виде

µ(x) +

∫

∂Ω

K(x, y)µ(y)dSy = f(x), x ∈ ∂Ω. (20)

Заметим, что для всех x, y ∈ ∂Ω и 0 < δj ≤ b < 1, j = 1, 2, ..., выполняются условия

|δjx− y| = |y − δjx| ≥ 1− δj ≥ 1− b > 0, (21)

и
|δjx− y|2 = |δjy − x|2 . (22)

Тогда легко показать, что в силу условия (21) ядро K(x, y) является непрерывным на
∂Ω × ∂Ω, а в силу условия (22) симметричным т.е. K(x, y) = K(y, x). Следовательно,
к интегральному уравнению (20) применима альтернатива Фредгольма [23]. Отсюда
легко вытекают утверждения теоремы. Действительно, если выполняются условия (13)
и (14), то однородная задача (15), а следовательно, и однородная задача, соответствую-
щая (20), имеют единственное решение. Тогда по теореме Фредгольма [23] интегральное
уравнение (20) разрешимо при любом f(x) ∈ C(∂Ω) и, следовательно, функция (18) явля-
ется единственным решением задачи (15). Если выполняются условия (13) и (16), то любое
постоянное будет решением однородной задачи (15). Следовательно, в этом случае одно-
родное интегральное уравнение, соответствующее (20), имеет одно линейно независимое
решение, и этим решением будет функция µ(x) = C, где C — произвольная постоянная.
Далее, так как K∗(x, y) = K(y, x) = K(x, y), то соответствующее (20) союзное уравнение
также имеет решение µ ∗ (x) = C.

Тогда по теореме Фредгольма, для разрешимости интегрального уравнения (20) необ-
ходимо и достаточно выполнения условия (17). Таким образом, если выполняется условие
(17), то функция (18) и в этом случае будет решением задачи (15). Теорема доказана.

Теперь переходим к утверждению основной задачи. Справедливо следующее утвержде-
ние.

Теорема 7. Пусть 0 < δj ≤ b < 1, j = 1, 2, ..., f(x) ∈ C(∂Ω) и справедливо неравенство
(13). Тогда

если выполняется условие (14), то задача N однозначно разрешима;
если выполняется условие (16), то для разрешимости задачи N необходимо и доста-

точно выполнения условия (17), причем решение задачи единственно с точностью до
постоянного слагаемого;

если решение задачи N существует, то оно представимо в виде

u(x) = B−α
µ [v](x),

где v(x) — решение задачи (15).
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Доказательство. Пусть u(x) является решением задачи N. Применим к функции u(x)
оператор Bα

µ и обозначим Bα
µ [u](x) = v(x). В силу утверждения теоремы 2 для любого

справедливо равенство (7). Тогда, используя формулу (9), имеем

Bβ
µ [u] (δjx) = Bβ−α

µ [v] (δjx) .

Далее, поскольку u(x) — гармоническая функция в Ω, то в силу утверждения теоремы 1
функция v(x) — тоже гармоническая в шаре Ω, и выполняются условия задачи (15). Таким
образом, если u(x) — решение задачи N, то функция v(x) является решением задачи (15).
Пусть выполняются условия (13) и (14). Тогда по теореме 6 для любого f(x) ∈ C (∂Ω)
решение задачи (15) существует, единственно, и v(x) ∈ C

(

Ω
)

. Если применить оператор
B−α

µ к равенству Bα
µ [u](x) = v(x) в силу первого равенства, из теоремы 4 для любого x ∈ Ω,

получим u (x) = B−α
µ [v] (x) . Гармоничность данной функции следует из утверждения

теоремы 1, а выполнения условия задачи (15) проверяется непосредственно

Bα
µ [u](x)−

∞
∑

j=1

ajB
β
µ [u] (δjx) =

= v (x)−
∞
∑

j=1

ajB
β−α
µ [v] (δjx) =f(x), x ∈ ∂Ω.

Первая часть теоремы доказана. Пусть теперь выполняется условие (16). Тогда из соот-
ношения u(0) = C для функции

w(x) = Bα
µ [u] (x)−

∞
∑

j=1

ajB
β
µ [u] (δjx)

получаем

w (0) = Bα
µ [u] (0)−

∞
∑

j=1

ajB
β
µ [u] (0) =0.

А так как функция w(x) есть решение задачи Дирихле (11), то при выполнении условия
w(0) = 0 вытекает необходимое условие (17). Таким образом, необходимость условия (17)
для существования решения задачи N при выполнении условии (16) доказана. Покажем,
что условие (17) является и достаточным для существования решения задачи N при вы-
полнении условия (16). По теореме 6, при выполнении условия (17) и (16) решение задачи
(15) существует, единственно, с точностью до постоянного слагаемого, и v(x) ∈ C

(

Ω
)

. То-
гда функция u(x) = B−α

µ [v](x) удовлетворяет всем условиям теоремы. Теорема доказана.

5. Нелокальная задача, когда носители данных пересекаются

с границей области

Рассмотрим теперь задачу N, когда последовательность чисел δj удовлетворяет услови-
ям: 0 < δj < 1, j = 1, 2, ..., и δj → 1 при j → ∞. Справедливо следующее утверждение.

Лемма 2. Пусть f (x) ∈ ∂Ω, и выполняется

∞
∑

j=1

|aj|

(1− δj)
n−1 < ∞. (23)

Тогда
1) если выполняются условия (13)-(14), то задача (15) однозначно разрешима;
2) если выполняются условия (13), (16), то для разрешимости задачи (15) (с точно-

стью до постоянного слагаемого) необходимо и достаточно выполнение условия (17).
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Лемма 2 доказывается аналогично, как теорема 6. При этом, в силу условий (23), ядро
интегрального уравнения (20) является симметричным и ограниченным.

Основным результатом данного параграфа является следующее утверждение.

Теорема 8. Пусть 0 < δj < 1, j = 1, 2, ..., lim
j→∞

δj = 1, f(x) ∈ C(∂Ω) и справедливо (23).

Тогда
1) если выполняются условия (13)-(14), то задача N однозначно разрешима;
2) если выполняется условие (13), (16), то для разрешимости задачи N необходимо и

достаточно выполнения условия (17), причем решение задачи единственно с точностью
до постоянного слагаемого;

3) если решение задачи N существует, то оно представимо в виде

u(x) = B−α
µ [v](x),

где v(x) — решение задачи (15).

Доказательство теоремы 8 проводится почти дословным повторением доказательства
теоремы 7, где вместо теоремы 6 используется лемма 2.

6. Примеры

Пример 1. Пусть n = 2, 0 < α < 1 и µ = 0. По теореме 5 единственное решение задачи
L имеет вид

u(r, ϕ) = B−α
µ [v] (r, ϕ) =

=
1

Γ(α)

1
∫

0

(1− s)α−1
s−αu (rs, ϕ) ds =

=

1
∫

0

(1− s)α−1

Γ(α)

s−α

2π







π
∫

−π

1− (rs)2

1− 2rs cos (ϕ− θ) + (rs)2
f (θ) dθ







ds =

=
1

2π

π
∫

−π







1
∫

0

(1− s)α−1

Γ (α)

s−α
(

1− (rs)2
)

1− 2rs cos (ϕ− θ) + (rs)2
ds







f (θ) dθ.

В работе [24] доказано следующее равенство

1
∫

0

(1− s)α−1

Γ (α)

s−α
(

1− (rs)2
)

1− 2rs cos (ϕ− θ) + (rs)2
ds =

= 2Γ (1− α)





cos
[

(1− α) arctg r sin(ϕ−θ)
1−r cos(ϕ−θ)

]

(1− 2r cos (ϕ− θ) + r2)
1−α
2

−
1

2



 .

Тогда окончательно получим

u(x) =
Γ (1− α)

π

π
∫

−π







cos
[

(1− α) arctg r sin(ϕ−θ)
1−r cos(ϕ−θ)

]

(1− 2r cos (ϕ− θ) + r2)
1−α
2

−
1

2







f (θ) dθ.

Пример 2. Пусть a1 6= 0 и aj = 0, j = 2, 3, ....
Рассмотрим однородный гармонический полином степени р

up(x) =
∑

|β|=p

cβx
β1

1 · xβ2

2 · ... · xβn

n .
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Рассмотрим действие оператора Bα
µ к функции up(x). В силу равенства (3)

Bα
µ [up] (x) =

Γ (p+m+ µ+ 1)

Γ (p+m− α + µ+ 1)
up(x).

Далее, так как up(δ1x) = δ
p
1up(x), то

Bα
µ [up] (x)− a1B

β
µ [up] (δ1x) =

=
Γ (p+m+ µ+ 1)

Γ (p+m− α + µ+ 1)
up(x)− a1

Γ (p+m+ µ+ 1)

Γ (p+m− β + µ+ 1)
δ
p
1up(x) =

=

(

Γ (p+m+ µ+ 1)

Γ (p+m− α + µ+ 1)
− a1

Γ (p+m+ µ+ 1)

Γ (p+m− β + µ+ 1)
δ
p
1

)

up(x).

Следовательно, гармонический полином up(x) является решением однородной задачи N,
соответствующей

a1 =
Γ (p +m− β + µ+ 1)

Γ (p +m− α+ µ+ 1)
δ
−p
1 > 1.

Заметим также, что при n=3 число однородных гармонических полиномов степени p равно
2p+ 1.
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