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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНОЙ ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

РИМАНА–ЛИУВИЛЛЯ

О.А. РЕПИН

Аннотация. Для дифференциального уравнения, содержащего уравнение диффузии
дробного порядка, исследована в бесконечной области нелокальная задача, краевое
условие которой содержит линейную комбинацию обобщенных операторов дробного
интегро-дифференцирования.

Для различных значений параметров этих операторов с помощью метода Трикоми
доказана единственность решения рассматриваемой задачи. Существование решения
получено в замкнутом виде как решение соответствующего уравнения с дробными
производными разных порядков.
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1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение в частных производных второго порядка{
uxx −Dα

0+,yu = 0, (y > 0, 0 < α < 1),
(−y)muxx − uyy = 0, (m > 0, y < 0),

(1)

где Dα
0+,y – частная дробная производная Римана–Лиувилля порядка α от функции u(x, y)

по второй переменной [1, с.34]

(
Dα

0+,yu
)

(x, y) =
∂

∂y

1

Γ(1− α)

y∫
0

u(x, t)dt

(y − t)α
(0 < α < 1, y > 0)

в области Ω, которая представляет собой объединение верхней полуплоскости
Ω+ = {(x, y) : −∞ < x < +∞, y > 0} и области Ω−, лежащей в нижней полуплоскости
(y < 0) и ограниченной характеристиками

AC : ξ = x− 2

m+ 2
(−y)

m+2
2 = 0, BC : η = x+

2

m+ 2
(−y)

m+2
2 = 1

и отрезком [0, 1] прямой y = 0.
Введем обозначения. Пусть I = (0, 1) – единичный интервал прямой y = 0,

Θ0(x) = x
2
− i

[
(m+2)x

4

] 2
m+2 – точка пересечения характеристик уравнения (1), выходящих

из точек (x, 0) (x ∈ I), с характеристикой AC.
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Iα,β,η0+ – оператор обобщенного дробного интегро-дифференцирования с гипергеометри-
ческой функцией Гаусса F (a, b; c; z), введенный в [2] (см. также [1, с. 326–327], [3, с. 14], [4,
с. 12], [5, с. 133]) и имеющий при действительных α, β, η и x > 0 вид

(
Iα,β,η0+ f

)
(x) =


x−α−β

Γ(α)

x∫
0

(x− t)α−1F (α + β,−η;α; 1− t
x
)f(t) dt (α > 0),

dn

dxn

(
Iα+n,β−n,η−n

0+ f
)

(x) (α 6 0, n = [−α] + 1).
(2)

В частности,(
I0,0,η

0+ f
)

(x) = f(x),
(
Iα,−α,η0+ f

)
(x) =

(
Iα0+f

)
(x),

(
I−α,α,η0+ f

)
(x) =

(
Dα

0+f
)

(x), (3)
где Iα0+ и Dα

0+ – операторы дробного интегрирования и дифференцирования порядка α > 0
[1, с.42, 44].

Для уравнения (1) изучим краевую задачу: найти решение u(x, y) уравнения (1) в об-
ласти Ω, удовлетворяющее условиям:

y1−αu|y=0 = 0 (−∞ < x 6 0, 1 6 x <∞), (4)

A
(
Ia,b,β−1−a

0+ u[Θ0(t)]
)

(x) +B
(
Ia+1,b−1−β,β−1−a

0+ uy(t, 0)
)

(x) = g(x), (x ∈ I) (5)
а также условиям сопряжения

lim
y→0+

y1−αu(x, y) = lim
y→0−

u(x, y), (x ∈ I), (6)

lim
y→0+

y1−α(y1−αu(x, y))y = lim
y→0−

uy(x, y), (x ∈ I). (7)

Здесь β = m
2m+4

, a и b – действительные числа, причем a > max {−β, β − 1},
A и B – вещественные константы разных знаков, g(x) заданная функция, такая, что
g(x) ∈ C1(I) ∩ C2(I).

Будем искать решение u(x, y) поставленной задачи в классе дважды дифференцируемых
функций в области Ω таких, что

u(x, y) стремится к нулю при (x2 + y2)→∞,
y1−αu(x, y) ∈ C(Ω+), u(x, y) ∈ C(Ω−),

y1−α(y1−αu)y ∈ C(Ω+ ∪ {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0}),
uxx ∈ C(Ω+ ∪ Ω−), uyy ∈ C(Ω−).

Отметим, что в публикациях [6], [7] нами для уравнения (1) были исследованы нелокаль-
ные краевые задачи. Данная работа является продолжением исследования отмеченных
задач и их обобщением.

2. Единственность решения задачи

Пусть существует решение поставленной задачи.
Введем обозначения

lim
y→0+

y1−αu(x, y) = τ1(x), lim
y→0−

u(x, y) = τ2(x), (8)

lim
y→0+

y1−α(y1−αu(x, y))y = ν1(x), lim
y→0−

uy(x, y) = ν2(x), (x ∈ I). (9)

Известно (см. например, [6]), что решение уравнения (1) в полуплоскости y > 0, удовле-
творяющее условию (4) и условию

lim
y→0+

y1−αu(x, y) = τ1(x), (x ∈ I), (10)

дается формулой

u(x, y) =

1∫
0

G(x, y, t)τ1(t)dt, (11)
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где

G(x, y, t) =
Γ(α)

2
y
α
2
−1e

1,α
2

1,α
2

(
−|x− t|y−

α
2

)
,

eµ,δα,β(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ µ)Γ(δ − βn)
, α > β, α > 0 – функция типа Райта [8, с. 23].

Также известно [9], что функциональное соотношение между τ1(x) и ν1(x), принесенное
из области Ω+ на линию y = 0, имеет вид

ν1(x) =
1

Γ(1 + α)
τ ′′1 (x). (12)

Найдем функциональное соотношение между τ2(x) и ν2(x), принесенное на линию y = 0
из гиперболической части Ω− области Ω.

Используя решение задачи Коши для уравнения (1) при y < 0, в работе [10] выписано
u[Θ0(x)]. Оно имеет вид

u[Θ0(x)] = γ1Γ(β)
(
Iβ,0,β−1

0+ τ2(t)
)

(x)− γ2Γ(1− β)
(
I1−β,2β−1,β−1

0+ ν2(t)
)

(x), (13)

где

γ1 =
Γ(2β)

Γ2(β)
, γ2 =

1

2

(
4

m+ 2

)2β
Γ(1− 2β)

Γ2(1− β)
.

Подставляя (13) в (5), учитывая (8)–(9) и применяя соотношение [1, с. 327](
Iα,β,η0+ Iγ,δ,α+η

0+ f
)

(x) =
(
Iα+γ,β+δ,η

0+ f
)

(x) (γ > 0), (14)

получим

k1

(
Ia+β,b,β−1−a

0+ τ2(t)
)

(x) + k2

(
Ia+1−β,b+2β−1,β−a−1

0+ ν2(t)
)

(x) +

+B
(
Ia+1,b−1+β,β−a−1

0+ ν2(t)
)

(x) = g(x), (15)

где
k1 = Aγ1Γ(β), k2 = −Aγ2Γ(1− β).

Подействуем на обе части соотношения (15) оператором I−a−β,−b,2β−1
0+ .

Непосредственные вычисления с использованием формул (14) и (3) показывают, что

τ2(x) = −k3

(
I1−2β

0+ ν2(t)
)

(x)− k4

(
I1−β

0+ ν2(t)
)

(x) +

+
1

k1

(
I−a−β,−b,2β−1

0+ g(t)
)

(x), (16)

где

k3 = −γ2(1− β)

γ1Γ(β)
, k4 =

B

Aγ1Γ(β)
. (17)

Оценим интеграл

I =

1∫
0

τ2(x)ν2(x)dx.

В силу условий сопряжений (6), (7) и соотношения (12), имеем

I =
1

Γ(1 + α)

1∫
0

τ1(x)τ ′′1 (x)dx.
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Интегрируя по частям и учитывая, что τ1(0) = τ1(1) = 0, получим

I = − 1

Γ(1 + α)

1∫
0

[τ ′1(x)]2dx 6 0. (18)

Теперь найдем оценку интеграла I снизу.
При g(x) = 0 равенство (16) принимает вид

τ2(x) = −k3

(
I1−2β

0+ ν2(t)
)

(x)− k4

(
I1−β

0+ ν2(t)
)

(x) =

= − k3

Γ(1− 2β)

x∫
0

ν2(t)(x− t)−2βdt− k4

Γ(1− β)

x∫
0

ν2(t)(x− t)−βdt,

и, следовательно,

I = − k3

Γ(1− 2β)

1∫
0

ν2(x)dx

x∫
0

(x− t)−2βν2(t)dt−

− k4

Γ(1− β)

1∫
0

ν2(x)dx

x∫
0

(x− t)−βν2(t)dt.

Далее воспользуемся известной формулой для гамма-функции Γ(µ) [11, с. 387]
∞∫

0

sµ−1 cos(ks)ds =
Γ(µ)

kµ
cos
(µπ

2

)
(k > 0, 0 < µ < 1).

Полагая в ней k = |x− t|, µ = 2β получим

|x− t|−2β =
1

Γ(2β) cos(πβ)

∞∫
0

s2β−1 cos(s|x− t|)ds,
(

0 < β <
1

2

)
,

при k = |x− t|, µ = β будем иметь

|x− t|−β =
1

Γ(β) cos
(
πβ
2

) ∞∫
0

sβ−1 cos(s|x− t|)ds.

Применив эти формулы и формулу Дирихле перестановки порядка интегрирования
в повторном интеграле, приходим к соотношению

I = −k3 sin(πβ)

π

∞∫
0

s2β−1


 1∫

0

ν2(x) cos(sx)dx

2

+

+

 1∫
0

ν2(x) sin(sx)dx

2
 ds− k4 sin

(
πβ
2

)
π

∞∫
0

sβ−1


 1∫

0

ν2(x) cos(sx)dx

2

+

+

 1∫
0

ν2(x) sin(sx)dx

2
 ds ≥ 0. (19)
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Из (18) и (19) вытекает, что I = 0, и, следовательно, согласно (18)
1∫

0

[τ1(x)]2dx = 0.

Отсюда в силу равенств τ1(0) = τ1(1) = 0 получаем τ1(x) = 0 для всех x ∈ I.
Это, согласно формуле (11),

u(x, y) =

1∫
0

G(x, y, t)τ1(t)dt

дает возможность утверждать, что u(x, y) ≡ 0 в области Ω+.
В силу условий сопряжения (8) τ2(x) = τ1(x), и поэтому τ2(x) = 0, а в силу (9) и (12)

и ν2(x) = 0. А тогда u(x, y) ≡ 0 и в области Ω−, как решение задачи Коши с нулевыми
данными, что и доказывает единственность решения исходной задачи.

3. Существование решения задачи

Согласно (11), для доказательства существования решения исследуемой задачи доста-
точно найти ν1(x).

Продифференцируем обе части соотношения (16) по x дважды:
d2

dx2
τ2(x) = −k3

d2

dx2

(
I1−2β

0+ ν2(t)
)

(x)− k4
d2

dx2

(
I1−β

0+ ν2(t)
)

(x) +

+
1

k1

d2

dx2

(
I−a−β,−b,2β−1

0+ g(t)
)

(x)

или, (полагая τ1(x) = τ2(x) = τ(x), ν1(x) = ν2(x) = ν(x)),(
D1+2β

0+ ν
)

(x)− λ
(
D1+β

0+ ν
)

(x)− µν(x) = g1(x), (20)
где

λ = −B
k2

=
B

Aγ2Γ(1− β)
, µ = −Γ(1 + α)

k3

=
γ1Γ(1 + α)Γ(β)

γ2Γ(1− β)
,

g1(x) = − 1

Aγ2Γ(1− β)

(
I−a−β−2,2−b,1+2β

0+ g(t)
)

(x).

В монографии [12, с.297] рассмотрено уравнение с дробными производными(
Dα

0+y
)

(x)− λ
(
Dβ

0+y
)

(x)− µy(x) = f(x), (21)

где x > 0, α > β > 0, λ, µ ∈ R, f(x) задана на R+ = [0,∞) и выписано его решение
в следующем виде

y(x) =

x∫
0

(x− t)α−1Gα,β,λ,µ(x− t)f(t)dt.

Здесь

Gα,β,λ,µ(z) =
∞∑
n=0

µn

n!
zαn 1Ψ1

[
(n+ 1, 1)
(αn+ α, α− β)

∣∣∣∣∣λzα−β
]
,

pΨq(z) =
∞∑
n=0

ck z
k, ck =

Πp
i=1Γ(ai + αik)

Πq
j=1Γ(bj + βjk)

1

k!
(k ∈ N0 = {0, 1, ...}),

z, ai, bj ∈ C, αi, βj ∈ R, i = 1, p, j = 1, q.

Этой функции посвятили свои работы известные математики по специальным функци-
ям Fox C. [13], [14] и Wright E.M. [15], [16], [17].



КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ . . . 75

Уравнение (20) – это уравнение вида (21), а поэтому его решение дается формулой

ν(x) =

x∫
0

(x− t)2βG1+2β,1+β,λ,µ(x− t)g1(t)dt,

G1+2β,1+β,λ,µ(x− t) =
∞∑
n=0

µn

n!
(x− t)(1+2β)n

1Ψ1

[
(n+ 1, 1)
((1 + 2β)n+ 1 + 2β, β)

∣∣∣∣∣λ(x− t)β
]
,

что и завершает доказательство существования решения исходной задачи.
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