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Аннотация. Построена и строго обоснована полная асимптотика по малому пара-
метру электрического сопротивления трехмерного проводника, подключенного с помо-
щью двух малых контактов произвольной геометрии. Получены явные формулы для
первых двух членов асимптотики, которые обобщают классическую формулу Хольма
одночленной асимптотики сопротивления для двух малых круговых контактов одина-
кового радиуса.
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Введение

В работе [1] приводится одно из первых упоминаний широко известного хольмовского
приближения электрического сопротивления образца произвольной формы

R(ε) =
1

2εσ
+O(1), ε → 0, (1)

где ε — радиус малых круглых контактов на уплощенной части поверхности, σ — удельная
проводимость материала. При экспериментальной проверке, проведенной в [2], погреш-
ность формулы (1) не превышала ±1, 5%. В монографии Р. Хольма [3] дано аналитическое
обоснование формулы (1).

Хольмовское приближение (1) часто используется и в современных работах ( см. напри-
мер, [4, 5]).

В нашей работе рассматривается случай контактов произвольной формы, причем,
необязательно совпадающих. Построена полная асимптотика сопротивления. Для глав-
ного члена асимптотики получена явная формула, в которой отражена зависимость от
геометрии контактов ( см. формулы (2), (3) ниже). Также выведена формула для второго
члена асимптотики сопротивления.

Для этого в настоящей работе также будет построено полное асимптотическое разложе-
ние решения краевой задачи, интерпретирующего электрический потенциал проводника,
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подключенного с помощью малых или так называемых «точечных» контактов ( см. на-
пример, [6]), с помощью которого и будет найдена асимптотика электрического сопротив-
ления.

В заключении раздела заметим, что двумерный аналог подобных исследований приве-
ден в работах [7–9].

1. Постановка задачи и формулировка результатов

Пусть x = (x1, x2, x3), проводник Ω — ограниченная односвязная область в R
3 с границей

∂Ω ∈ C∞. И пусть эта область имеет два конечных плоских участка, с которыми мы свя-
жем две декартовые координатные системы O+x

+
1 x

+
2 x

+
3 и O−x

−
1 x

−
2 x

−
3 ; x± := (x±1 , x

±
2 , x

±
3 ).

В этих координатах математически опишем форму малых контактов γε+ и γε−. Пусть мно-
жества γ+ и γ− — замыкания ограниченных односвязных областей на плоскостях x+3 = 0
и x−3 = 0, соответственно, ∂γ± ∈ C∞. В качестве сечений малых контактов возьмем
γε± = {x± : ε−1x± ∈ γ±}, 0 < ε ≪ 1 (рис. 1).
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Рис. 1. Проводник Ω

Первую координатную систему будем считать основной. Поэтому иногда будем опускать
знак

”
+“ и записывать ее как Ox1x2x3; x := (x1, x2, x3).

В работе получена следующая асимптотическая формула для электрического сопротив-
ления:

R(ε) =
R−1

ε
+R0 +

∞∑

j=1

εjRj , (2)

где

R−1 =
Cγ+ + Cγ−

2πσCγ+Cγ−

, R0 = − 1

2πσ

(
G+(O−) +G−(O+)

)
. (3)

Здесь и всюду далее, Cγ± > 0 — емкости дисков γ± ( см. например, [10, гл.2, §1], [11, гл.2,

§3]), G±(x) = r−1
± + g±(x), где r+ = |x|, r− = |x−|, а функции g±(x) ∈ C∞(Ω) являются

решениями следующих краевых задач:




∆g± = 0, x ∈ Ω,
∂g±
∂n

= −2π − ∂

∂n

(
1

r±

)
, x ∈ ∂Ω\O±, g±(O±) = 0,

(4)

где n — вектор внешней нормали. Существование таких функций хорошо известно
( [12, гл.2, § 2, п. 122], [13, гл.6, § 7,8]).
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Если γ± — круги единичного радиуса, то Cγ± =
2

π
[11, гл.2, §3], [14, гл.1, §4]. Поэтому

даже для частного случая малых круговых контактов γε± радиуса ε, рассмотренном в [1–3],
в силу (2), (3) получаем равенство

R(ε) =
1

2σε
− 1

2πσ

(
G−(O+) +G+(O−)

)
+O(ε),

которое уточняет классическую формулу (1). Заметим, что для ряда форм дисков γ их
емкости Cγ вычисляются явно [10, 11]. В частности, если γ± — эллипс с осями a и b, то

Cγ± =
a

K(
√

|a2 − b2|/a)
,

где

K(z) =

π/2∫

0

dt√
1− z2 sin2 t

— полный эллиптический интеграл I-го рода [11, гл.2, §3].
Отметим также, что уплощение границы в месте присоединения контактов, во-первых,

естественно с технологической точки зрения, а во-вторых, не влияет на значение главного
члена асимптотики (см. замечание в следующем разделе).

2. Сведение вычисления сопротивления к решению краевой задачи

Так как по закону Ома

R =
∆U

I
, (5)

где ∆U — разность потенциалов на контактах, а I — сила тока, проходящего через провод-
ник, то, зная электрический потенциал u(x, ε) в каждой точке проводника Ω, мы можем
вычислить разность потенциалов ∆U = |u(O+) − u(O−)| и силу тока как модуль поверх-
ностного интеграла по любому сечению H проводника:

I =

∣∣∣∣σ
∫

H

∂u

∂nH
dS

∣∣∣∣, (6)

где nH — нормаль к поверхности сечения H , а σ
∂u

∂nH
— плотность силы тока, проходящего

через сечение H ( см. например, [14, гл.3, §21]).
Электрический потенциал u(x, ε) моделируется с помощью решения следующей краевой

задачи: 



∆u = 0, x ∈ Ω,
∂u

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω\{γε+ ∪ γε−},

u = U±, x ∈ γε±,

(7)

где U+, U− — потенциалы на контактных поверхностях, n – внешняя нормаль [14, гл.3,
§21], [3, §4, c.25].

Поскольку искомое сопротивление проводника не зависит от напряжения, то для удоб-
ства изложения можем положить U+ = 1, U− = −1. То есть вместо (7) достаточно рас-
смотреть следующую основную краевую задачу





∆u = 0, x ∈ Ω,
∂u

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω\{γε+ ∪ γε−},

u = ±1, x ∈ γε±.

(8)
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Из [15] и теорем о повышении гладкости решений эллиптических уравнений [16, гл. IV,
§2, п.3] следует существование и единственность решения задачи (8) в классе функций из
C∞(Ω\{∂γε+ ∪ ∂γε−}) ∩ C(Ω).

Замечание 1. Если в окрестности присоединения контактов граница не является
плоской, то можно сделать ее упрощенной локальной заменой переменной. Естествен-
но, что оператор Лапласа перейдет в оператор с переменными коэффициентами, что
никак не влияет на вычисление главных членов асимптотики, хотя, конечно, техни-
чески усложняет и удлиняет процесс построения полной асимптотики ( [17], где бы-
ла рассмотрена задача на собственные значения для эллиптического оператора второго
порядка с переменными коэффициентами и сменой типа граничного условия на малом
участке границы). Заметим, что подобная ситуация имеет место и для других сингу-
лярных возмущений, стягивающихся к точке (для малых отверстий [18], [19]).

3. Построение главных членов асимптотики решения краевой задачи (8)

Построение формальной асимптотики решения u(x, ε) краевой задачи (8) при ε → 0
проводится методом согласования асимптотических разложений [18, 20, 21].

Следуя этому методу, в окрестности частей границы γε± (т.е. в окрестности точек O±)
асимптотическое разложение функции u(x, ε) естественно искать в виде

u(x, ε) =v±0

(x±
ε

)
+ εv±1

(x±
ε

)
+

∞∑

j=2

εjv±j

(x±
ε

)
. (9)

Подставляя ряд (9) в (8) и переходя к внутренним переменным ξ± = x±

ε
, получаем краевые

задачи для внутренних разложений:




∆ξ±v
±
0 = 0, ξ±3 > 0,

v±0 = ±1, ξ± ∈ γ±,
∂v±0
∂ξ3

= 0, ξ± ∈ Γ± := {ξ± : ξ±3 = 0, ξ± 6∈ γ±},
(10)





∆ξ±v
±
j = 0, ξ±3 > 0,

v±j = 0, ξ± ∈ γ±,
∂v±j
∂ξ3

= 0, ξ± ∈ Γ±, j = 1, 2, ...

(11)

Здесь и далее используется обозначение (ξ±1 , ξ
±
2 , ξ

±
3 ) = ξ±, а под ∆ξ± понимается оператор

Лапласа в переменных ξ±.
Обозначим также ρ± = |ξ±|, R

3,±
+ = {ξ± : ξ±3 > 0}. Через X±

j (ξ±) и X±,i
j (ξ±) будем

обозначать однородные гармонические полиномы степени j, удовлетворяющие условию
∂X±

j

∂ξ±
3

=
∂X±,i

j

∂ξ±
3

= 0 при ξ±3 = 0. Из определения следует, что X±
j ρ

−2j−1
± , X±,i

j ρ−2j−1
± — гармони-

ческие функции, удовлетворяющие условию
∂X±

j ρ−2j−1

±

∂ξ±
3

(ξ±1 , ξ
±
2 , 0) =

∂X±,i
j ρ−2j−1

±

∂ξ±
3

(ξ±1 , ξ
±
2 , 0) = 0

при ξ± 6= 0. В [22, лемма 3] показана справедливость следующего утверждения.

Лемма 1. Для любой функции Φ ∈ C∞(γ±) существует решение

v ∈ C∞
(
R

3,±

+ \∂γ±
)
∩ C

(
R

3,±

+

)
краевой задачи





∆v = 0, ξ±3 > 0,
v = Φ, ξ± ∈ γ±,
∂v

∂ξ±3
= 0, ξ± ∈ Γ±,
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имеющее дифференцируемую асимптотику

v(ξ±) =
C±(Φ)

ρ±
+

∞∑

j=1

X±
j (ξ±)ρ

−1−2j
± , ρ± → ∞.

Обозначим через E(ξ±; γ±) функцию, удовлетворяющую утверждению леммы 1 при
Φ ≡ 1. В обозначениях этой леммы имеем:

E(ξ±; γ±) =
Cγ±

ρ±
+

∞∑

j=1

X±
j (ξ±)ρ

−1−2j
± , ρ± → ∞,

где, напомним, Cγ± > 0 — емкости дисков γ±. Заметим, что, если γ± — единичный круг,
то ( см. например, [14, гл.1, §4])

E(ξ±; γ±) =
2

π
arctg

√
2

ρ2± − 1 +
√
(ρ2± − 1)2 + 4(ξ±3 )

2
.

Из определения E(ξ±; γ±) вытекает, что функции

v±0 (ξ±) = ± B0

Cγ±

E(ξ±; γ±))±
(
1− B0

Cγ±

)
(12)

являются решениями краевых задач (11) для любой постоянной B0 и имеют асимптотики

v±0 (ξ±) = ±
(
1− B0

Cγ±

)
± B0

ρ±
+

∞∑

j=1

X±,0
j (ξ±)

ρ2j+1
±

, ρ± → ∞. (13)

Переписывая (13) во внешних переменных x± = εξ±, имеем:

v±0

(
x±

ε

)
= ±

(
1− B0

Cγ±

)
± ε

B0

r±
+

∞∑

j=1

εj
X±,0

j (x±)

r2j+1
±

, εr± → ∞.

Отсюда, следуя методу согласования асимптотических разложений, получаем, что внеш-
нее разложение должно иметь вид

u(x, ε) =
∞∑

k=0

εkuk(x), (14)

где

u0(x) =A±
0 + o(1), r± → 0, (15)

u1(x) =± B0

r±
+O(1), r± → 0, (16)

uj(x) =
X±,0

j−1(x±)

r2j−1
±

+O(r−j+1
± ), r± → 0, j = 2, 3, . . . (17)

A±
0 =±

(
1− B0

Cγ±

)
. (18)

Подставив разложение (14) в (8) и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях ε,
получаем следующие краевые задачи:

{
∆uk = 0, x ∈ Ω,
∂uk
∂n

= 0, x ∈ ∂Ω\{O+ ∪ O−}, k = 0, 1, ...
(19)

В силу (4) функция

u1(x) = B0

(
G+(x)−G−(x)

)
+A1 (20)
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является решением краевой задачи (19) и (16) при любой постоянной A1.
Очевидно, что, если

A−
0 = A+

0 := A0, (21)

то функция

u0(x) ≡ A0 (22)

удовлетворяет (19) и (15).
Решая систему линейных уравнений (18) и (21), получаем, что

A0 =
Cγ+ − Cγ−

Cγ+ + Cγ−

, B0 =
2Cγ+Cγ−

Cγ+ + Cγ−

. (23)

Таким образом, определены функции u0(x), v
±
0 (ξ±) в силу равенств (22), (12) и (23), а

функция u1(x) определена равенством (20) с точностью до пока произвольного слагаемого
A1.

Всюду далее через Y ±
j (ξ±) и Y ±,i

j (ξ±) также будем обозначать однородные гармониче-

ские полиномы степени j, удовлетворяющие условию
∂Y ±

j

∂ξ±
3

=
∂Y ±,i

j

∂ξ±
3

= 0 при ξ±3 = 0. Из (20)
следует, что

u1(x) =± B0

r±
+A1 ∓ B0G∓(O±) +

∞∑

j=1

Y ±,1
j (x±), r± → 0. (24)

Перепишем с учетом равенств (22) и (24) асимптотику суммы u0(x) + εu1(x) при r± → 0
во внутренних переменных ξ±:

u0(x) + εu1(x) = A0 ±
B0

ρ±
+ ε
(
A1 ∓ B0G∓(O±)

)
+ ε

∞∑

j=1

εjY ±,1
j (ξ±).

Отсюда получаем требование для асимптотик на бесконечности функций v±k (ξ±):

v±0 (ξ±) =A0 ±
B0

ρ±
+O(ρ−2

± ), ρ± → ∞, (25)

v±1 (ξ±) =A1 ∓ B0G∓(O±) +O(ρ−1
± ), ρ± → ∞, (26)

v±k (ξ±) =Y
±,1
k−1(ξ±) +O(ρk−2

± ), ρ± → ∞, k = 2, 3, . . .

Заметим, что определенные в (12) функции v±0 (ξ±) имеют асимптотики (25) (см. (18),
(21)).

Из определения функций E(ξ±; γ±) вытекает, что для любой постоянной B1 функции

v±1 (ξ±) = ± B1

Cγ±

(E(ξ±; γ±)− 1) (27)

являются решениями краевых задач (11) и имеют асимптотики

v±1 (ξ±) = ∓ B1

Cγ±

± B1

ρ±
+

∞∑

j=1

X±,1
j (ξ±)

ρ2j+1
±

, ρ± → ∞. (28)

Сравнивая последнее равенство с (26), выводим следующую систему линейных уравнений
на A1 и B1:

∓ B1

Cγ±

= A1 ∓ B0G∓(O±).
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Отсюда с учетом (23) получаем, что, во-первых,

A1 =
2Cγ+Cγ−

(Cγ+ + Cγ−)
2

(
Cγ+G−(O+)− Cγ−G+(O−)

)
,

B1 =2

(
Cγ+Cγ−

Cγ+ + Cγ−

)2

(G+(O−) +G−(O+)) ,

(29)

а, во-вторых, асимптотики (28) уточняют асимптотики (26).
Перепишем с учетом равенств (13) и (28) асимптотики сумм v±0 (ξ±) + εv±1 (ξ±) при

ρ± → ∞ во внешних переменных x±:

v±0 (ξ±) + εv±1 (ξ±) =A0 + ε

(
±B0

r±
+A1 ∓ B0G∓(O±)

)
+ ε2

(
X±,0

1 (x±)

r3±
± B±

1

r±

)
+

+

∞∑

j=3

εj

(
X±,0

j−1(x±)

r2j−1
±

+
X±,1

j−2(x±)

r2j−3
±

)
.

Отсюда, следуя методу согласования асимптотических разложений, уточняем асимптоти-
ки (15), (16), (17):

u0(x) =A0 + o(1), u1(x) = ±B0

r±
+A1 ∓ B0G∓(O±) +O(r±), r± → 0, (30)

u2(x) =
X±,0

1 (x±)

r3±
± B1

r±
+O(1), r± → 0, (31)

uj(x) =
X±,0

j−1(x±)

r2j−1
±

+
X±,1

j−2(x±)

r2j−3
±

+O(r−j+2
± ), r± → 0, j = 3, 4, . . .

Функции u0(x) и u1(x), определенные равенствами (22) и (20), удовлетворяют (30)
(см. (24) ).

Из [22, лемма 2] вытекает справедливость следующего утверждения.

Лемма 2. Пусть n > 1. Тогда для любых X±
n (x±) существуют функции

U±(x) ∈ C∞(Ω\O±), являющиеся решениями краевых задач

{
∆U± = 0, x ∈ Ω,
∂U±

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω\O±,

и имеющие дифференцируемые асимптотики

U±(x) =
X±

n (x±)

r2n+1
±

+
∞∑

j=1

Y ±
j (x±), r± → 0.

В силу (4) и утверждения леммы 2 существует решение u2(x) ∈ C∞
(
Ω\{O+ ∪O−}

)

краевой задачи (19), (31) и оно представимо в виде

u2(x) =
X+,0

1 (x+)

r3+
+
X−,0

1 (x−)

r3−
+

B1

r+
− B1

r−
+ ũ2(x) +A2, (32)

где ũ2 ∈ C∞(Ω),
∫
Ω
ũ2(x)dx = 0, а A2 — пока произвольная постоянная.
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Из (22), (20), (32), (12), (27), (23) и (29), в частности, следует, что

u0(x) ≡
Cγ+ − Cγ−

Cγ+ + Cγ−

,

u1(x) =
2Cγ+Cγ−

Cγ+ + Cγ−

(
G+(x)−G−(x) +

1

Cγ+ + Cγ−

(
Cγ+G−(O+)− Cγ−G+(O−)

))
,

u2(x) =
X+,0

1 (x+)

r3+
+
X−,0

1 (x−)

r3−
+

+ 2

(
Cγ+Cγ−

Cγ+ + Cγ−

)2

(G+(O−) +G−(O+))

(
1

r+
− 1

r−

)
+ ũ2(x) +A2,

(33)

где ũ2 ∈ C∞(Ω), а A2 — пока произвольная постоянная,

v±0 (ξ±) =±
(
1 +

2Cγ∓

Cγ+ + Cγ−

(
E(ξ±; γ±)− 1

))
,

v±1 (ξ±) =± 2
Cγ∓C

2
γ±(

Cγ+ + Cγ−

)2
(
G+(O−) +G−(O+)

)(
E(ξ±; γ±)− 1

)
.

(34)

Таким образом, мы построили главные члены u0(x), u1(x), u2(x) (с точностью до произ-
вольной постоянной A2), v

±
0 (ξ±), v

±
1 (ξ±) формальных разложений (14) и (9). Построение

полных асимптотических разложений (14) и (9) и их строгое обоснование будет приведено
в следующих двух разделах.

4. Формальное построение полной асимптотики решения
краевой задачи (8)

Содержанием этого раздела является доказательство следующего утверждения.

Теорема 1. Существуют ряды (14), (9) такие, что
1) функции uk(x) ∈ C∞

(
Ω\{O+ ∪O−}

)
являются решениями краевых задач (19);

2) для функций u0(x), u1(x), u2(x) справедливы равенства (33), где ũ2 ∈ C∞(Ω), а A2 —
некоторая постоянная;

3) при k > 1 функции uk(x) имеют следующие асимптотики:

uk(x) =

k−1∑

q=1

X±,k−q−1
q (x±)

r2q+1
±

± Bk−1

r±
+A±

k +

∞∑

j=1

Z±,k
j (x±), x± → 0; (35)

4) функции v±k (ξ±) ∈ C∞(R
3,±

+ \∂γ±)∩C(R
3,±

+ ) являются решениями краевых задач (10),
(11);

5) для функций v±0 (ξ±) и v±1 (ξ±) справедливы равенства (34);
6) функции v±k (ξ±) имеют следующие асимптотики:

v±k (ξ±) =
k−1∑

q=1

Z±,k−q
q (ξ±) +A±

k ± Bk

ρ±
+

∞∑

j=1

X±,k
j (ξ±)

ρ2j+1
±

, ρ± → ∞. (36)

Доказательство. Справедливость (36) для v±0 вытекает из (13) при ±
(
1− B0

Cγ±

)
:= A±

0 , а

для v±1 следует из (28) при ∓ B1

Cγ±
:= Ã±

1 , а для u1 равенство (35) совпадает с (24).

Из (32) следует, что

u2(x) =
X±,0

1 (x±)

r3±
± B1

r±
+ Ã±

2 +A2 +
∞∑

j=1

Z±,2
j (x±), x± → 0, (37)
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где Ã±
2 — вполне определенные числа, а A2 — пока произвольная постоянная.

В силу леммы 1 существуют решения ṽ±2 ∈ C∞

(
R

3,±

+ \∂γ±
)
∩ C

(
R

3,±
+

)
краевой задачи

(11), имеющие асимптотики

ṽ±2 (ξ±) =Z
±,1
1 (ξ±)±

B̃±
2

ρ±
+O(ρ−2

± ), ρ± → ∞,

где B̃±
2 — вполне определенные числа. Тогда для любых чисел B±

2 функции

v±2 (ξ±) = ṽ±2 (ξ±)±
B±
2

Cγ±

(
E(ξ±; γ±)− 1

)
∈ C∞

(
R

3,±

+ \∂γ±
)
∩ C

(
R

3,±
+

)

являются решениями краевых задач (11) и имеют следующие асимптотики

v±2 (ξ±) =Z
±,1
1 (ξ±)∓

B±
2

Cγ±

± B̃±
2 + B±

2

ρ±
+O(ρ−2

± ), ρ± → ∞. (38)

Сравнивая последнее равенство с требуемым равенством (36) при k = 2, получаем линей-
ное уравнение на B+

2 и B−
2 :

B̃+
2 + B+

2 = B̃−
2 + B−

2 := B2. (39)

Сравнивая (38) с (36), а (37) с (35), получаем еще два линейных уравнения на B+
2 , B−

2 и
A2:

∓ B±
2

Cγ±

= Ã±
2 +A2 := A±

2 . (40)

Так как определитель системы уравнений (39), (40) равен 1
Cγ+

+ 1
Cγ−

, то она однозначно

разрешима. Вычислив B+
2 , B−

2 и A2, находим B2, A±
2 в силу (39), (40) и, следовательно,

окончательно определяем v±2 (ξ±) и u2(x), добиваясь при этом равенств (35) и (36) для
k = 2.

Кроме этого, в силу леммы 2 существует решение u3(x) ∈ C∞
(
Ω\{O+ ∪O−}

)
краевой

задачи (19), имеющее асимптотику

u3(x) =
X±,0

2 (x±)

r5±
+
X±,1

1 (x±)

r3±
± B2

r±
+ Ã±

3 +A3 +

∞∑

j=1

Z±,3
j (x±), x± → 0,

где Ã±
3 — вполне определенные числа, а A3 — пока произвольная постоянная. Т.е. полу-

чили аналог равенства (37) для следующего шага.
Повторяя проведенную выше процедуру, последовательно находим B3, A±

3 A3, оконча-
тельно определяем v±3 (ξ±) и u3(x), добиваясь при этом равенств (35) и (36) для k = 3, а
в силу леммы 2 получаем существование решения u4(x) ∈ C∞

(
Ω\{O+ ∪ O−}

)
краевой

задачи (19), имеющего асимптотику

u4(x) =
X±,0

3 (x±)

r7±
+
X±,1

2 (x±)

r5±
+
X±,2

1 (x±)

r3±
± B3

r±
+ Ã±

4 +A4 +
∞∑

j=1

Z±,4
j (x±), x± → 0,

где Ã±
4 — вполне определенные числа, а A4 — пока произвольная постоянная. И так далее.

Теорема доказана.

5. Обоснование построенной асимптотики решения краевой задачи (8)

Обозначим через B±(t) шар радиуса t с центром в точке O±. Содержанием этого раздела
является доказательство следующего утверждения, основанного на подходе, использовав-
шимся при обосновании асимптотик собственных значений краевых задач со сменой типа
граничного условия на малом участке границы [23–26].
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Теорема 2. Пусть функции uk(x) и v±k (ξ±) удовлетворяют утверждениям теоре-
мы 1. Тогда решение краевой задачи (8) имеет асимптотику (14) в Ω\ (B+(

√
ε) ∪ B−(

√
ε))

и асимптотики (9) в Ω ∩B±(
√
ε) по норме W 1

2 .

Доказательство. Обозначим через ûN(x, ε) и v̂±N (x, ε) частичные суммы рядов (14), (9),
соответственно, до степеней εN включительно. Из пунктов 3) и 6) теоремы 1 вытекает
следующее дифференцируемое равенство:

ûN(x, ε)− v̂±N(x, ε) = O

(
εrN± + εNr± +

(
ε

r±

)N+1
)
, r± → 0,

r±
ε

→ ∞. (41)

Пусть χ(t) — бесконечно дифференцируемая срезающая функция, тождественно равная
нулю при t < 1 и единице при t > 2. Обозначим

ũN,s(x, ε) =ûN(x, ε)χ

(
sr+√
ε

)
χ

(
sr−√
ε

)
+

+ v̂+N (x, ε)

(
1− χ

(
sr+√
ε

))
+ v̂−N(x, ε)

(
1− χ

(
sr−√
ε

))
.

(42)

Тогда функция ũN,s(x, ε) является решением краевой задачи




∆ũN,s = fN,s, x ∈ Ω,
∂ũN,s

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω\{γε+ ∪ γε−},

ũN,s = ±1, x ∈ γε±,

(43)

где

fN,s(x, ε) =
(
ûN(x, ε)− v̂±N(x, ε)

)
∆χ

(
sr+√
ε

)
+
(
ûN(x, ε)− v̂±N(x, ε)

)
∆χ

(
sr−√
ε

)
+

+∇
(
ûN(x, ε)− v̂±N(x, ε)

)
∇χ

(
sr+√
ε

)
+
(
ûN(x, ε)− v̂±N (x, ε)

)
∇χ

(
sr−√
ε

)
.

Отсюда в силу (41) получаем, что

‖fN,s‖L2(Ω) = O
(
ε

N
2

)
. (44)

Обозначим

UN,s(x, ε) = ũN,s(x, ε)− u(x, ε). (45)

В силу (8) и (43) получаем, что функция UN,s(x, ε) является решением краевой задачи




∆UN,s = fN,s, x ∈ Ω,
∂UN,s

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω\{γε+ ∪ γε−},

UN,s = 0, x ∈ γε±.

(46)

Умножим уравнение в (46) на UN,s(x, ε) и возьмем от обеих частей полученного равенства
интеграл по Ω. Интегрируя левую часть последнего равенства по частям, в силу (44)
имеем:

‖∇UN,s‖L2(Ω) = O
(
ε

N
2

)
. (47)

В [27] показано, что минимальное собственное значение краевой задачи




−∆ψε = λεψε, x ∈ Ω,
∂ψε

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω\γε+,

ψε = 0, x ∈ γε+,
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имеет асимптотику λε = ε2πCγ+ |Ω|+O(ε2). Поэтому из вариационных свойств собственных
значений краевых задач следует ( см. например, [16, гл.IV, §1, п.4]), что для функций из
W 1

2 (Ω), обращающихся в нуль на γ+, справедлива оценка

‖w‖2L2(Ω) 6
1

επCγ+|Ω|
‖∇w‖2L2(Ω)

при достаточно малых ε. Отсюда и из (47) и (45) вытекает равенство

‖ũN,s − u‖W 1
2
(Ω) = O

(
ε

N−1

2

)
.

И, наконец, из этого равенства, определения (42) функции ũN,s(x, ε) и произвола в выборе
N и s следует справедливость утверждения доказываемой теоремы.

6. Доказательство формул (2), (3)

Пусть H — произвольное сечение области Ω, не содержащие точек O±, а Hµ —
µ-окрестность H для достаточно малого µ. Тогда для решения краевой задачи (46) имеет
место оценка [16, глава IV, §2]

‖UN,s‖W 2
2
(Hµ) 6 C‖fN,s‖L2(Ω). (48)

Так как

‖w‖L2(H) 6 C1‖w‖W 1
2
(Hµ),

[16, глава III, §5], то из (48), (44) и неравенства ‖w‖L1(H) 6 |H|‖w‖L2(H) следует, что

∫

H

∣∣∣∣
∂UN,s

∂nH

∣∣∣∣ dS = O
(
ε

N
2

)
.

Отсюда в силу определений (45) и (42) функции UN,s(x, ε) и ũN,s(x, ε) и произвола в выборе
N получаем, что

∫

H

∂u

∂nH

dS =

∫

H

∂ûN
∂nH

dS +O
(
εN+1

)
. (49)

Подставляя (49) в (6), с учетом равенств (22) и (35) и [22, лемма 2] получаем, что

I =σ

∣∣∣∣
N∑

k=1

εkBk−1

∫

H

∂

∂nH

( 1

r+
− 1

r−

)
dS

∣∣∣∣+O(εN+1) = 2πσ

∣∣∣∣∣

N∑

k=1

εkBk−1

∣∣∣∣∣+O(εN+1). (50)

Так как B0 > 0 и B1 > 0 в силу (23) и (29), то, подставив (50) и ∆U = 2 в (5), в силу
произвола в выборе N получаем справедливость формулы (2) для R(ε), где

R−1 =
1

πσB0
, R0 = − B1

πσB2
0

.

И, наконец, из последних равенств и значений (23), (29) постоянных B0, B1 получаем
формулы (3) для R−1 и R0.
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