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Аннотация. Вводится понятие сильной регуляризации положительных последова-
тельностей. Доказан критерий существования регулярной в смысле Е.М. Дынькина
миноранты неквазианалитичности для данной последовательности в терминах наи-
меньшей вогнутой мажоранты логарифма ее функции следа. Доказательство опирает-
ся на свойства преобразования Лежандра.
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1. Введение

При изучении классов Карлемана 𝐶𝛾(𝑀𝑛) на произвольных континуумах 𝛾 комплексной
плоскости особую роль играют в определенном смысле правильные последовательности
{𝑀𝑛} — многие утверждения доказаны именно для таких последовательностей. Оказыва-
ется, если 𝛾 — дуга ограниченного наклона, то, как и в случае отрезка 𝐼 = [0, 1], в теоремах
типа Банга последовательность чисел 𝑀𝑛 > 0 может быть произвольной [1].

Пусть {𝑀𝑛}∞𝑛=0 — последовательность положительных чисел. Некоторые из чисел 𝑀𝑛

могут быть равны +∞, но предполагается, что существует бесконечное число конечных
𝑀𝑛. Классом Карлемана на дуге 𝛾 ⊂ C называется множество

𝐶𝛾(𝑀𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐶∞(𝛾) : sup
𝑧∈𝛾

⃒⃒
𝑓 (𝑛)(𝑧)

⃒⃒
6 𝐾𝑛

𝑓𝑀𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .}.

Здесь для любого 𝑎 ∈ 𝛾 производная 𝑓 ′
(𝑎) понимается как предел

𝑓
′
(𝑎) = lim

𝑧∈𝛾,𝑧→𝑎

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑎)

𝑧 − 𝑎
.

Высшие производные 𝑓 (𝑛)(𝑎) (𝑛 = 2, 3, . . .) определяются по индукции.

Определение 1. Класс 𝐶𝛾(𝑀𝑛) называется квазианалитическим, если из того, что
𝑓 ∈ 𝐶𝛾(𝑀𝑛) и 𝑓 (𝑛)(𝑐) = 0 при всех 𝑛 ≥ 0 в некоторой точке 𝑐 дуги 𝛾, следует, что
𝑓(𝑧) ≡ 0.

Необходимые и достаточные условия квазианалитичности класса 𝐶𝐼(𝑀𝑛) (Карлемана,
Островского и Мандельбройта-Банга) приведены в теореме Данжуа-Карлемана [2, гл. IV,
1.III]. Из этой теоремы следует, что если lim

𝑛→∞
𝑀

1
𝑛
𝑛 < ∞, то класс 𝐶𝐼(𝑀𝑛) является ква-

зианалитическим. Потому в подобных утверждениях обычно считают, что 𝑀
1
𝑛
𝑛 → ∞ при

𝑛→ ∞.
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Критерий квазианалитичности Островского формулируется в терминах функции следа

𝑇 (𝑟) = sup
𝑛≥0

𝑟𝑛

𝑀𝑛

, 𝑟 > 0.

Функция следа определена и конечна на положительной полуоси R+, а функция ln𝑇 (𝑒𝑥),
как верхняя огибающая линейных функций, является выпуклой функцией на R. Тем са-
мым, функция следа 𝑇 (𝑟) непрерывна на R+. Последовательность

𝑀 𝑐
𝑛 = sup

𝑟>0

𝑟𝑛

𝑇 (𝑟)

называется выпуклой регуляризацией последовательности {𝑀𝑛}∞𝑛=0 посредством логариф-
мов. Она обладает свойствами [2]:

1) 𝑀 𝑐
𝑛 6𝑀𝑛 (𝑛 ≥ 0); 2) (𝑀 𝑐

𝑛)
1
𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞; 3) 𝑀 𝑐

𝑛 6
√︀
𝑀 𝑐

𝑛−1𝑀
𝑐
𝑛+1 (𝑛 ≥ 1).

Кроме того, функции следа 𝑇 (𝑟), 𝑇𝑐(𝑟) последовательностей {𝑀𝑛}∞𝑛=0, {𝑀 𝑐
𝑛}∞𝑛=0 совпадают,

и

𝑀 𝑐
𝑛 = sup

𝑟>0

𝑟𝑛

𝑇𝑐(𝑟)
.

Последовательность {𝑀𝑛} будем называть регулярной в смысле Е.М. Дынькина, если
для чисел 𝑚𝑛 = 𝑀𝑛

𝑛!
выполняются свойства [3]:

а) 𝑚2
𝑛 6 𝑚𝑛−1𝑚𝑛+1 (𝑛 ≥ 1);

б) sup
𝑛≥1

(︁
𝑚𝑛+1

𝑚𝑛

)︁ 1
𝑛
<∞;

в) 𝑚
1
𝑛
𝑛 → ∞ при 𝑛→ ∞.

Согласно теореме Данжуа-Карлемана класс 𝐶𝐼(𝑀𝑛) является квазианалитическим то-
гда и только тогда, когда выполнено хотя бы одно из следующих эквивалентных условий
[2], [4]:

г)

∞∫︁
1

ln𝑇 (𝑟)

𝑟2
𝑑𝑟 = ∞; д)

∞∑︁
𝑛=0

𝑀 𝑐
𝑛

𝑀 𝑐
𝑛+1

= ∞.

Для регулярной последовательности {𝑀𝑛}, как показал Е.М.Дынькин [3], условие д)
(следовательно, и условие г)) равносильно билогарифмическому условию Левинсона

𝑑∫︁
0

ln lnℎ(𝑟)𝑑𝑟 = +∞, (1)

где

ℎ(𝑟) = sup
𝑛≥0

1

𝑚𝑛𝑟𝑛
(𝑟 > 0), (2)

а величина 𝑑 > 0 выбрана таким образом,что ℎ(𝑑) ≥ 𝑒. Ясно, что ℎ(𝑟) — убывающая
функция, lim

𝑟→0
ℎ(𝑟) = ∞, и

𝑚𝑛 = sup
𝑟>0

1

𝑟𝑛ℎ(𝑟)
(𝑛 ≥ 0).

Отметим, что введение регулярных последовательностей было вызвано тем, что «ана-
лог теории регуляризации для общих множеств, отличных от отрезка (согласно которой
каждый класс Карлемана совпадал бы с регуляризованным классом), отсутствует» [3].
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Пусть 𝛾 — дуга, заданная уравнением 𝑦 = 𝑔(𝑥) (|𝑥| 6 𝑎) и удовлетворяющая условию
Липшица

sup
𝑥1 ̸=𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑥2) − 𝑔(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1

⃒⃒⃒⃒
= 𝑞𝛾 <∞,

то есть 𝛾 — дуга ограниченного наклона [5].
В [5] показано, что если {𝑀𝑛} — регулярная последовательность, то класс 𝐶𝛾(𝑀𝑛) ква-

зианалитичен тогда и только тогда, когда для ассоциированного веса ℎ, заданного форму-
лой (2), выполняется условие (1). Таким образом, в данном случае для регулярного класса
𝐶𝛾(𝑀𝑛) теорема Данжуа-Карлемана остается в силе.

В общей ситуации класс Карлемана 𝐶𝛾(𝑀𝑛) (𝛾 — континуум в C) может и не быть регу-
лярным (то есть последовательность {𝑀𝑛} не является регулярной). Поскольку в теории
приближений особый интерес представляют неквазианалитические классы Карлемана, то
в связи с сказанным выше [3] важно выяснить, при каких условиях на 𝑀𝑛 существует
регулярная последовательность {𝑀*

𝑛}, такая, что: 1) 𝑀*
𝑛 6 𝑀𝑛; 2) {𝑀*

𝑛} удовлетворяет
критерию неквазианалитичности соответствующих классов Карлемана. В данной статье
будет доказан критерий существования такой последовательности {𝑀*

𝑛}.

2. Критерий существования регулярной миноранты
неквазианалитичности

Последовательность {𝑀𝑛} (𝑀𝑛 > 0) называется слабо регулярной, если числа 𝑚𝑛 = 𝑀𝑛

𝑛!
удовлетворяют условиям а), в) определения регулярной последовательности [6]. Любую
ее регулярную миноранту (если она существует) будем называть регуляризацией по
Е.М. Дынькину. Очевидно, при 𝑚

1
𝑛
𝑛 → ∞ существует слабо регулярная последователь-

ность {𝑀*
𝑛}, такая, что 𝑀*

𝑛 6 𝑀𝑛 (𝑛 ≥ 0), причем 𝑀*
𝑛𝑖

= 𝑀𝑛𝑖
для некоторой последова-

тельности индексов 𝑛𝑖, 𝑛𝑖 → ∞ (𝑛𝑖 — основные индексы, получающиеся при выпуклой
регуляризации последовательности {𝑚𝑛} посредством логарифмов). Если же последова-
тельность {𝑀*

𝑛} окажется регулярной, ее назовем сильной регуляризацией последователь-
ности {𝑀𝑛}.

В [6] доказана следующая

Теорема 1. Пусть 𝑀𝑛 > 0,
(︀
𝑀𝑛

𝑛!

)︀ 1
𝑛 → ∞ при 𝑛 → ∞. Для того чтобы существовала

регулярная последовательность {𝑀*
𝑛}, такая, что

𝑀*
𝑛 6𝑀𝑛,

∞∑︁
𝑛=1

𝑀*
𝑛

𝑀*
𝑛+1

<∞,

необходимо и достаточно, чтобы нашлась положительная непрерывная на R+ функ-
ция 𝑟 = 𝑟(𝑡), 𝑡𝑟(𝑡) ↓ 0, 𝑡2𝑟(𝑡) ↑ при 𝑡→ ∞ такая, что

1)
1

𝑀
1
𝑛
𝑛

6 𝑟(𝑛) (𝑛 ≥ 1); 2)

∞∫︁
1

𝑟(𝑡)𝑑𝑡 <∞.

Оказывается, теорему 1 можно переформулировать и по-другому, а именно в терминах
функции следа последовательности {𝑀𝑛}.

Справедлива следующая

Теорема 2. Пусть 𝑀𝑛 > 0,
(︀
𝑀𝑛

𝑛!

)︀ 1
𝑛 → ∞ при 𝑛 → ∞. Для того чтобы существовала

регулярная последовательность {𝑀*
𝑛}, такая, что

𝑀*
𝑛 6𝑀𝑛,

∞∑︁
𝑛=1

𝑀*
𝑛

𝑀*
𝑛+1

<∞,
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необходимо и достаточно, чтобы
∞∫︁
1

𝜔𝑇 (𝑟)

𝑟2
𝑑𝑟 <∞.

Здесь 𝜔𝑇 = 𝜔𝑇 (𝑟) — наименьшая вогнутая мажоранта функции ln𝑇 (𝑟),где

𝑇 (𝑟) = max
𝑛≥0

𝑟𝑛

𝑀𝑛

.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы основано на свойствах преобразования Лежандра.
Поэтому вкратце остановимся на них.

Пусть 𝑀(𝑥) — любая непрерывная возрастающая на [0,∞) функция, 𝑀(𝑥) = 𝑜(𝑥) при
𝑥→ ∞. Тогда функция

𝑚(𝑦) = sup
𝑥>0

(𝑀(𝑥) − 𝑥𝑦),

определенная при 𝑦 > 0, называется преобразованием Лежандра функции 𝑀(𝑥). Если
𝑀(𝑥) → ∞ при 𝑥 → ∞, то 𝑚(𝑦) → ∞ при 𝑦 → 0. Функция 𝑚(𝑦), как верхняя огибающая
убывающих по 𝑦 > 0 функций, также убывающая функция. Положим

𝑀*(𝑥) = inf
𝑦>0

(𝑚(𝑦) + 𝑦𝑥).

Ясно, что 𝑀* — наименьшая вогнутая возрастающая мажоранта функции 𝑀 :
𝑀(𝑥) 6𝑀*(𝑥). Отметим, что если функция 𝑀 вогнута, то 𝑀(𝑥)/𝑥 ↓ при 𝑥 ≥ 𝑎. С другой
стороны, если 0 < 𝑀(𝑥) ↑, 𝑀(𝑥)/𝑥 ↓ при 𝑥 > 0, то 𝑀*(𝑥) < 2𝑀(𝑥) где 𝑀* — наименьшая
вогнутая мажоранта 𝑀 [7; гл.VII, §D, с.326].

Теорема 3 (7; гл. VII, §D, с. 333). Пусть 𝑀(𝑥) — возрастающая вогнутая на [0,∞)
функция, 𝑚(𝑦) — преобразование Лежандра функции 𝑀(𝑥), 𝑎 > 0 такое, что 𝑚(𝑎) = 1.
Тогда интегралы

𝑎∫︁
0

ln𝑚(𝑦)𝑑𝑦,

∞∫︁
1

𝑀(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

сходятся или расходятся одновременно.

Приступим к доказательству теоремы 2.
Н е о б х о д и м о с т ь. Из равенств

𝑧𝑛

𝑀𝑛

=
𝑛!

𝑀𝑛

1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑡|=𝛿

𝑒𝑧𝑡

𝑡𝑛+1
𝑑𝑡 (𝛿 > 0)

и условий 𝑀*
𝑛 6𝑀𝑛,

(︁
𝑀*

𝑛

𝑛!

)︁ 1
𝑛 → ∞ при 𝑛→ ∞ имеем:

𝑟𝑛

𝑀𝑛

6
𝑛!

𝑀*
𝑛𝛿

𝑛
𝑒𝛿𝑟 6 𝐻*(𝛿) 𝑒𝛿𝑟 (|𝑧| = 𝑟), (3)

где

𝐻*(𝛿) = sup
𝑛≥0

𝑛!

𝑀*
𝑛𝛿

𝑛
.

Далее, из (3) следует, что

𝑇 (𝑟) 6 exp

[︂
inf
𝛿>0

(ln𝐻*(𝛿) + 𝛿𝑟)

]︂
= exp(𝜔*(𝑟)).
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Ясно, что 𝜔* — неотрицательная, неограниченно возрастающая и вогнутая функция на
[0,∞). Очевидно, ln𝐻*(𝛿) + 𝛿𝑟 ≥ 𝜔*(𝑟). Следовательно,

ln𝐻*(𝛿) ≥ sup
𝑟>0

(𝜔*(𝑟) − 𝛿𝑟) ≡ 𝑚(𝛿).

Поскольку
∞∑︁
𝑛=1

𝑀*
𝑛

𝑀*
𝑛+1

<∞,

то [3]
𝑑∫︁

0

ln ln𝐻*(𝛿)𝑑𝛿 <∞,

и тем более
𝑑∫︁

0

ln𝑚(𝛿)𝑑𝛿 <∞,

где 𝑑 > 0 такое, что 𝑚(𝑑) = 1. Но тогда по теореме 3 возрастающая функция 𝜔* принад-
лежит классу сходимости Ω, то есть

𝜔*(𝑟)
𝑟

↓ 0 при 𝑟 → ∞,
∞∫︀
1

𝜔*(𝑟)
𝑟2

𝑑𝑟 <∞.

Так как 𝜔𝑇 (𝑟) 6 𝜔*(𝑟), то функция 𝜔𝑇 также принадлежит Ω.
Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть

∞∫︁
1

𝜔𝑇 (𝑟)

𝑟2
𝑑𝑟 <∞.

Тогда

𝐼(𝛿) = 𝛿

∞∫︁
0

𝑇 (𝑟)𝑒−𝛿𝑟𝑑𝑟 6 𝛿

∞∫︁
0

exp(𝜔𝑇 (𝑟) − 𝛿𝑟)𝑑𝑟 = 𝛿𝑀(𝛿) = 𝐻(𝛿).

Так как, очевидно,
𝑟𝑛

𝑀𝑛

6 𝑇 (𝑟) (𝑛 ≥ 0),

то

𝛿
1

𝑀𝑛

∞∫︁
0

𝑟𝑛𝑒−𝛿𝑟𝑑𝑟 6 𝐼(𝛿) 6 𝐻(𝛿).

Отсюда для любого 𝑛 ≥ 0
𝑛!

𝑀𝑛𝛿𝑛
6 𝐻(𝛿) (𝛿 > 0), (4)

в частности, 𝑀 ′
𝑛 6𝑀𝑛, где

𝑀
′

𝑛 = sup
𝛿>0

𝑛!

𝐻(𝛿)𝛿𝑛
(𝑛 ≥ 0).

Поскольку оценки (4) верны для любого 𝑛 ≥ 0, то при 𝛿 → 0

lim
𝛿→0

ln 1
𝛿

ln𝐻(𝛿)
= 0.
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Следовательно, ln𝐻(𝑒−𝑥)
𝑥

→ +∞ при 𝑥→ +∞, и тогда 𝑀 ′
𝑛 = 𝑛! 𝑒𝑐𝑛 , где

𝑐𝑛 = sup
𝑥>0

(𝑛𝑥− ln𝐻(𝑒−𝑥)).

Воспользуемся теперь свойствами преобразования Юнга-Фенхеля-Лежандра [8, ч.II,
гл.1, §5, предложение 1]: если функция 𝜙 непрерывна на R+, и 𝜙(𝑦)

𝑦
→ +∞ при 𝑦 → +∞,

то сопряженная по Юнгу к 𝜙 функция

𝜓(𝑥) = sup
𝑦>0

(𝑥𝑦 − 𝜙(𝑦))

является выпуклой на R+ функцией, также удовлетворяющей условию:
𝜓(𝑥)

𝑥
→ +∞ при 𝑥→ +∞.

Таким образом, видим, что последовательность {𝑐𝑛} — выпуклая, 𝑐𝑛
𝑛
→ ∞ при 𝑛→ ∞.

Это означает, что 𝑐𝑛
𝑛
↑ при 𝑛→ ∞. Значит,(︂

𝑀
′
𝑛

𝑛!

)︂ 1
𝑛

↑ ∞

при 𝑛→ ∞, и последовательность {𝑀 ′
𝑛}, 𝑀

′
𝑛 6𝑀𝑛, является слабо регулярной.

Так как 𝐻(𝛿) = 𝛿𝑀(𝛿), то

𝑀
′

𝑛 ≥ 𝑛!

𝑀(𝛿)𝛿𝑛+1
(𝑛 ≥ 0).

Отсюда

ℎ(𝛿) = sup
𝑛≥0

𝑛!

𝑀 ′
𝑛𝛿

𝑛+1
6𝑀(𝛿). (5)

Вспоминая теперь определение функции 𝑀 , имеем

𝑀(𝛿) 6 exp

(︂
sup
𝑟>0

(𝜔𝑇 (𝑟) − 𝛿

2
𝑟)

)︂ ∞∫︁
0

𝑒−
𝛿
2
𝑟𝑑𝑟 =

2

𝛿
𝑒𝑚( 𝛿

2
),

где 𝑚(𝛿) — преобразование Лежандра функции 𝜔𝑇 (𝑟).
Пусть 𝑐 > 0 такое, что ℎ(𝑐) = 𝑒. Так как ℎ(𝛿) 6𝑀(𝛿), то 𝑀(𝛿) ≥ 𝑒 при 0 < 𝛿 6 𝑐. Имеем:

ln𝑀(𝛿) 6 ln 2
𝛿

+𝑚( 𝛿
2
) (0 < 𝛿 6 𝑐). Отсюда, пользуясь оценкой

ln+(𝑎+ 𝑏) 6 ln+ 𝑎+ ln+ 𝑏+ ln 2,

где ln+ 𝑥 = max(0, ln𝑥), получаем, что при 0 < 𝛿 6 𝑞 6 𝑐

0 6 ln ln𝑀(𝛿) < ln𝑚(
𝛿

2
) + ln ln

2

𝛿
+ ln 2.

Но по теореме 3 интеграл
𝑞∫︀
0

ln𝑚(𝛿)𝑑𝛿 сходится одновременно с интегралом
∞∫︀
1

𝜔𝑇 (𝑟)
𝑟2

𝑑𝑟.

А поскольку
𝑞∫︀
0

ln ln 2
𝛿
𝑑𝛿 <∞, то

𝑞∫︁
0

ln lnℎ(𝛿)𝑑𝛿 6

𝑞∫︁
0

ln ln𝑀(𝛿)𝑑𝛿 <∞.

Следовательно,
∞∑︁
𝑛=1

𝑀
′
𝑛

𝑀
′
𝑛+1

<∞. (6)
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Действительно, поскольку последовательность
{︁

𝑀
′
𝑛

𝑛!

}︁
логарифмически выпукла, то из (5)

заключаем, что

sup
𝛿>0

𝑛!

ℎ(𝛿)𝛿𝑛+1
= 𝑀

′

𝑛 <∞ (𝑛 ≥ 0).

Сходимость ряда (6) вытекает теперь из теоремы 7 работы [5]. Но тогда существует функ-
ция 𝑅 = 𝑅(𝑡), 0 < 𝑅(𝑡) ↓ 0, 𝑡𝑅(𝑡) ↓ 0, 𝑡2𝑅(𝑡) ↑ при 𝑡→ ∞, такая, что [6]

1)
1

(𝑀 ′
𝑛)

1
𝑛

< 𝑅(𝑛); 2)

∞∫︁
1

𝑅(𝑡)𝑑𝑡 <∞.

Следовательно, согласно теореме 1, существует регулярная последовательность {𝑀*
𝑛},

𝑀*
𝑛 6𝑀

′
𝑛,

∞∑︁
𝑛=1

𝑀*
𝑛

𝑀*
𝑛+1

<∞.

Теорема 2 полностью доказана.
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