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Аннотация. В данной статье доказана однозначная разрешимость задачи типа зада-
чи Бицадзе-Самарского для вырождающегося уравнения параболо-гиперболического
типа второго рода, в случае, когда на первой и второй части характеристики задаётся
краевое условие типа условия Бицадзе-Самарского.
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1. Введение
Локальные и нелокальные краевые задачи для уравнения эллитико-гиперболического и

параболо-гиперболического типов первого рода в различных областях изучены в работах
А.В. Бицадзе [1], М.С. Салахитдинова [2], Т.Д. Джураева [3], Е.И. Моисеева [4], А.М. На-
хушева [5], Т.Ш. Кальменова [6], К.Б. Сабитова [7], М.С. Салахитдинова и Б.И. Исломова
[8], G.C.Wen [9] и их учеников. Далее выяснилось, что эти задачи возникают при изучении
различных проблем математической биологии, прогнозировании почвенной влаги, реше-
ние проблем физики, плазмы и при математическом моделировании процессов излучения
лазера.

В работах М.В. Келдыша [10] и А.В. Бицадзе [1] впервые было указано существенное
влияние младших членов уравнения на постановки краевых задач для вырождающихся
эллиптических и гиперболических уравнений. В литературе принято называть уравнением
смешанного типа второго рода уравнения, линия вырождения которых является одновре-
менно огибающей семейства характеристик, т.е. сама является характеристикой.

Начиная с 1953 г., после публикации известной работы И.Л. Кароля [11] появился ин-
терес к изучению краевых задач для уравнений смешанного типа второго рода. Аналоги
задачи Трикоми для уравнения эллитико-гиперболического типа второго рода в области,
часть границы которой является линией вырождения, рассмотрены в работах [12]–[18], а
в работах [19]–[20] изучена задача Дирихле для уравнения смешанного типа второго рода
в прямоугольных областях.

Краевые задачи для уравнения параболо-гиперболического типа второго рода без вы-
рождения в параболической части были исследованы в работах [21]–[22]. Однако неболь-
шое число работ посвящено уравнениям смешанного параболо-гиперболического типа вто-
рого рода с вырождением в параболической части. Отметим работы [23], [24].

Обобщенная задача Трикоми для уравнения эллитико-гиперболического типа перво-
го рода, в случае, когда краевое условие на первой части характеристики задаётся ло-
кально, а на второй части и параллельной ей характеристике задаётся условие типа

N.B. Islamov, Analogue of Bitsadze - Samarskii problem for a class of parabolic-hyperbolic
equation of second kind.
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Бицадзе-Самарского, изучены в работах [25], [26]. Такие задачи для уравнения смешанного
параболо-гиперболического и эллитико-гиперболического типов второго рода исследованы
сравнительно мало. Отметим работу [27].

В настоящей работе изучается краевая задача для вырождающегося уравнения
параболо-гиперболического типа второго рода, в случае, когда краевое условие на первой
части характеристики задаётся нелокальное условие, а на второй части и параллельной
ей характеристике задаётся условие типа Бицадзе-Самарского.

2. Постановка задачи
Рассмотрим уравнение

0 =

{︂
𝑢𝑥𝑥 − |𝑥|𝑝𝑢𝑦, 𝑝 > 0 в𝐷𝑗,

𝑢𝑥𝑥 − (−𝑦)𝑚𝑢𝑦𝑦, 0 < 𝑚 < 1 в 𝐷3,
(1)

где 𝐷𝑗− область, ограниченная отрезками 𝑂𝐴𝑗, 𝐴𝑗𝐵𝑗, 𝑅𝐵𝑗, 𝑂𝑅 прямых 𝑦 = 0,
𝑥 = (−1)𝑗+1, 𝑦 = 1, 𝑥 = 0, соответственно при 𝑦 > 0, здесь и далее 𝑗 = 1 при 𝑥 > 0,
𝑗 = 2 при 𝑥 6 0; 𝐷3 — характеристический треугольник, ограниченный характе-
ристиками 𝐴1𝐶 : 𝑥 + (1 − 2𝛽)(−𝑦)1/(1−2𝛽) = 1, 𝐴2𝐶 : 𝑥− (1 − 2𝛽)(−𝑦)1/(1−2𝛽) = −1 ,
𝐴1𝐴2 : 𝑦 = 0, − 1 < 𝑥 < 1 уравнения (1) при 𝑦 < 0. Здесь 2𝛽 = 𝑚/(𝑚− 2), причем

−1 < 2𝛽 < 0. (2)

Введем следующие обозначения: 𝐽1 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 1, 𝑦 = 0} ,
𝐽2 = {(𝑥, 𝑦) : −1 < 𝑥 < 0, 𝑦 = 0} , 𝐽3 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = 0, 0 < 𝑦 < 1} ,

𝑂𝐶1 : 𝑥− (1 − 2𝛽)(−𝑦)1/(1−2𝛽) = 0, 𝑂𝐶2 : 𝑥 + (1 − 2𝛽)(−𝑦)1/(1−2𝛽) = 0,

𝐶
(︁

0; −(2/(2 −𝑚))2/(2−𝑚)
)︁
, 𝑂(0, 0) ∈ 𝐴1𝐴2, 𝐶1 ∈ 𝐴1𝐶, 𝐶2 ∈ 𝐴2𝐶,

𝐷 = 𝐷1 ∪𝐷2 ∪𝐷3 ∪ 𝐽1 ∪ 𝐽2 ∪ 𝐽3, 𝐷4 = 𝐷1 ∪𝐷2 ∪ 𝐽3,

Θ𝑗(𝑥) =

(︃
𝑥− 1

2
; −

[︂
𝑥 + 1

2(1 − 2𝛽)

]︂ 1−2𝛽
)︃
, (𝑗 = 1, 2), (3𝑗)

Θ*(𝑥) =

(︃
𝑥

2
; −

[︂
𝑥

2(1 − 2𝛽)

]︂1−2𝛽
)︃
, (3)

Θ1(𝑥) и Θ2(𝑥) — точки пересечения характеристики 𝐴2𝐶 с характеристикой, выходящей
из точки 𝑀2(𝑥, 0), 𝑥 ∈ [−1; 0] и 𝑀1(𝑥, 0), 𝑥 ∈ [0; 1] соответственно, а Θ*(𝑥) — точки пересе-
чения характеристики 𝑂𝐶1 с характеристикой, выходящей из точки 𝑀1(𝑥, 0), 𝑥 ∈ [0; 1] .

Через 𝐷31, 𝐷32 и 𝐷33 соответственно обозначим характеристические треугольники
𝑂𝐶1𝐴1, 𝐴2𝐶2𝑂 и четырехугольник 𝑂𝐶1𝐶𝐶2.

Задача BS. Найти в области 𝐷 функцию 𝑢(𝑥, 𝑦), обладающую свойствами:
1)𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷);
2)𝑢(𝑥, 𝑦) является регулярным решением уравнения (1) на множествах 𝐷𝑗 ∪𝐵𝑗𝑅 (𝑗 = 1, 2);
3)𝑢(𝑥, 𝑦) является обобщенным решением уравнения (1) из класса 𝑅2 [28] в области

𝐷3∖ (𝑂𝐶1 ∪𝑂𝐶2) ;
4) 𝑢(𝑥, 𝑦) удовлетворяет краевым условиям:

𝑢(𝑥, 𝑦)|𝐴 𝑗𝐵 𝑗
= 𝜙𝑗(𝑦), 0 6 𝑦 6 1, (𝑗 = 1, 2), (4𝑗)

𝑑

𝑑𝑥
𝑢 [Θ1(𝑥)] + 𝑎(𝑥)𝑢(𝑥, 0) = 𝑏(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽2 , (5)

𝑢 [Θ2(𝑥)] = 𝜇𝑢 [Θ*(𝑥)] + 𝜌(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1; (6)
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5) 𝑢𝑦 ∈ 𝐶 (𝐷1 ∪ 𝐽1) ∩ 𝐶 (𝐷2 ∪ 𝐽2) ∩ 𝐶 (𝐷3 ∪ 𝐽1 ∪ 𝐽2) и 𝑢𝑥 ∈ 𝐶 (𝐷1 ∪ 𝐽3) ∩ ∩𝐶 (𝐷2 ∪ 𝐽3) на
интервалах 𝐽1 ∪ 𝐽2 и 𝐽3 соответственно выполняются условия склеивания

lim
𝑦→−0

𝜕𝑢 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑝𝑗(𝑥) lim

𝑦→+0

𝜕𝑢 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
+ 𝑞𝑗(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽𝑗, (7𝑗)

и
lim
𝑥→−0

𝜕𝑢 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= lim

𝑥→+0

𝜕𝑢 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
, (0, 𝑦) ∈ 𝐽3, (73)

где 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝜌(𝑥), 𝜙𝑗(𝑦) 𝑝𝑗(𝑥), 𝑞𝑗(𝑥)(𝑗 = 1, 2) — заданные функции, причем
𝑏( − 1) = 0, 𝑏(0) = 0, 𝑎(0) ̸= 0, 𝜌′(0) = 0, (8)

𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑎(𝑥) 6 0, 𝑎′(𝑥) 6 0, ∀ 𝑥 ∈ [−1, 1] , 𝑝𝑗(𝑥) < 0, ∀ 𝑥 ∈ 𝐽𝑗, (9)
𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦) ∈ 𝐶

(︀
𝐽3
)︀
∩ 𝐶1(𝐽3), (10)

𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) ∈ 𝐶2
(︀
𝐽2
)︀
, 𝜌(𝑥) ∈ 𝐶2

(︀
𝐽1
)︀
, 𝑝𝑗(𝑥), 𝑞𝑗(𝑥) ∈ 𝐶

(︀
𝐽𝑗
)︀
∩ 𝐶2 (𝐽𝑗) . (11)

3. Основные функциональные соотношения
Введем следующие обозначения

𝑢 (𝑥, 0) = 𝜏𝑗 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐽𝑗, 𝑢𝑦 (𝑥,±0) = 𝜈
±

𝑗 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐽𝑗, (𝑗 = 1, 2), (12𝑗)

𝑢 (0, 𝑦) = 𝜏3 (𝑦) , (0, 𝑦) ∈ 𝐽3, 𝑢𝑥 (±0, 𝑦) = 𝜈3 (𝑦) , (0, 𝑦) ∈ 𝐽3. (123)
Обобщенное решение задачи Коши с данными (121) для уравнения (1) из класса 𝑅2 в

области 𝐷31 даётся формулой [11], [28, стр. 230(27.5)]:

𝑢 (𝜉, 𝜂) =

𝜉∫︁
0

(𝜂 − 𝑡)−𝛽(𝜉 − 𝑡)−𝛽𝑇1 (𝑡) 𝑑𝑡 +

𝜂∫︁
𝜉

(𝜂 − 𝑡)−𝛽(𝑡− 𝜉)−𝛽𝑁1 (𝑡) 𝑑𝑡, (131)

где
𝑁1 (𝑡) = 𝑇1 (𝑡)/2 cos𝜋𝛽 − 𝛾1𝜈

−
1 (𝑡) , (141)

𝛾1 = [2 (1 − 2𝛽)]2𝛽−1Γ (2 − 2𝛽)
⧸︀

Γ2 (1 − 𝛽),

𝜉 = 𝑥− (1 − 2𝛽) (−𝑦)1/(1−2𝛽), 𝜂 = 𝑥 + (1 − 2𝛽) (−𝑦)1/(1−2𝛽), (15)

𝜏1 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)−2𝛽𝑇1 (𝑡) 𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (161)

функции 𝑇1 (𝑥) и 𝜈−
1 (𝑥) непрерывны в (0, 1) и интегрируемы на [0, 1] , а 𝜏1 (𝑥) обращается

в нуль порядка не меньше −2𝛽 при 𝑥 → 0.
Обобщенное решение задачи Коши с данными (122) для уравнения (1) из класса 𝑅2 в

области 𝐷3𝑗(𝑗 = 2, 3) даётся формулой:

𝑢 (𝜉, 𝜂) =

𝜉∫︁
−1

(𝜂 − 𝑡)−𝛽(𝜉 − 𝑡)−𝛽𝑇2 (𝑡) 𝑑𝑡 +

𝜂∫︁
𝜉

(𝜂 − 𝑡)−𝛽(𝑡− 𝜉)−𝛽𝑁2 (𝑡) 𝑑𝑡, (132)

где
𝑁2 (𝑡) = 𝑇2 (𝑡)/2 cos𝜋𝛽 − 𝛾1𝜈

−
2 (𝑡) , (142)

а 𝜉, 𝜂 — определяется из (15);

𝜏2 (𝑥) =

𝑥∫︁
−1

(𝑥− 𝑡)−2𝛽𝑇2 (𝑡) 𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐽2, (162)

функции 𝑇2 (𝑥) и 𝜈
−
2 (𝑥) непрерывны в (−1, 0) и интегрируемы на [−1, 0] , а 𝜏2 (𝑥) обраща-

ется в нуль порядка не меньше −2𝛽 при 𝑥 → −1.
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Положив 𝜉 = −1 и 𝜂 = 𝑥 в (132) с учётом (31), (5), (142) и

𝑢 [Θ1 (𝑥)] =

𝑥∫︁
−1

(𝑥− 𝑡)−𝛽 (1 + 𝑡)−𝛽𝑁2 (𝑡) 𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐽2, (171)

получим функциональное соотношение между 𝑇2 (𝑥) и 𝜈−
2 (𝑥), перенесенное из области 𝐷32

на 𝐽2 :

𝛾1𝜈
−
2 (𝑥) =

(1 + 𝑥)𝛽

Γ (1 − 𝛽)
𝐷−𝛽

−1𝑥𝑎 (𝑥) 𝜏2 (𝑥) +

+
1

2 cos𝜋𝛽
𝑇2 (𝑥) − (1 + 𝑥)𝛽

Γ (1 − 𝛽)
𝐷−𝛽

−1𝑥 𝑏 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐽2, (18)

где 𝐷𝛼
𝑐𝑥 [·] — оператор интегродифференцирования дробного порядка 𝛼 [28], а 𝜏2 (𝑥) —

определяется из (162).
Точно также положив 𝜉 = −1 , 𝜂 = 𝑥 и 𝜉 = 0 , 𝜂 = 𝑥 соответственно в (132) и (131) с

учётом (32), (3), после некоторых преобразований получим

𝑢 [Θ2 (𝑥)] =

𝑥∫︁
−1

(𝑥− 𝑡)−𝛽(1 + 𝑡)−𝛽𝑁2 (𝑡) 𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐽2, (172)

𝑢 [Θ* (𝑥)] =

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)−𝛽𝑡−𝛽𝑁1 (𝑡) 𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐽1. (19)

Дифференцируя (6) по 𝑥, а затем, применяя к обеим частям полученного равенства
оператор 𝐷−𝛽

0𝑥 [·], имеем

𝐷−𝛽
0𝑥

𝑑

𝑑𝑥
𝑢 [Θ2 (𝑥)] = 𝜇𝐷−𝛽

0𝑥

𝑑

𝑑𝑥
𝑢 [Θ* (𝑥)] + 𝐷−𝛽

0𝑥 𝜌
′ (𝑥) . (20)

Подставляя (172), (19) в (20) с учетом (5), (6), (141), (142), (18) и тождеств
𝐷−𝛽

−1𝑥𝐷
𝛽
−1𝑥(1 + 𝑥)−𝛽𝑁2 (𝑥) = (1 + 𝑥)−𝛽𝑁2(𝑥), 𝐷−𝛽

0𝑥 𝐷
𝛽
0𝑥𝑥

−𝛽𝑁1 (𝑥) = 𝑥−𝛽𝑁1(𝑥), получим
функциональное соотношение между 𝑇1 (𝑥) и 𝜈−

1 (𝑥), перенесенное из области 𝐷31 на 𝐽1:

𝛾1𝜈
−
1 (𝑥) =

𝑇1 (𝑥)

2 cos𝜋𝛽
+

𝑥𝛽

𝜇Γ (1 − 𝛽)
𝐷−𝛽

0𝑥 𝑎 (𝑥) 𝜏2 (𝑥) + 𝐹1 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (21)

где 𝜏2 (𝑥) определяется из (162),

𝐹1 (𝑥) =
𝑥𝛽

𝜇Γ (1 − 𝛽)

{︁
𝐷−𝛽

0𝑥 𝜌
′ (𝑥)− 𝐷−𝛽

0𝑥 𝑏 (𝑥)
}︁
. (22)

В силу условия 𝜌′(0) = 0, 𝑏(0) = 0, 𝑎(0) ̸= 0 с учетом (171), (172), (19) из
(5) и (6) следует, что 𝑢 (0, 0) = 0. Следовательно, в силу условий задачи BS имеем
𝜏1 (0) = 𝜏2 (0) = 𝜏3 (0) = 0.

Переходя к пределу при 𝑦 → +0 в уравнении (1) при 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 и 𝑥 < 0, 𝑦 > 0 с
учетом (41), (42), (8), (161), (12𝑗)(𝑗 = 1, 3), сответственно имеем

𝜏 ′′1 (𝑥) = 𝑥𝑝𝜈+
1 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (231)

𝜏1 (0) = 𝜏3 (0) = 0, 𝜏1 (1) = 𝜙1(0) (241)
и

𝜏 ′′2 (𝑥) = (−𝑥)𝑝𝜈+
2 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐽2, (232)

𝜏2 (−1) = 𝜙2 (0) , 𝜏2 (0) = 𝜏3 (0) = 0. (242)
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Решая задачу (23𝑗) и (24𝑗), получим функциональное соотношение между 𝜏𝑗 (𝑥) и 𝜈+
𝑗 (𝑥) ,

перенесенное из области 𝐷𝑗 на 𝐽𝑗 (j=1,2):

𝜏1(𝑥) =

1∫︁
0

𝐺1 (𝑥, 𝑡) 𝑡𝑝𝜈+
1 (𝑡)𝑑𝑡 + Φ1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (251)

𝜏2(𝑥) =

0∫︁
−1

𝐺2 (𝑥, 𝑡) (−𝑡)𝑝𝜈+
2 (𝑡)𝑑𝑡 + Φ2(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽2, (252)

где
Φ1 (𝑥) = 𝑥𝜙1(0), (261)

Φ2 (𝑥) = −𝑥 𝜙2(0), (262)

𝐺1 (𝑥, 𝑡) =

{︂
𝑥 (𝑡− 1) , 0 6 𝑥 6 𝑡,
𝑡 (𝑥− 1) , 𝑡 6 𝑥 6 1,

(271)

𝐺2 (𝑥, 𝑡) =

{︂
𝑡 (1 + 𝑥) , − 1 6 𝑥 6 𝑡,
𝑥 (1 + 𝑡) , 𝑡 6 𝑥 6 0.

(272)

4. Единственность решения задачи 𝐵𝑆

Теорема 1. Если выполнены условия (2), (8), (9), то в области 𝐷 решение задачи BS
единственно.

При доказательстве теоремы 1 важную роль играют следующие леммы.

Лемма 1. Если выполнены условия (2), (8), то решение
𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶

(︀
�̄�4

)︀
∩ 𝐶2,1

𝑥,𝑦 (𝐷1 ∪𝑅𝐵1 ∪𝐷2 ∪𝐵2𝑅) , 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷4 ∪ 𝐵1𝐵2) уравнения (1) при
𝑦 > 0, достигает своего положительного максимума и отрицательного минимума в
замкнутой области 𝐷4 лишь на 𝐴1𝐵1 ∪ 𝐴2𝐵2 ∪ 𝐽1 ∪ 𝐽2.

Доказательство леммы 1. В силу принципа экстремума для параболических урав-
нений [29], [30] решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения (1) при 𝑦 > 0 внутри области 𝐷1 и 𝐷2 не может
достигать своего положительного максимума и отрицательного минимума.

Покажем, что решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения (1) при 𝑦 > 0 не достигает своего положитель-
ного максимума (отрицательного минимума) на 𝐽3.

Предположим обратное. Пусть 𝑢 (𝑥, 𝑦) в некоторой точке (0, 𝑦0) интервала 𝐽3 достига-
ет свой положительный максимум (отрицательный минимум). Тогда на основе принципа
экстремума [31], [32] из области 𝐷1 имеем

𝑢𝑥(+0, 𝑦0) < 0 (> 0). (28)

А с другой стороны, из области 𝐷2 получим

𝑢𝑥(−0, 𝑦0) > 0 (< 0).

Это неравенство в силу (73) противоречит отношению (28). Следовательно, 𝑢 (𝑥, 𝑦) не
достигается положительный максимум (отрицательный минимум) на интервале 𝐽3.

В силу условия (8) из (5) и (6) следует, что 𝑢 (0, 0) = 0. Значит, 𝑢(𝑥, 𝑦) не достигает
своего экстремума в точке 𝑂(0, 0).

Используя леммы 1.1 и 1.2 [33, Гл. 2, § 2.3. стр. 93-94], можно доказать, что в точке (0,1)
не существует положительный максимум (отрицательный минимум).

Таким образом, 𝑢 (𝑥, 𝑦) не достигает своего положительного максимума (отрицательного
минимума) на интервале 𝐽3.

Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Пусть 𝜏2 (𝑥) ∈ 𝐶 [−1, 0] ∩ 𝐶(1,𝑘) (−1, 0), где 𝑘 > −2𝛽 в точке 𝑥 = 𝑥0

(𝑥0 ∈ (−1, 0)) принимает наибольшее положительное (наименьшее отрицательное) зна-
чение. Тогда функцию

𝑇2(𝑥) ≡ 1

Γ (1 − 2𝛽)
𝐷1−2𝛽

−1𝑥 𝜏2 (𝑥) =
𝑠𝑖𝑛2𝜋𝛽

2𝜋𝛽

𝑑2

𝑑𝑥2

𝑥∫︁
−1

𝜏2 (𝑡) (𝑥− 𝑡)2𝛽 𝑑𝑡 (29)

в точке 𝑥 = 𝑥0 можно представить в виде

𝑇2 (𝑥0) =
𝑠𝑖𝑛2𝜋𝛽

𝜋

⎡⎣(1 + 𝑥0)
2𝛽−1 𝜏2 (𝑥0) + (1 − 2𝛽)

𝑥0∫︁
−1

𝜏2 (𝑥0) − 𝜏2 (𝑡)

(𝑥0 − 𝑡)2−2𝛽
𝑑 𝑡

⎤⎦ , (30)

причём
𝑇2 (𝑥0) < 0 (𝑇2 (𝑥0) > 0) , (𝑥0, 0) ∈ 𝐽2. (31)

Лемма 2 доказывается с помощью теоремы 1 [14, стр. 1080-1081] и леммы 27.1 [28, стр.
231-232].

Точно так же, как выше, можно доказать леммы 2 в случае, когда 𝑥0 ∈ (0, 1). Следова-
тельно, имеет место тождество

𝑇1 (𝑥0) ≡
1

Γ(1 − 2𝛽)
𝐷1−2𝛽

0𝑥0
𝜏1 (𝑥0) =

𝑠𝑖𝑛2𝜋𝛽

𝜋

[︁
𝑥2𝛽−1
0 𝜏1 (𝑥0) +

+ (1 − 2𝛽)

𝑥0∫︁
0

[𝜏1 (𝑥0) − 𝜏1 (𝑡)] (𝑥0 − 𝑡)2𝛽−2 𝑑𝑡

⎤⎦ (32)

и неравенство
𝑇1 (𝑥0) < 0 (𝑇1 (𝑥0) > 0) , (33)

где (𝑥0, 0) ∈ 𝐽1 точка положительного максимума (отрицательного минимума) функции
𝜏1 (𝑥) ∈ 𝐶

(︀
𝐽1
)︀
∩ 𝐶(1,𝑘) (𝐽1) .

Лемма 3. (аналог принципа экстремума А.В. Бицадзе.) Если выполнены условия
(2),(8),(9), то решение 𝑢 (𝑥, 𝑦) задачи BS при 𝜌 (𝑥) ≡ 0, 𝑞1 (𝑥) ≡ 0, 𝑞2 (𝑥) ≡ 0,
𝑏 (𝑥) ≡ 0, свой положительный максимум и отрицательный минимум в замкнутой
области �̄�4 достигает лишь на 𝐴1𝐵1 ∪ 𝐴2𝐵2.

Доказательство леммы 3. В силу леммы 1 решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения (1) при 𝑦 > 0
свой положительный максимум и отрицательный минимум в замкнутой области �̄�4 до-
стигает лишь на 𝐴1𝐵1 ∪ 𝐴2𝐵2 ∪ 𝐽1 ∪ 𝐽2.

Покажем, что решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения (1) не достигает своего положительного мак-
симума (отрицательного минимума) на интервалах 𝐽𝑗 (𝑗 = 1, 2) и в точке 𝑂(0, 0). Пред-
положим обратное. Пусть 𝑢 (𝑥, 𝑦) в некоторой точке 𝑄 (𝑥0, 0) ∈ 𝐽2 достигает свой положи-
тельный максимум (отрицательный минимум).

Тогда равенство (18) при 𝑏 (𝑥) ≡ 0 принимает вид

𝛾1𝜈
−
2 (𝑥) =

1

2 cos𝜋𝛽
𝑇2 (𝑥) +

(1 + 𝑥)𝛽

Γ (1 − 𝛽)
𝐷−𝛽

−1𝑥𝑎 (𝑥) 𝜏2 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐽2. (34)

В силу (72) при 𝑞2(𝑥) ≡ 0 с учетом определения и принципа экстремума оператора
интегродифференцирования дробного порядка [28, стр. 16-19, (4.1), (4.6)] из (34) после
некоторых вычислений получим

𝛾1𝑝2(𝑥)𝜈+
2 (𝑥) =

1

2 cos𝜋𝛽
𝑇2 (𝑥) +

(1 + 𝑥)𝛽

Γ (1 − 𝛽) Γ (1 + 𝛽)

[︀
(1 + 𝑥)𝛽 𝑎 (𝑥) 𝜏2 (𝑥) −
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− 𝛽

𝑥∫︁
−1

𝜏2 (𝑥) − 𝜏2 (𝑡)

𝑥− 𝑡
𝑎 (𝑡) (𝑥− 𝑡)𝛽𝑑𝑡− 𝛽𝜏2 (𝑥)

𝑥∫︁
−1

𝑎 (𝑥) − 𝑎 (𝑡)

𝑥− 𝑡
(𝑥− 𝑡)𝛽𝑑𝑡

⎤⎦ . (35)

Принимая во внимание (2), (9), (11) с учетом леммы 2 из (35), заключаем, что в точке
𝑄(𝑥0, 0) положительного максимума (отрицательного минимума)

𝜈+
2 (𝑥0) > 0

(︀
𝜈+
2 (𝑥0) < 0

)︀
. (36)

С другой стороны, в точке 𝑄 (𝑥0, 0) с учётом 𝜏 ′′2 (𝑥0) 6 0 [𝜏 ′′2 (𝑥0) > 0] из (232) получим
𝜈+
2 (𝑥0) 6 0

[︀
𝜈+
2 (𝑥0) > 0

]︀
. Это неравенство противоречит неравенству (36).

Таким образом, 𝑢 (𝑥, 𝑦) не достигает своего положительного максимума (отрицатель-
ного минимума) на интервале 𝐽2.

Аналогично, принимая во внимание (2), (71), (9), (11), (231), (33) из (21) при 𝑏 (𝑥) ≡ 0,
𝜌 (𝑥) ≡ 0, 𝑞1 (𝑥) ≡ 0, заключаем, что 𝑢 (𝑥, 𝑦) не достигает своего положительного макси-
мума (отрицательного минимума) на интервале 𝐽1.

В силу (8) следует, что 𝑢(𝑥, 𝑦) не достигает своего экстремума в точке 𝑂(0, 0).
Лемма 3 доказана.
Переходим к доказательству теоремы 1.
Пусть 𝜙1 (𝑦) ≡ 𝜙2 (𝑦) ≡ 𝑏 (𝑥) ≡ 𝜌 (𝑥) ≡ 𝑞1 (𝑥) ≡ 𝑞2 (𝑥) ≡ 0, тогда в силу леммы 3 с учетом

(41) и (42) имеем

𝑢 (𝑥, 𝑦) ≡ 0 в 𝐷4.

Отсюда следует, что
𝑢 (𝑥, 0) ≡ 0, (𝑥, 0) ∈ 𝐽𝑗, 𝑢𝑦 (𝑥,±0) ≡ 0, (𝑥, 0) ∈ 𝐽𝑗, (𝑗 = 1, 2) . (37)

Принимая во внимание (141), (142), (29), (32), (37) из решения задачи Коши (13𝑗) для
уравнения (1) в областях 𝐷3𝑗(𝑗 = 1, 3), получим 𝑢 (𝑥, 𝑦) ≡ 0 в 𝐷3.

Следовательно, 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в области �̄�. Тем самым, решение задачи BS единственно.
Теорема 1 доказана.

5. Существование решение задачи 𝐵𝑆

Теорема 2. Если выполнены условия (2), (8), (10) и (11), то в области 𝐷 решение
задачи BS существует.

Доказательство теоремы 2. В силу (161) c учетом 𝜏1(0) = 0 из (21) имеем
1

Γ (1 − 2𝛽)
𝐷−2𝛽

0𝑥 𝜏 ′1(𝑥) =

= 2𝑐𝑜𝑠𝜋𝛽
[︀
𝛾1𝜈

−
1 (𝑥)− 𝑥𝛽

𝜇Γ (1 − 𝛽)
𝐷−𝛽

0𝑥 𝑎 (𝑥) 𝜏2 (𝑥) − 𝐹1 (𝑥)
]︁
, (𝑥, 0) ∈ 𝐽1. (38)

Из (18) c учетом (162) после некоторых вычислений получим интегральное уравнение
относительно 𝑇2(𝑥):

𝑇2 (𝑥) +

𝑥∫︁
−1

𝐾2(𝑥, 𝑡)𝑇2 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐹2(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽2, (39)

где

𝐾2(𝑥, 𝑡) =
2 cos𝜋𝛽 (1 + 𝑥)𝛽

Γ (1 − 𝛽) Γ (1 + 𝛽)
×

×

⎧⎨⎩
𝑥∫︁

𝑡

𝑎′(𝑧) (𝑥− 𝑧)𝛽 (𝑧 − 𝑡)−2𝛽 𝑑𝑧 − 2𝛽

𝑥∫︁
𝑡

𝑎(𝑧) (𝑥− 𝑧)𝛽 (𝑧 − 𝑡)−2𝛽−1 𝑑𝑧

⎫⎬⎭ , (40)
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𝐹2(𝑥) = 2 cos 𝜋𝛽
[︀
𝛾1𝜈

− (𝑥) +
(1 + 𝑥)𝛽

Γ (1 − 𝛽)
𝐷−𝛽

−1𝑥 𝑏 (𝑥)
]︁
. (41)

Принимая во внимание (2), (11), из (40) следует, что ядро 𝐾2(𝑥, 𝑡) допускает оценку

|𝐾2(𝑥, 𝑡)| 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (1 + 𝑥)𝛽 . (42)

В силу (11) с учетом класса 𝑅2 (см.(132)) из (41) следует, что правая часть уравнения
(39) непрерывна в интервале (−1, 0) и интегрируема на [−1, 0] .

В силу (2), (42) уравнение (39) является интегральным уравнением Вольтерра второго
рода со слабой особенностью.

Из постановки задачи BS с учетом (42) и свойства функции 𝐹2(𝑥) следует, что решение
уравнения (39) надо искать в классе функции непрерывна в (−1, 0 ) и интегрируема на
[−1, 0] .

Согласно теории интегральных уравнений Вольтерра [34], заключаем, что интегральное
уравнение (39) однозначно разрешимо, и его решение дается формулой

𝑇2(𝑥) = 𝐹2(𝑥) −
𝑥∫︁

−1

𝐾*
2(𝑥, 𝑡)𝐹2(𝑡)𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐽2, (43)

где 𝐾*
2(𝑥, 𝑡) — резольвента ядра 𝐾2 (𝑥, 𝑡) .

В силу (162) c учетом 𝜏2(−1) = 0 из (43) получим
1

Γ (1 − 2𝛽)
𝐷−2𝛽

−1𝑥𝜏
′
2(𝑥) =

= 𝛾3𝜈
−
2 (𝑥) − 𝛾3

𝑥∫︁
−1

𝐾*
2(𝑥, 𝑡)𝜈−

2 (𝑡) 𝑑𝑡 + 𝐹3 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐽2, (44)

где 𝛾3 = 2𝛾1𝑐𝑜𝑠𝜋𝛽,

𝐹3 (𝑥) =
2 cos𝜋𝛽

Γ (1 − 𝛽)

⎡⎣(1 + 𝑥)𝛽 𝐷−𝛽
−1𝑥𝑏 (𝑥) −

𝑥∫︁
−1

𝐾*
2(𝑥, 𝑡) (1 + 𝑡)𝛽 𝐷−𝛽

−1 𝑡𝑏 (𝑡) 𝑑𝑡 . (45)

Исключив 𝜏1(𝑥) и 𝜏2(𝑥) из соотношений (38), (251) и (44), (252) с учетом (71) и (72),
соответственно имеем

1

Γ (1 − 2𝛽)
𝐷−2𝛽

0𝑥

⎡⎣ 1∫︁
0

𝐺′
1𝑥 (𝑥, 𝑡) 𝑡𝑝𝜈+

1 (𝑡)𝑑𝑡 + Φ′
1(𝑥)

⎤⎦ = 𝛾3
[︀
𝑝1(𝑥)𝜈+

1 (𝑥) + 𝑞1(𝑥)
]︀
−

− 2𝑐𝑜𝑠𝜋𝛽𝑥𝛽

𝜇Γ(1 − 𝛽)Γ(1 + 𝛽)

𝑑

𝑑𝑥

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝛽𝑎(𝑡)𝑑𝑡

0∫︁
−1

𝐺2 (𝑡, 𝑧) (−𝑧)𝑝𝜈+
2 (𝑧)𝑑𝑧+

+ 𝐹4(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (46)

1

Γ (1 − 2𝛽)
𝐷−2𝛽

−1𝑥

⎡⎣ 0∫︁
−1

𝐺′
2𝑥 (𝑥, 𝑡) (−𝑡)𝑝𝜈+

2 (𝑡)𝑑𝑡 + Φ′
2(𝑥)

⎤⎦ = 𝛾3
[︀
𝑝2(𝑥)𝜈+

2 (𝑥) + 𝑞2(𝑥)
]︀
−

− 𝛾3

𝑥∫︁
−1

𝐾*
2(𝑥, 𝑡)

[︀
𝑝2(𝑡)𝜈

+
2 (𝑡) + 𝑞2(𝑡)

]︀
𝑑𝑡 + 𝐹3 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐽2, (47)
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где

𝐹4(𝑥) = −2𝑐𝑜𝑠𝜋𝛽

[︂
𝑥𝛽

𝜇Γ(1 − 𝛽)
𝐷−𝛽

0𝑥 𝑎 (𝑥) Φ2 (𝑥) − 𝐹1(𝑥)

]︂
. (48)

Введем обозначения

𝑅1(𝑥) =
1

Γ (1 − 2𝛽)
𝐷−2𝛽

0𝑥

1∫︁
0

𝐺′
1𝑥 (𝑥, 𝑡) 𝑡𝑝𝜈+

1 (𝑡)𝑑𝑡, 0 < 𝑥 < 1, (461)

𝑅2(𝑥) =
1

Γ (1 − 2𝛽)
𝐷−2𝛽

−1𝑥

0∫︁
−1

𝐺′
2𝑥 (𝑥, 𝑡) (−𝑡)𝑝𝜈+

2 (𝑡)𝑑𝑡, −1 < 𝑥 < 0. (471)

Тогда в силу (271) и (272) с учетом определения оператора интегродифференцирования
дробного порядка [28, см.формулы (4.1) и (4.6)], а также, используя свойства бета-функций
[28, (1.7)] из (461) и (471), имеем

𝑅1(𝑥) = 𝛾4

⎡⎣ 𝑥∫︁
0

𝑃11(𝑥, 𝑡)𝜈
+
1 (𝑡) 𝑑𝑡 +

1∫︁
𝑥

𝑃12(𝑥, 𝑡)𝜈
+
1 (𝑡) 𝑑𝑡

⎤⎦ =

=

1∫︁
0

𝑃1 (𝑥, 𝑡) 𝜈+
1 (𝑡)𝑑𝑡, (462)

𝑅2(𝑥) = 𝛾4

⎡⎣ 𝑥∫︁
−1

𝑃21(𝑥, 𝑡)𝜈
+
2 (𝑡) 𝑑𝑡 +

0∫︁
𝑥

𝑃22(𝑥, 𝑡)𝜈
+
2 (𝑡) 𝑑𝑡

⎤⎦ =

=

0∫︁
−1

𝑃2 (𝑥, 𝑡) 𝜈+
2 (𝑡)𝑑𝑡, (472)

где 𝛾4 = 1/Γ (1 − 2𝛽) Γ(1 + 2𝛽),

𝑃1 (𝑥, 𝑡) =

{︂
𝛾4𝑃11 (𝑥, 𝑡) , 0 6 𝑡 6 𝑥,

𝛾4𝑃12 (𝑥, 𝑡) , 𝑥 6 𝑡 6 1,
(463)

𝑃2 (𝑥, 𝑡) =

{︂
𝛾4𝑃21 (𝑥, 𝑡) , −1 6 𝑡 6 𝑥,

𝛾4𝑃22 (𝑥, 𝑡) , 𝑥 6 𝑡 6 0,
(473)

𝑃11 (𝑥, 𝑡) = (𝑥− 𝑡)2𝛽 𝑡𝑝 + 𝑥2𝛽 · 𝑡𝑝(𝑡− 1), 𝑃12 (𝑥, 𝑡) = 𝑥2𝛽𝑡𝑝(𝑡− 1),

𝑃21 (𝑥, 𝑡) = (𝑥− 𝑡)2𝛽 · (−𝑡)𝑝+1 + (𝑥− 𝑡)2𝛽 · (1 + 𝑡) (−𝑡)𝑝 − (𝑥 + 1)2𝛽 (−𝑡)𝑝,

𝑃22 (𝑥, 𝑡) = − (𝑥 + 1)2𝛽 (−𝑡)𝑝+1.

Подставляя (462) и (472) в (46) и (47), соответственно, находим

𝜈+
2 (𝑥) −

0∫︁
−1

𝑃 (𝑥, 𝑡) 𝜈+
2 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐹5 (𝑥) , −1 < 𝑥 < 0, (49)

𝜈+
1 (𝑥) −

1∫︁
0

𝑄 (𝑥, 𝑡) 𝜈+
1 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐹6 (𝑥) +

0∫︁
−1

𝐾1 (𝑥, 𝑡)𝜈+
2 (𝑡)𝑑𝑡, 0 < 𝑥 < 1, (50)
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где

𝑃 (𝑥, 𝑡) =

{︂
[𝑃2 (𝑥, 𝑡) + 𝛾3𝐾

*
2(𝑥, 𝑡)𝑝 (𝑡)]/𝛾3𝑝2 (𝑥), −1 6 𝑡 6 𝑥,

𝑃2 (𝑥, 𝑡)/𝛾3𝑝2 (𝑥), 𝑥 6 𝑡 6 0,
(51)

𝑄 (𝑥, 𝑡) = 𝑃1 (𝑥, 𝑡)/𝛾3𝑝1(𝑥), (52)

𝐹5 (𝑥) =
𝐷−2𝛽

−1𝑥Φ′
2(𝑥)

Γ (1 − 2𝛽) 𝛾3𝑝2 (𝑥)
− 𝛾3𝑞2 (𝑥) + 𝐹3 (𝑥)

𝛾3𝑝2 (𝑥)
+

𝑥∫︁
−1

𝐾*
2(𝑥, 𝑡)𝑞2(𝑡)

𝑝2(𝑥)
𝑑𝑡 , (53)

𝐹6 (𝑥) =
𝐷−2𝛽

0𝑥 Φ′
1(𝑥)

Γ (1 − 2𝛽) 𝛾3𝑝1 (𝑥)
− 𝐹4 (𝑥) + 𝛾3𝑞1 (𝑥)

𝛾3𝑝1 (𝑥)
, (54)

𝐾1 (𝑥, 𝑡) =
2𝑐𝑜𝑠𝜋𝛽𝑥𝛽(−𝑡)𝑝

𝛾1𝜇Γ(1 − 𝛽)Γ(1 + 𝛽)𝑝1(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

𝑥∫︁
0

𝑎(𝑧)(𝑥− 𝑧)𝛽𝐺2(𝑧, 𝑡)𝑑𝑧. (55)

В силу (2), (11), (40), (42), (463), (473) из (51) и (52) получим оценки

|𝑃 (𝑥, 𝑡)| 6
{︂

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥− 𝑡)2𝛽 , − 1 6 𝑡 6 𝑥,

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (1 + 𝑡)2𝛽 , 𝑥 6 𝑡 6 0,
(56)

|𝑄 (𝑥, 𝑡)| 6

{︃
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥− 𝑡)2𝛽 , 0 6 𝑡 6 𝑥,

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑥2𝛽, 𝑥 6 𝑡 6 1.
(57)

Из (56) и (57) следует, что уравнения (49) и (50) являются интегральными уравнениями
Фредгольма второго рода со слабой особенностью.

В силу (2), (8), (10), (11) из (53) и (54) с учетом (22), (261), (262), (40), (41), (42), (45),
(48) заключаем, что:

1) функция 𝐹5 (𝑥) непрерывна в (−1, 0) и интегрируема на [−1, 0], причем функция 𝐹5 (𝑥)
при 𝑥 → −1 обращается в бесконечность порядка меньше −2𝛽;

2) функция 𝐹6 (𝑥) непрерывна в (0, 1) и интегрируема на [0, 1], причем функция 𝐹6 (𝑥)
при 𝑥 → 0 обращается в бесконечность порядка меньше −2𝛽.

Разрешимость интегрального уравнения Фредгольма второго рода (49) и (50) (в силу
эквивалентности его задаче BS) вытекает из единственности решения задачи BS и соот-
ветственно дается формулой [34]:

𝜈+
2 (𝑥) =

0∫︁
−1

𝑃 * (𝑥, 𝑡)𝐹5 (𝑡) 𝑑𝑡 + 𝐹5 (𝑥) , −1 < 𝑥 < 0 (58)

и принадлежит классу, 𝜈+
2 (𝑥) ∈ 𝐶 (−1, 0) ∩ 𝐿1 [−1, 0] , 𝜈+

2 (𝑥) функция при 𝑥 → −1
обращается в бесконечность порядка меньше −2𝛽;

𝜈+
1 (𝑥) =

1∫︁
0

𝑄* (𝑥, 𝑡)𝐹7 (𝑡) 𝑑𝑡 + 𝐹7 (𝑥) , 0 < 𝑥 < 1 (59)

и принадлежит классу, 𝜈+
1 (𝑥) ∈ 𝐶 (0, 1) ∩ 𝐿1 [0, 1] , причем функция 𝜈+

1 (𝑥) при 𝑥 → 0
обращается в бесконечность порядка меньше −2𝛽. Здесь

𝐹7 (𝑥) = 𝐹6 (𝑥) −
0∫︁

−1

𝐾1 (𝑥, 𝑡)

⎡⎣ 0∫︁
−1

𝑃 * (𝑡, 𝑧)𝐹5 (𝑧) 𝑑𝑧 + 𝐹5 (𝑡)

⎤⎦ 𝑑𝑡,

а 𝑃 * (𝑥, 𝑡) и 𝑄* (𝑥, 𝑡) — резольвента ядра 𝑃 (𝑥, 𝑡) и 𝑄(𝑥, 𝑡) соответственно.
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Поставляя (58) и (59) в (251) и (252), соответственно определим 𝜏2(𝑥) и 𝜏1(𝑥) функцию
из класса

𝜏2(𝑥) ∈ 𝐶1 [−1, 0] ∩ 𝐿1 [−1, 0] и 𝜏1(𝑥) ∈ 𝐶1 [0, 1] ∩ 𝐿1 [0, 1] . (60)
Теперь решим следующую задачу.
Задача AD. Найти решение 𝑢 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶

(︀
�̄�4

)︀
∩ 𝐶2,1

𝑥,𝑦 (𝐷1 ∪𝑅𝐵1 ∪𝐷2 ∪𝐵2𝑅) уравнения
(1), удовлетворяющее условиям (41), (42), (73) и

𝑢 (𝑥, 0) = 𝜏1 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (611)
𝑢 (𝑥, 0) = 𝜏2 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐽2, (622)

где 𝜏𝑗 (𝑥) (𝑗 = 1, 2) — заданные функции, удовлетворяющие условию (60), причем
𝜏1 (0) = 𝜏2 (0) .

Теорема 3. Если выполнены условия (2), (10), (60), то задача AD в области 𝐷4 од-
нозначно разрешима.

Доказательство теоремы 3. Решение первой краевой задачи с условиями (41), (611)
и 𝑢(0, 𝑦) = 𝜏3(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽3 для уравнения (1) в 𝐷1 ∪𝑅𝐵1 имеет вид [29], [31]:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

1∫︁
0

𝐺0(𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼)𝑡𝑝𝜏1(𝑡)𝑑𝑡 +
𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝐺(1)(𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼)𝜏3(𝑡)𝑑𝑡+

+
𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝐺(2)(𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼)𝜙1(𝑡)𝑑𝑡 (62)

и принадлежит классу 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶
(︀
𝐷1

)︀
∩ 𝐶

2,1

𝑥,𝑦 (𝐷1 ∪𝑅𝐵1), если выполняется (10), (60) и
𝜏3(𝑦) ∈ 𝐶

(︀
𝐽3

)︀
∩ 𝐶1 (𝐽3) . Здесь 𝐺(𝑗)(𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼), (𝑗 = 1, 2) определяются формулами

𝐺(1) (𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼) =
(1 − 𝛼)2(𝛼−1) − 𝑥

(1 − 𝛼)2(𝛼−1)
−

1∫︁
0

(1 − 𝛼)2(𝛼−1) − 𝑡

(1 − 𝛼)2(𝛼−1)
𝐺0 (𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼) 𝑡𝑝𝑑𝑡, (63)

𝐺(2) (𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼) = (1 − 𝛼)2(1−𝛼)𝑥−
1∫︁

0

𝐺0 (𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼) (1 − 𝛼)2(1−𝛼)𝑡𝑝𝑑𝑡, (64)

а 𝐺0(𝑥, 𝜉, 𝑦, 𝛼) — функция Грина первой краевой задачи для уравнения (1) в области 𝐷1

имеет вид

𝐺0(𝑥, 𝜉, 𝑦, 𝛼) =
∞∑︁
𝑠=0

𝑒−
𝜆2𝑠𝑦

4 (1 − 𝛼)
√︀
𝑥𝜉×

×
𝐽1−𝛼

(︁
𝜆𝑠(1 − 𝛼)𝑥

1
2(1−𝛼)

)︁
𝐽1−𝛼

(︁
𝜆𝑠(1 − 𝛼)𝜉

1
2(1−𝛼)

)︁
𝐽2
2−𝛼(𝜆𝑠)

,

где 𝐽𝜒(𝑧) =
∞∑︀
𝑠=0

(−1)𝑠

𝑠!Γ(𝑠+𝜒+1)

(︀
𝑧
2

)︀𝜒+2𝑠 — функция Бесселя первого рода, 𝛼 = 𝑝+1
𝑝+2

, причем

1

2
< 𝛼 < 1, (65)

а 𝜆𝑠 — положительные корни уравнения 𝐽1−𝛼(𝜆𝑠) = 0, 𝑠 = 0, 1, 2, ... .
Дифференцируя (62) по 𝑥 и переходя к пределу при 𝑥 → +0 с учетом (123), находим

𝜈3(𝑦) =
𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝑍(𝑦 − 𝑡)𝜏3(𝑡)𝑑𝑡 + 𝐹8(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽3, (66)
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где

𝑍(𝑦 − 𝑡) = (1 − 𝛼)2𝛼−1 lim
𝑥→+0

𝜕𝐺(1)(𝑥, 𝑦 − 𝑡, 𝛼)

𝜕𝑥
=

= −(1 − 𝛼) − 22𝛼

Γ2(1 − 𝛼)

∞∑︁
𝑠=0

𝜆−2𝛼
𝑠 𝑒−

𝜆2𝑠(𝑦−𝑡)

4

𝐽2
2−𝛼(𝜆𝑠)

,

𝐹8(𝑦) = lim
𝑥→+0

𝜕

𝜕𝑥

⎧⎨⎩
1∫︁

0

𝐺0(𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼)𝑡𝑝𝜏1(𝑡)𝑑𝑡+
𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝐺(2)(𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼)𝜙1(𝑡)𝑑𝑡. (67)

На основании свойства функции 𝐽𝜒 (𝑧) функция 𝑍 (𝑦 − 𝑡) представима в виде [21], [31]:

𝑍(𝑦 − 𝑡) = − 1

Γ(1 − 𝛼)
(𝑦 − 𝑡)𝛼−1 + 𝐵(𝑦 − 𝑡), (68)

где 𝐵 (𝑦 − 𝑡) — непрерывно-дифференцируемая функция при 𝑦 > 𝑡.
Подставляя (68) в (66), получим функциональное соотношение между 𝜏3 (𝑦) и 𝜈3 (𝑦) ,

принесенное из области 𝐷1 на 𝐽3:

𝜈3(𝑦) = − 1

Γ(1 − 𝛼)

𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

(𝑦 − 𝑡)𝛼−1𝜏3(𝑡)𝑑𝑡 +
𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝐵(𝑦 − 𝑡)𝜏1(𝑡)𝑑𝑡 + 𝐹8(𝑦). (69)

Нетрудно заметить, что решение первой краевой задачи с условиями (42), (612) и
𝑢(0, 𝑦) = 𝜏3(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽3 для уравнения (1) в 𝐷2 ∪𝑅𝐵2 даётся формулой:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

0∫︁
−1

𝐺0(−𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼)(−𝑡)𝑝𝜏2(𝑡)𝑑𝑡−
𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝐺(1)(−𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼)𝜏3(𝑡)𝑑𝑡−

− 𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝐺(2)(−𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼)𝜙2(𝑡)𝑑𝑡. (70)

Точно так же, как выше, дифференцируя (70) по 𝑥 и переходя к пределу 𝑥 → −0 с уче-
том (123), (68), получим функциональное соотношение между 𝜏3 (𝑦) и 𝜈3(𝑦), принесенное
из области 𝐷2 на 𝐽3:

𝜈3(𝑦) =
1

Γ(1 − 𝛼)

𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

(𝑦 − 𝑡)𝛼−1𝜏3(𝑡)𝑑𝑡−
𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝐵(𝑦 − 𝑡)𝜏3(𝑡)𝑑𝑡 + 𝐹9(𝑦), (71)

где

𝐹9(𝑦) = lim
𝑥→−0

𝜕

𝜕𝑥

⎧⎨⎩
0∫︁

−1

𝐺0(−𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼)(−𝑡)𝑝𝜏2(𝑡)𝑑𝑡−

− 𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝐺(2)(−𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝛼)𝜙2(𝑡)𝑑𝑡

⎫⎬⎭ . (72)

В силу (73) из соотношений (69) и (71) получим равенство относительно 𝜏3(𝑦):

2

Γ(1 − 𝛼)

𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

(𝑦 − 𝑡)𝛼−1𝜏3(𝑡)𝑑𝑡− 2
𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝐵(𝑦 − 𝑡)𝜏3(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹8(𝑦) − 𝐹9(𝑦).
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Отсюда, в силу определения оператора интегродифференцирования дробного порядка
[28, (4.1), (4.6)] имеем

2Γ(𝛼)

Γ(1 − 𝛼)
𝐷1−𝛼

0𝑦 𝜏1(𝑦) − 2𝐵(0)𝜏3(𝑦) − 2

𝑦∫︁
0

𝐵′
𝑦(𝑦 − 𝑡)𝜏3(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹8(𝑦) − 𝐹9(𝑦). (73)

Применяя оператор 𝐷𝛼−1
0𝑦 к обеим частям равенства (73), с учетом 𝜏3(0) = 0 и

𝐷𝛼−1
0𝑦 𝐷1−𝛼

0𝑦 𝜏3(𝑦) = 𝜏3(𝑦), (74)

получим интегральное уравнение относительно 𝜏3(𝑦):

𝜏3(𝑦) =

𝑦∫︁
0

𝑀(𝑦, 𝑡)𝜏3(𝑡)𝑑𝑡 + 𝐹10(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽3, (75)

где

𝑀(𝑦, 𝑡) =
Γ(1 − 𝛼)

Γ(𝛼)

⎧⎨⎩𝐵(0)(𝑦 − 𝑡)−𝛼 +

𝑦∫︁
𝑡

𝐵𝑧(𝑧 − 𝑡)(𝑦 − 𝑧)−𝛼𝑑𝑧

⎫⎬⎭ ,

𝐹10(𝑦) =
Γ(1 − 𝛼)

2Γ(𝛼)
𝐷𝛼−1

0𝑦 [𝐹8(𝑦) − 𝐹9(𝑦)] . (76)

Ядро 𝑀(𝑦, 𝑡) ∈ 𝐶 ([0, 1] × [0, 1]) при 𝑦 ̸= 𝑡, а при 𝑦 = 𝑡 допускает оценку
|𝑀(𝑦, 𝑡)| 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑦 − 𝑡)−𝛼. (77)

Исследуем теперь функцию 𝐹10 (𝑦). В работах [21] и [33], используя свойства функ-
ции 𝐺0 (𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂, 𝛼), 𝐽𝜒 (𝑧) с учетом (2), (10), (60), доказано, что функция 𝐹𝑖 (𝑦) , (𝑖 = 8, 9)
принадлежит классу

𝐹𝑖(𝑦) ∈ 𝐶
(︀
𝐽
)︀
∩ 𝐶1 (𝐽) , (𝑖 = 8, 9) . (78)

В силу (77), (78) с учетом определения оператора интегродифференцирования дробного
порядка [28, (4.1)] из (76) получим оценку

|𝐹10(𝑦)| 6 1

2Γ(𝛼)

𝑦∫︁
0

(𝑦 − 𝑡)−𝛼 [|𝐹8(𝑡)| + |𝐹9(𝑡)|] 𝑑𝑡 6

6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑦∫︁
0

(𝑦 − 𝑡)−𝛼𝑑𝑡 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑦1−𝛼.

Отсюда, применяя во внимание (65) и 0 6 𝑦 6 1, имеем
|𝐹10(𝑦)| < 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (79)

В силу (10), (60), (65) с учетом (79) из (76) следует, что

𝐹10(𝑦) ∈ 𝐶
(︀
𝐽3

)︀
∩ 𝐶1 (𝐽3) . (80)

Таким образом, в силу (77), (79), (80) уравнение (75) является интегральным уравнением
Вольтерра второго рода со слабой особенностью.

Согласно теории интегральных уравнений Вольтерра [34], заключаем, что интегральное
уравнение (75) однозначно разрешимо в классе 𝐶

(︀
𝐽3
)︀
∩ 𝐶1 (𝐽3), и его решение дается

формулой

𝜏3(𝑦) = 𝐹10(𝑦) +

𝑦∫︁
0

𝑀*(𝑦, 𝑡)𝐹10(𝑡)𝑑𝑡, (0, 𝑦) ∈ 𝐽3, (81)

где 𝑀*(𝑦, 𝑡) — резольвента ядра 𝑀 (𝑦, 𝑡) .
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Следовательно, задача AD однозначно разрешима в силу эквивалентности ее инте-
гральному уравнению Вольтерра второго рода (75).

Подставляя 𝜏3(𝑦) из (81) в (62) и (70), восстановим решение задачи AD как решение
первой краевой задачи в областях 𝐷1 и 𝐷2 соответственно.

Таким образом, решение задачи BS можно восстановить в областях 𝐷1 и 𝐷2 как решение
первой краевой задачи для уравнения (1) (см.(62), (70)), а в области 𝐷3 как решение задачи
Коши для уравнения (1) (см. (13𝑗) (𝑗 = 1, 2)).

Теорема 2 доказана.
Автор выражает признательность научному руководителю академику АН РУз

Салахитдинову М.С. за внимание к работе.
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