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ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ОДУ ВТОРОГО ПОРЯДКА
УРАВНЕНИЯМ ТИПА ПЕРВОГО УРАВНЕНИЯ ПЕНЛЕВЕ

Ю.Ю. БАГДЕРИНА

Аннотация. Рассматривается проблема эквивалентности для уравнений вырожден-
ного типа, которому, в частности, принадлежит первое уравнение Пенлеве. В терми-
нах алгебраических и дифференциальных инвариантов класса уравнений с кубической
нелинейностью по первой производной получены необходимые условия эквивалентно-
сти некоторым уравнениям этого типа с известным решением. Доказан критерий эк-
вивалентности первому уравнению Пенлеве относительно точечных преобразований.
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1. Введение

Проблема эквивалентности обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) вто-
рого порядка

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑆(𝑥, 𝑦)

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)︂3

+ 3𝑅(𝑥, 𝑦)

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)︂2

+ 3𝑄(𝑥, 𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 (𝑥, 𝑦) (1)

относительно точечных замен переменных

𝑧 = 𝜉(𝑥, 𝑦), 𝑤 = 𝜂(𝑥, 𝑦),
𝜕(𝜉, 𝜂)

𝜕(𝑥, 𝑦)
̸= 0 (2)

привлекает большое внимание с конца XIX в. [1]–[10]. Класс уравнений (1) замкнут от-
носительно преобразований (2). Он содержит 50 уравнений [11, гл. 14], полученных при
классификации ОДУ второго порядка, не имеющих подвижных критических точек, кроме
полюсов [12, 13], в том числе шесть уравнений Пенлеве. Проблема эквивалентности ОДУ
второго порядка первому уравнению Пенлеве

𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
= 6𝑤2 + 𝑧 (3)

относительно точечных преобразований исследовалась в [10] и [14]–[19]. В [20] рассмат-
ривалась проблема эквивалентности первого уравнения Пенлеве обобщенному уравнению
Эмдена-Фаулера относительно (нелокального) преобразования Сундмана.

В [21] доказано, что все уравнения Пенлеве некоторой заменой переменных (2) приво-
димы к виду

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑓(𝑥, 𝑦), (4)

Yu.Yu. Bagderina, Equivalence of second-order ODEs to equations of first Painlevé
equation type.
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и получена каноническая форма (4) для третьего, четвертого, пятого и шестого уравнений
Пенлеве. Также в [21] показано, что только специальные замены переменных

𝑥̃ = 𝑘

∫︁
𝜑2(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑥0, 𝑦 = 𝜑(𝑥)𝑦 + 𝜒(𝑥), 𝑘, 𝑥0 = const, 𝑘, 𝜑(𝑥) ̸= 0 (5)

не выводят уравнение (4) за пределы данного класса.
В большинстве работ, посвященных проблеме эквивалентности уравнений (1) [1]–[5, 8],

исследуется только основной (невырожденный) случай, когда для уравнения (1) имеем
𝐽0 ̸= 0 (формула для вычисления 𝐽0 приведена в следующем пункте). Для всех урав-
нений Пенлеве 𝐽0 = 0 и, значит, они принадлежат вырожденным типам уравнения (1).
В [1] рассматривались и вырожденные случаи уравнения (1), но полная их классифи-
кация еще не была осуществлена. Такая классификация была получена в [6, 7] метода-
ми дифференциальной геометрии. Позднее, в [9] она была проведена с помощью метода
внешних форм Картана, а затем в [10] — с использованием инфинитезимального подхода
С. Ли. При этом результат, применимый непосредственно к любому уравнению (1), со-
держат только работы [7, 10]. В [6] формулы для инвариантов уравнения (1) получены в
специальной системе координат и их применение подразумевает предварительную заме-
ну переменных (т.е. требует выполнения некоторых операций интегрирования). Результат
[9] для вырожденных типов уравнения (1), к которым, в частности, относятся уравнения
Пенлеве, требует предварительного приведения исследуемого уравнения (1) к виду (4).

Уравнения (1) первого типа в [10] соответствуют случаю общего положения (основному
случаю), определяемому в [6, 7]. Уравнения девятого типа в [10] совпадают со случаем
максимального вырождения в [6, 7]. Для уравнений (1) остальных семи типов, опреде-
ляемых в [10], вопрос об их соответствии семи случаям промежуточного вырождения из
первоначальной классификации [6, 7] требует специального изучения. В основном случае
формулы связи между инвариантами уравнения (1), построенными в [7] и [10], приводятся
в [10, §1]. Подобные формулы в вырожденном случае, к которому относятся пять из ше-
сти уравнений Пенлеве, приводятся в [22, §7]. Соответствие между инвариантами из [10]
и инвариантами, применяемыми в [1, 21, 23], установлено в [22, §3] и [24].

В данной работе условия эквивалентности получены с использованием алгебраических
(зависящих от 𝑥, 𝑦) инвариантов класса уравнений (1), построенных в [10]. Эквивалентные
уравнения имеют совпадающие множества (абсолютных) инвариантов. Согласно класси-
фикации [10] уравнение (3) принадлежит шестому типу уравнений (1). Остальные пять
уравнений Пенлеве относятся к четвертому типу, и для них условия эквивалентности ис-
следуются в [10, 19, 22, 23, 24]. Настоящая статья посвящена уравнениям шестого типа,
т.е. наиболее вырожденным уравнениям (1), имеющим инварианты. В п. 2 описаны ин-
варианты таких уравнений и показано, что все они некоторой заменой переменных (2)
сводятся либо к виду

𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
+

1

4𝑤3
+ 𝐹 (𝑧) = 0, 𝐹 (𝑧) ̸= 0, (6)

либо к виду
𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
= 6𝑤2 + 𝑓(𝑧). (7)

В п. 3, 4 вычислены инварианты этих уравнений и получены необходимые условия эквива-
лентности уравнениям (4) шестого типа, для которых в [25] приведено общее решение или
понижен порядок. А именно, в теоремах 2–6 описаны пять неэквивалентных уравнений
шестого типа, допускающих точечные симметрии. Из них четыре уравнения интегрируют-
ся и одно допускает понижение порядка. Преобразование (2), связывающее эквивалентные
уравнения, строится с использованием как алгебраических, так и дифференциальных (за-
висящих от 𝑥, 𝑦, 𝑦′ = 𝑑𝑦/𝑑𝑥) инвариантов класса уравнений (1). В [26] показано, что при
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решении проблемы эквивалентности ОДУ второго порядка наибольшее число дифферен-
цирований для построения инвариантов необходимо выполнить в случае уравнения (7) с
(𝑓−1/4)′′ ̸= 0.

Как видно из [14]–[19], критерий эквивалентности уравнению (3) может быть получен
с помощью различных подходов. В п. 5 данной работы он воспроизведен в теореме 7.
На примере первого уравнения Пенлеве показано, как доказывать достаточность условий
эквивалентности уравнению (1), среди алгебраических инвариантов которого имеются ин-
варианты 𝐼𝑗, 𝐼𝑘 такие, что

𝜕(𝐼𝑗, 𝐼𝑘)

𝜕(𝑥, 𝑦)
̸= 0. (8)

Соотношение (8) выражает функциональную независимость инвариантов 𝐼𝑗 и 𝐼𝑘. Подход,
основанный на функциональной независимости инвариантов, известен и используется дав-
но (см., например, [5, c. 7], [17], [18] или формулы (7) в [19]). В [22] этот подход применен
при доказательстве критериев эквивалентности второму уравнению Пенлеве и приводи-
мому к нему дифференциальной подстановкой уравнению XXXIV из [11]. Для остальных
уравнений Пенлеве достаточность условий эквивалентности установлена, если применение
этих условий к ОДУ (4) с точностью до преобразования (5) дает каноническую форму со-
ответствующего уравнения Пенлеве из [21]. В случае третьего и четвертого уравнений
Пенлеве этот подход использовался в работах [24] и [22], соответственно.

В п. 6 приведены примеры применения дифференциальных инвариантов при постро-
ении преобразования (2), связывающего два эквивалентных уравнения, не имеющих ал-
гебраических инвариантов, удовлетворяющих условию (8). Рассматривается случай, когда
все алгебраические инварианты уравнения постоянны, и случай, когда все они зависят от
одного аргумента. Также показано, что обобщенное уравнение Эмдена-Фаулера, найден-
ное в [20], связано с первым уравнением Пенлеве точечной заменой переменных вида (5).

2. Инварианты уравнений шестого типа

Здесь воспроизведена часть классификации ОДУ второго порядка из [10, теоремы 2, 7],
касающаяся уравнений шестого типа.

Теорема 1. Уравнение (1) шестого типа характеризуется соотношениями

𝐽0 = 0, 𝛽1 ̸= 0, 𝑗0 = 0, 𝑗1 = 0, 𝑗2 = 0, 𝑗3 ̸= 0, Γ0𝑗3 ̸= 5𝛽1. (9)

Базис его дифференциальных инвариантов образуют

𝐼0 =
1

𝑗
3/2
3

(︂
15𝑒0
𝐼1 − 5

− 3𝑦′

𝛽1(𝛽1 + 𝑦′𝛽2)

)︂
,

𝐼1 =
Γ0𝑗3
𝛽1

, 𝐼2 =
1

5𝑗23

(︂
(5 − 𝐼1)Λ +

4Γ0𝑒
2
0

𝛽1

)︂
.

(10)

Произвольный алгебраический инвариант уравнения (1) может быть получен примене-
нием к 𝐼1, 𝐼2 функционально-алгебраических операций и операторов инвариантного диф-
ференцирования

𝒟1 =
1

𝑗3
(𝛽2𝜕𝑥 − 𝛽1𝜕𝑦), 𝒟2 =

15𝑒0
(𝐼1 − 5)

√
𝑗3

(𝛽2𝜕𝑥 − 𝛽1𝜕𝑦) −
3

𝛽1

√
𝑗3
𝜕𝑥. (11)

Алгебраические инварианты всех уравнений шестого типа удовлетворяют тривиальным
соотношениям

5𝐼11 + 3𝐼1(5 − 𝐼1) = 0, 5𝐼12 − 2(2𝐼1 + 15)𝐼2 + (5 − 𝐼1)
(︀
46
45
𝐼1 + 33

)︀
= 0,

𝐼21 = 0, 𝒟1(𝒟𝑛
2 𝐼2) =

(︀
1
10

(𝑛 + 8)𝐼1 + 3
2
(𝑛 + 4)

)︀
𝒟𝑛

2 𝐼2, 𝑛 ∈ 𝑁.
(12)
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Здесь используется обозначение

𝐼𝑖𝑗 = 𝒟𝑖𝐼𝑗, 𝐼𝑘𝑖𝑗 = 𝒟𝑘(𝒟𝑖𝐼𝑗), 𝐼𝑙𝑘𝑖𝑗 = 𝒟𝑙(𝒟𝑘(𝒟𝑖𝐼𝑗)), 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1, 2, (13)

для производных инвариантов, полученных применением к 𝐼1, 𝐼2 инвариантных диффе-
ренцирований (11). Образующие (9)–(11) величины

Γ0 = 3𝛽2𝛾10 + 𝛽1(𝛾20 − 4𝛾11), Γ1 = 𝛽2(4𝛾20 − 𝛾11) − 3𝛽1𝛾21,

𝐽0 =
1

3
(𝛽2Γ0 − 𝛽1Γ1), 𝑗0 =

3

𝛽1

(︂
𝛽2

𝛽1

𝛿10 − 𝛿11

)︂
+

6𝛾10
𝛽2
1

(︂
𝛾11 −

𝛽2

𝛽1

𝛾10

)︂
,

𝑗1 =
5

6

(︂
2𝛽2𝛿20 − 𝛽1𝛿30 −

𝛽2
2

𝛽1

𝛿10

)︂
+

(︂
𝛾20+ 𝛾11− 2

𝛽2

𝛽1

𝛾10

)︂(︂
𝛾20−

2

3
𝛾11−

𝛽2

3𝛽1

𝛾10

)︂
,

𝑗2 =
1

𝛽1

(︂
𝛿20 −

𝛽2

𝛽1

𝛿10

)︂
+

𝛾10
5𝛽2

1

(︂
7
𝛽2

𝛽1

𝛾10 − 6𝛾20 − 𝛾11

)︂
, 𝑗3 =

3

5

(︂
𝛿10
𝛽3
1

− 6𝛾2
10

5𝛽4
1

)︂
,

𝑒0 =
𝜖10
5𝛽4

1

− 21𝛾10𝛿10
25𝛽5

1

+
84𝛾3

10

125𝛽6
1

, Λ =
𝜆10

5𝛽5
1

+
4

25𝛽6
1

(7𝛿210 − 8𝛾10𝜖10)

вычисляются с помощью относительных инвариантов

𝛽1 = 𝛼1𝑥 − 𝛼0𝑦 + 𝑅𝛼0 − 2𝑄𝛼1 + 𝑃𝛼2, 𝛽2 = 𝛼2𝑥 − 𝛼1𝑦 + 𝑆𝛼0 − 2𝑅𝛼1 + 𝑄𝛼2,

𝛾10 = 𝛽1𝑥 −𝑄𝛽1 + 𝑃𝛽2, 𝛿10 = 𝛾10𝑥 − 2𝑄𝛾10 + 𝑃 (𝛾20 + 𝛾11) − 5𝛼0𝛽1,
𝛾11 = 𝛽2𝑥 −𝑅𝛽1 + 𝑄𝛽2, 𝛿11 = 𝛾11𝑥 −𝑅𝛾10 + 𝑃𝛾21 − 𝛼1𝛽1 − 4𝛼0𝛽2,
𝛾20 = 𝛽1𝑦 −𝑅𝛽1 + 𝑄𝛽2, 𝛿20 = 𝛾20𝑥 −𝑅𝛾10 + 𝑃𝛾21 − 4𝛼1𝛽1 − 𝛼0𝛽2,
𝛾21 = 𝛽2𝑦 − 𝑆𝛽1 + 𝑅𝛽2, 𝛿21 = 𝛾21𝑥 −𝑅(𝛾20 + 𝛾11) + 2𝑄𝛾21 − 5𝛼1𝛽2,

𝛿30 = 𝛾20𝑦 − 𝑆𝛾10 + 𝑄𝛾21 − 4𝛼2𝛽1 − 𝛼1𝛽2,

𝜖10 = 𝛿10𝑥 − 3𝑄𝛿10 + 𝑃 (2𝛿20 + 𝛿11) − 12𝛼0𝛾10,

𝜆10 = 𝜖10𝑥 − 4𝑄𝜖10 + 𝑃 (3𝜖20 + 𝜖11) − 21𝛼0𝛿10,

где 𝛼0 = 𝑄𝑥 − 𝑃𝑦 + 2𝑃𝑅− 2𝑄2, 𝛼1 = 𝑅𝑥 −𝑄𝑦 + 𝑃𝑆 −𝑄𝑅,
𝛼2 = 𝑆𝑥 −𝑅𝑦 + 2𝑄𝑆 − 2𝑅2.

В отличие от абсолютных инвариантов 𝐼0, 𝐼1, 𝐼2, относительные инварианты являют-
ся инвариантами не всей группы преобразований эквивалентности класса уравнений (1),
а только некоторой ее подгруппы. Подробное изложение процедуры построения относи-
тельных и абсолютных инвариантов класса уравнений (1) с помощью инфинитезимального
метода С. Ли можно найти в [10]. Заметим, что соотношения (12) и их дифференциальные
следствия выполняются для любого уравнения шестого типа. Такие тривиальные соотно-
шения стоит исключать из необходимых условий эквивалентности, так как они не отража-
ют существенных свойств исследуемого уравнения, отличающих его от других уравнений
того же типа. При этом они играют важную роль при доказательстве достаточности усло-
вий эквивалентности, позволяя выразить часть инвариантов через некоторые "основные"
инварианты. Эта возможность продемонстрирована в п. 5 при доказательстве теоремы 7.

Замечание. Уравнение (1) с 𝛽1 = 0, 𝛽2 ̸= 0 преобразованием годографа приводится к
уравнению с 𝛽1 ̸= 0.

В [21] показано, что любое ОДУ (1) с относительными инвариантами 𝐽0 = 0, 𝑗0 = 0
некоторой заменой переменных (2) приводится к виду (4). Условие 𝑗1 = 0 для такого
уравнения имеет вид (︂

𝜕3𝑓

𝜕𝑦3

)︂2

− 5

6

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
𝜕4𝑓

𝜕𝑦4
= 0,
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откуда следует, что правая часть ОДУ (4) равна либо

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑏0(𝑥) + 𝑏1(𝑥)𝑦 +
𝑏4(𝑥)

(𝑦 + 𝑏3(𝑥))3
, (14)

либо 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑏0(𝑥) + 𝑏1(𝑥)𝑦 + 𝑏2(𝑥)𝑦2. (15)

Наложение на 𝑓(𝑥, 𝑦) остальных условий (9) приводит к условиям 𝑏4 = const ̸= 0,
𝑏0− 𝑏1𝑏3 + 𝑏′′3 ̸= 0 на функцию (14) и условию 𝑏2 ̸= 0 на функцию (15). При таких условиях
подходящим преобразованием (5) уравнение (4), (14) приводится к виду (6), а уравнение
(4), (15) — к виду (7). Семейства уравнений (6), (7) неэквивалентны друг другу, поскольку
для первого 𝐼1 ̸= 0, а для второго 𝐼1 = 0. Необходимые условия эквивалентности уравнени-
ям шестого типа с 𝐼1 ̸= 0 и 𝐼1 = 0 получены в следующих пунктах с использованием инва-
риантов 𝐼0, 𝐼1, 𝐼2, 𝒟𝑛

2 𝐼2, 𝑛 ∈ 𝑁 . Нетрудно видеть, что остальные производные инварианты
(13) могут быть выражены из тривиальных соотношений (12) и их дифференциальных
следствий в терминах инвариантов 𝐼1, 𝐼2, 𝒟𝑛

2 𝐼2, 𝑛 ∈ 𝑁 .

3. Уравнения шестого типа с 𝐼1 ̸= 0

Уравнение (6) имеет следующие инварианты (здесь 𝑤′ = 𝑑𝑤/𝑑𝑧)

𝐼1 = 5(1 + 𝑤3𝐹 ),

𝐼2 =
𝑤10(4𝐹 ′2 − 3𝐹𝐹 ′′)

27(1 + 𝑤3𝐹 )2
− 𝑤3𝐹

36(1 + 𝑤3𝐹 )2
(184𝑤6𝐹 2 + 389𝑤3𝐹 + 196),

𝐼22 = −𝑤12(9𝐹 2𝐹 ′′′ − 45𝐹𝐹 ′𝐹 ′′ + 40𝐹 ′3)

27
√

3𝐹 (1 + 𝑤3𝐹 )5/2
, 𝐼0 = − 𝑤(𝑤𝐹 ′ + 3𝑤′𝐹 )√

3𝐹 (1 + 𝑤3𝐹 )3/2
.

Сравнивая инварианты 𝐼1, 𝐼2, 𝐼22, можно заметить, что для уравнения (1) шестого типа с
𝐼1 ̸= 0 алгебраические инварианты

𝐽1 =
39 · 54

(𝐼1−5)10

(︂
𝐼21𝐼2 + (𝐼1−5)

(︂
46

45
𝐼21 +

7

12
𝐼1 −

5

4

)︂)︂3

, 𝐽2 =
37 · 53𝐼51𝐼

2
22

(𝐼1 − 5)8
(16)

зависят от одного аргумента. В частности, для ОДУ (6) они равны

𝐽1 = −(3𝐹𝐹 ′′ − 4𝐹 ′2)3

𝐹 10
, 𝐽2 =

(9𝐹 2𝐹 ′′′ − 45𝐹𝐹 ′𝐹 ′′ + 40𝐹 ′3)2

𝐹 10
.

Условие 𝐽2 = 0 совпадает с условием существования у уравнения точечной симметрии.
А именно, ОДУ (6) допускает оператор симметрии 𝑋 в случаях:

1)𝐹 (𝑧) = const, 𝑋 = 𝜕𝑧;

2)𝐹 (𝑧) =
𝑐

𝑧3/2
, 𝑐 = const ̸= 0, 𝑋 = 2𝑧𝜕𝑧 + 𝑤𝜕𝑤.

В случае 𝐼1 ̸= 0 при получении необходимых условий эквивалентности вместо инвариан-
тов 𝐼0, 𝐼1, 𝐼2, 𝐼22 целесообразно применять базисные инварианты 𝐼0, 𝐼1 и инварианты (16).
Если для данного уравнения 𝐽1, 𝐽2 ̸= const, то исключение общего аргумента из выраже-
ний для 𝐽1, 𝐽2 дает соотношение на 𝐽1, 𝐽2, являющееся инвариантной характеристикой
этого уравнения. Два уравнения с отличающимся соотношением на 𝐽1, 𝐽2 не могут быть
эквивалентными.

В [25, §2.4.2] проинтегрированы некоторые уравнения (4) шестого типа с 𝐼1 ̸= 0. Все они
сводятся к двум ОДУ, необходимые условия эквивалентности которым сформулированы
в следующих утверждениях.

Теорема 2. Для того чтобы уравнение (1) было эквивалентно ОДУ

𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
=

𝐴1

𝑤3
+ 𝐴2, 𝐴1, 𝐴2 = const ̸= 0, (17)
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необходимо, чтобы оно являлось уравнением шестого типа, и его инварианты удовле-
творяли условиям

𝐼1 ̸= 0, 𝐽1 = 0, 𝐽2 = 0. (18)
Если уравнения (1), (17) эквивалентны, то связывающая их замена переменных (2) на-
ходится из соотношений

𝐼1 = 5 +
5𝐴2𝑤

3

4𝐴1

, 𝐼0 = − 4
√

3𝐴1𝑤𝑤
′

(−(4𝐴1 + 𝐴2𝑤3))3/2
. (19)

Теорема 3. Для того чтобы уравнение (1) было эквивалентно ОДУ

𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
=

𝐴1

𝑤3
+

𝐴2

𝑧3/2
, 𝐴1, 𝐴2 = const ̸= 0, (20)

необходимо, чтобы оно являлось уравнением шестого типа, и его инварианты удовле-
творяли условиям

𝐼1 ̸= 0, 𝐽1 = const ̸= 0, 𝐽2 = 0. (21)
Если уравнения (1), (20) эквивалентны, то связывающая их замена переменных (2) и
связь между параметрами уравнений находятся из соотношений

𝐽1 =
729𝐴1

16𝐴4
2

, 𝐼1 = 5 +
5𝐴2𝑤

3

4𝐴1𝑧3/2
, 𝐼0 =

2
√

3𝐴1𝑧
5/4𝑤(𝑤 − 2𝑧𝑤′)

(−(4𝐴1𝑧3/2 + 𝐴2𝑤3))3/2
. (22)

Если уравнения (1) и (17) (или (20)) эквивалентны, то их инварианты совпадают и, зна-
чит, удовлетворяют одним и тем же соотношениям. Поэтому доказательство этих утвер-
ждений состоит в непосредственном вычислении инвариантов 𝐼0, 𝐼1 и (16) уравнений (17)
и (20).

4. Уравнения шестого типа с 𝐼1 = 0

Уравнение (7) имеет следующие инварианты

𝐼1 = 0, 𝐼2 =
11

2
+

𝑓

108𝑤2
, 𝒟𝑛

2 𝐼2 =
𝑓 (𝑛)

(−2)𝑛108𝑤2+𝑛/2
, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝐼0 = − 𝑤′

6𝑤3/2
.

Можно заметить, что для уравнения (1) шестого типа с 𝐼1 = 0, 𝐼2 ̸= 11/2 алгебраические
инварианты

𝐽1 =
𝐼422

27(2𝐼2 − 11)5
, 𝐽2 =

𝐼2222
27(2𝐼2 − 11)3

(23)

зависят от одного аргумента. Таким образом, для таких уравнений шестого типа при
получении необходимых условий эквивалентности наряду с базисными инвариантами (10)
полезно применять инварианты (23). В частности, для ОДУ (7) с 𝑓(𝑧) ̸= 0 они равны

𝐽1 =
(𝑓 ′)4

128𝑓 5
, 𝐽2 =

(𝑓 ′′)2

32𝑓 3
.

Уравнение (7) допускает операторы симметрии, если 2(2𝐼2 − 11)𝐼222 − 5𝐼222 = 0, т.е. в
случаях:

1)𝑓(𝑧) = 0, 𝑋1 = 𝜕𝑧, 𝑋2 = 𝑧𝜕𝑧 − 2𝑤𝜕𝑤;
2)𝑓(𝑧) = const ̸= 0, 𝑋 = 𝜕𝑧;

3)𝑓(𝑧) =
𝑐

𝑧4
, 𝑐 = const ̸= 0, 𝑋 = 𝑧𝜕𝑧 − 2𝑤𝜕𝑤.

Рассмотренные в [25, §2.3.1, 2.4.2, 2.9.1] уравнения (4) шестого типа с 𝐼1 = 0 сводятся к
ОДУ (3), двум ОДУ, для которых в [25, §2.3.1] приведено общее решение, и к уравнению,
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допускающему понижение порядка. Критерий эквивалентности первому уравнению Пе-
нлеве доказывается в следующем пункте, а необходимые условия эквивалентности трем
другим уравнениям из [25] сформулированы в следующих утверждениях.

Теорема 4. Для того чтобы уравнение (1) было эквивалентно ОДУ

𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
= 𝐴𝑤2, 𝐴 = const ̸= 0, (24)

необходимо, чтобы оно являлось уравнением шестого типа, и его инварианты удовле-
творяли условиям

𝐼1 = 0, 𝐼2 =
11

2
. (25)

Если уравнения (1), (24) эквивалентны, то связывающая их замена переменных (2) на-
ходится из соотношения

𝐼0 = − 𝑤′
√

6𝐴𝑤3/2
. (26)

Теорема 5. Для того чтобы уравнение (1) было эквивалентно ОДУ

𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
=

𝐴𝑤2

𝑧5/2
, 𝐴 = const ̸= 0, (27)

необходимо, чтобы оно являлось уравнением шестого типа, и его инварианты удовле-
творяли условиям

𝐼1 = 0, 𝐼2 ̸=
11

2
, 𝐽1 = 0, 𝐽2 = 0. (28)

Если уравнения (1), (27) эквивалентны, то связывающая их замена переменных (2) на-
ходится из соотношений

𝐼2 =
11

2
− 𝑧

18(
√
𝑧 + 8𝐴𝑤)2

, 𝐼0 =
8𝐴𝑧1/4(𝑤 − 2𝑧𝑤′)√

3(
√
𝑧 + 8𝐴𝑤)3/2

. (29)

Теорема 6. Для того чтобы уравнение (1) было эквивалентно ОДУ

𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
=

3

25

(︂
𝑤2

𝑧3
+

2𝑐𝑤

𝑧2

)︂
, 𝑐 = const ̸= ±1, (30)

необходимо, чтобы оно являлось уравнением шестого типа, и его инварианты удовле-
творяли условиям

𝐼1 = 0, 𝐼2 ̸=
11

2
, 𝐽1 = const ̸= 0, 𝐽2 = const ̸= 0,

𝐽2

𝐽1
=

25

4
. (31)

Если уравнения (1), (30) эквивалентны, то связывающая их замена переменных (2) и
связь между параметрами уравнений находятся из соотношений

𝐽1 =
4

3(1 − 𝑐2)
, 𝐼2 =

11

2
+

(1 − 𝑐2)𝑧2

18((𝑐 + 1)𝑧 + 𝑤)2
,

𝐼0 =

√
𝑧(3𝑤 − 2(𝑐 + 1)𝑧 − 5𝑧𝑤′)

3
√

2((𝑐 + 1)𝑧 + 𝑤)3/2
.

(32)
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5. Критерий эквивалентности первому уравнению Пенлеве

Инвариантная характеристика (необходимые условия эквивалентности) в терминах ин-
вариантов (10), (13) для уравнения (3) получена в [10]. Здесь установлена достаточность
этих условий.

Теорема 7. Уравнение (1) эквивалентно первому уравнению Пенлеве тогда и только
тогда, когда оно является уравнением шестого типа, и его инварианты удовлетворяют
условиям

𝐼1 = 1, 𝐼222 = 0,
𝜕(𝐼2, 𝐼22)

𝜕(𝑥, 𝑦)
̸= 0. (33)

Замена переменных (2), преобразующая его в уравнение (3), находится из соотношений

𝑤5 =
1

66𝐼222
,

𝑧

𝑤2
= 54(2𝐼2 − 11). (34)

Доказательство. Для доказательства необходимости найдем соотношения, которым
удовлетворяют инварианты уравнения (3), и, значит, должны удовлетворять инвариан-
ты уравнения (1), эквивалентного ОДУ (3). Базисные алгебраические инварианты (10),
операторы (11) и инварианты 𝒟𝑛

2 𝐼2, 𝑛 = 1, 2 для ОДУ (3) равны

𝐼1 = 0, 𝐼2 =
11

2
+

𝑧

108𝑤2
, 𝒟1 = −3𝑤𝜕𝑤, 𝒟2 = − 1

2
√
𝑤
𝜕𝑧,

𝐼22 = − 1

216𝑤5/2
, 𝐼222 = 0.

(35)

Инварианты (35) удовлетворяют первым двум соотношениям (33) и условию
𝜕(𝐼2, 𝐼22)/𝜕(𝑧, 𝑤) ̸= 0, которое инвариантно относительно невырожденной замены перемен-
ных. Выражения для 𝐼2, 𝐼22 можно разрешить относительно 𝑤5, 𝑧𝑤−2, что дает (34).

Для доказательства достаточности покажем, что при выполнении для уравнения (1)
условий (33) замена переменных, определяемая из (34), преобразует его в уравнение (3).
Дважды дифференцируя (34), для производных 𝑤 по 𝑧 получим выражения

𝑤
𝑑𝑤

𝑑𝑧
=

Ω

54(2(2𝐼2 − 11)Ω − 5𝐼22)
,

𝑤3𝑑
2𝑤

𝑑𝑧2
=

4(11 − 2𝐼2)Ω
3 + 5𝐼22Ω

2 + 25𝐼222𝑑Ω/𝑑𝐼2
183(2(2𝐼2 − 11)Ω − 5𝐼22)3

,
(36)

где

Ω =
𝑑𝐼22
𝑑𝐼2

=
𝜕𝑥𝐼22 + 𝑦′𝜕𝑦𝐼22
𝜕𝑥𝐼2 + 𝑦′𝜕𝑦𝐼2

,
𝑑Ω

𝑑𝐼2
=

𝜕𝑥Ω + 𝑦′𝜕𝑦Ω + 𝑦′′𝜕𝑦′Ω

𝜕𝑥𝐼2 + 𝑦′𝜕𝑦𝐼2
. (37)

Уравнение (3) представимо в виде

𝑤3𝑑
2𝑤

𝑑𝑧2
= 𝑤5

(︁
6 +

𝑧

𝑤2

)︁
.

Подстановка (34), (36) превращает его в

50𝐼422
𝑑Ω

𝑑𝐼2
+ 8(11 − 2𝐼2)𝐼

2
22Ω

3 + 10𝐼322Ω
2 + 3(49 − 9𝐼2)(2(2𝐼2 − 11)Ω − 5𝐼22)

3 = 0. (38)

Из равенств 𝐼1𝑗 = 𝒟1𝐼𝑗, 𝐼2𝑗 = 𝒟2𝐼𝑗, где в данном случае 𝐼𝑗 = 𝐼2 и 𝐼𝑗 = 𝐼22, а 𝒟1, 𝒟2

определены в (11), можно выразить производные

𝜕𝑥𝐼𝑗 =
1

3
(𝑀2𝐼1𝑗 −𝑀1𝐼2𝑗), 𝜕𝑦𝐼𝑗 =

1

3
(𝑀4𝐼1𝑗 −𝑀3𝐼2𝑗), (39)

𝑀1 = 𝛽1

√︀
𝑗3, 𝑀2 =

15𝛽1𝑒0
𝑗3(𝐼1 − 5)

, 𝑀3 =
𝛽2

𝛽1

𝑀1, 𝑀4 =
𝛽2

𝛽1

𝑀2 −
3𝛽1

𝑀2
1

. (40)
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Второе выражение (37) зависит также от производных

𝜕2
𝑥𝐼𝑗 = 1

9
(𝑀2

2 𝐼11𝑗−𝑀1𝑀2(𝐼12𝑗 + 𝐼21𝑗) + 𝑀2
1 𝐼22𝑗) + 1

3
(𝑀2𝑥𝐼1𝑗−𝑀1𝑥𝐼2𝑗) ,

𝜕𝑥𝜕𝑦𝐼𝑗 = 1
9

(𝑀2(𝑀4𝐼11𝑗 −𝑀3𝐼21𝑗) + 𝑀1(𝑀3𝐼22𝑗 −𝑀4𝐼12𝑗)) +
+1

3
(𝑀2𝑦𝐼1𝑗 −𝑀1𝑦𝐼2𝑗) ,

𝜕2
𝑦𝐼𝑗 = 1

9
(𝑀2

4 𝐼11𝑗−𝑀3𝑀4(𝐼12𝑗 + 𝐼21𝑗) + 𝑀2
3 𝐼22𝑗) + 1

3
(𝑀4𝑦𝐼1𝑗−𝑀3𝑦𝐼2𝑗) .

(41)

Производные первых двух функций (40) равны

𝑀1𝑥 =

(︂
𝐼1 − 5

10
𝑀2 +

2𝛾10
5𝛽1

− 𝑃
𝛽2

𝛽1

+ 𝑄

)︂
𝑀1,

𝑀1𝑦 =

(︂
𝐼1 − 5

10
𝑀4 +

2𝛾20 − 3𝛾11
5𝛽1

+
3𝛽2𝛾10

5𝛽2
1

−𝑄
𝛽2

𝛽1

+ 𝑅

)︂
𝑀1,

𝑀2𝑥 = (15 − 2𝐼1)
𝑀2

2

15
+

5𝑀2
1 (49(5 − 𝐼1) − 45𝐼2)

3(𝐼1 − 5)2
+

(︂
2𝛾10
5𝛽1

+ 𝑄

)︂
𝑀2−𝑃𝑀4,

𝑀2𝑦 = (15 − 2𝐼1)
𝑀2𝑀4

15
+

5𝑀1𝑀3

3(𝐼1 − 5)2
(49(5 − 𝐼1) − 45𝐼2)+

+

(︂
𝛾20 + 𝛾11

5𝛽1

− 𝛽2𝛾10
5𝛽2

1

+ 𝑅

)︂
𝑀2 +

(︂
𝛾10
5𝛽1

−𝑄

)︂
𝑀4,

а производные 𝑀3𝑦, 𝑀4𝑦 вычисляются с помощью выражений для 𝑀1𝑦, 𝑀2𝑦 и
𝛽1𝑦 = 𝛾20 + 𝑅𝛽1 −𝑄𝛽2, 𝛽2𝑦 = 𝛾21 + 𝑆𝛽1 −𝑅𝛽2.

Подстановка величин (37), в которых производные инвариантов 𝐼2, 𝐼22 вычислены с
помощью (39), (41), а 𝑦′′ заменена в силу (1), превращает (38) в равенство

Λ0(𝑀2 + 𝑦′𝑀4)
3 + 3Λ1(𝑀1 + 𝑦′𝑀3)(𝑀2 + 𝑦′𝑀4)

2+
+3Λ2(𝑀1 + 𝑦′𝑀3)

2(𝑀2 + 𝑦′𝑀4) + Λ3(𝑀1 + 𝑦′𝑀3)
3 = 0

(42)

с коэффициентами Λ𝑖, являющимися функциями инвариантов уравнения (1). Равенство
(42) является условием того, что уравнения (1) и (3) связаны преобразованием, опреде-
ляемым из (34). Остается показать, что Λ𝑖 обращаются в нуль, если для инвариантов
уравнения (1) выполнены соотношения (33).

Из тривиальных соотношений (12) и их следствий в терминах 𝐼1, 𝐼2, 𝐼22, 𝐼222 можно
выразить инварианты 𝐼12,

𝐼112 =
4

25
(7𝐼21 + 45𝐼1 + 225)𝐼2 +

𝐼1 − 5

225
(92𝐼21 + 2217𝐼1 + 8910),

𝐼122 =
3

10
(3𝐼1 + 25)𝐼22, 𝐼1122 =

9

20
(3𝐼21 + 24𝐼1 + 125)𝐼22,

𝐼212 =
2

5
(2𝐼1 + 15)𝐼22, 𝐼2122 =

3

10
(3𝐼1 + 25)𝐼222, 𝐼1222 = (𝐼1 + 9)𝐼222.

Подставив эти выражения в Λ𝑖, получим

Λ0 = 2𝐼1𝐼
3
22[4𝐼

2
1 (9𝐼2 − 49)𝐾3

0 − 81𝐼1(33𝐼1 + 875)𝐼222𝐾0

+243(3𝐼1 + 25)(23𝐼21 + 8460𝐼1 + 56125)𝐼222],

Λ1 = 30𝐼1𝐼
2
22[6𝐼1(9𝐼2 − 49)𝐾2

0𝐾1 − 243(9𝐼1 + 175)𝐼222𝐾1

+(13𝐾2 − 10(17𝐼1 + 105)𝐾0 − 375(343𝐼1 + 2245))𝐼222𝐼222],

Λ2 = 225𝐼22[18𝐼1(9𝐼2 − 49)𝐾0𝐾
2
1 − 162(3𝐼1 + 25)𝐼222𝐼222𝐾1

−45(431𝐼1 + 3525)𝐼422𝐼222 + 2𝐼222(𝐼
2
222 + 45𝐼22𝐼2222)𝐾2],

Λ3 = 153[27(9𝐼2 − 49)𝐾3
1 + 36𝐼222𝐼

2
222𝐾1 + 90𝐼422(46𝐼2222 − 45𝐼22𝐼2222)

+5𝐼422(𝐼1 − 5)−2(49(𝐼1 − 5) + 45𝐼2)(135(3𝐼1 + 25)𝐼222 − 2𝐼222𝐾2)],
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где 𝐾0 = 9𝐼2 + 23𝐼1 + 1073, 𝐾1 = 2(2𝐼2 − 11)𝐼222 − 5𝐼222, 𝐾2 = 45(2𝐼1 + 15)×
×(2𝐼2 − 11) + 𝐼1(46𝐼1 + 2245). Можно показать, что эти величины обращаются в нуль
тогда и только тогда, когда 𝐼1 = 0, 𝐼222 = 0, 𝐼2222 = 0, что и требовалось доказать.

6. Примеры эквивалентных уравнений

Помимо уравнений (17), (20), (24), (27) в [25] проинтегрированы и другие ОДУ (4) шесто-
го типа эквивалентные этим четырем уравнениям. В следующих двух примерах показано,
как с помощью инвариантов устанавливается эквивалентность уравнений и находится свя-
зывающее их преобразование (2). В третьем примере установлено, что полученное в [20]
обобщенное преобразование Сундмана с точностью до точечных замен переменных можно
рассматривать как автопреобразование первого уравнения Пенлеве.

Пример 1. В [25] приведено общее решение для ОДУ

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝐴1

𝑦3
+

𝐴2

𝑥3
, 𝐴1, 𝐴2 = const ̸= 0, (43)

имеющего инварианты

𝐼1 = 5 +
5𝐴2𝑦

3

4𝐴1𝑥3
, 𝐼0 =

4
√

3𝐴1𝑥
7/2𝑦(𝑦 − 𝑥𝑦′)

(−(4𝐴1𝑥3 + 𝐴2𝑦3))3/2
, 𝐽1 = 0, 𝐽2 = 0, (44)

удовлетворяющие условиям (18) теоремы 2. Приравнивая инварианты 𝐼1, задаваемые (19),
(44), получим связывающее уравнения (43) и (17) преобразование в виде

𝑧 = 𝜉(𝑥, 𝑦), 𝑤 =
𝑦

𝑥
,

𝑑𝑤

𝑑𝑧
=

𝑥𝑦′ − 𝑦

𝑥2(𝜉𝑥 + 𝑦′𝜉𝑦)
. (45)

Приравнивая инварианты 𝐼0 и подставляя (45), для определения функции 𝜉 получим урав-
нения 𝜉𝑥 = 𝑥−2, 𝜉𝑦 = 0. Их решением является 𝜉 = −1/𝑥. Нетрудно проверить, что замена
переменных 𝑧 = −1/𝑥, 𝑤 = 𝑦/𝑥 преобразует (43) в уравнение (17).

Пример 2. Также в [25] проинтегрировано уравнение

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝐴𝑦2

𝑥2
− 6𝑦

25𝑥2
, 𝐴 = const ̸= 0, (46)

инварианты которого равны

𝐼1 = 0, 𝐼2 =
11

2
, 𝐼0 =

2𝑦 − 5𝑥𝑦′

5
√

6𝐴𝑦3/2
. (47)

Сравнивая (47) с (25), (28), (31), можно заключить, что ОДУ (46) удовлетворяет усло-
виям теоремы 4 и является эквивалентным уравнению (24). Связывающее (46) и (24)
преобразование (2) находится из условия равенства дифференциальных инвариантов 𝐼0
этих уравнений. Подставляя в это равенство

𝑧 = 𝜉(𝑥, 𝑦), 𝑤 = 𝜂(𝑥, 𝑦),
𝑑𝑤

𝑑𝑧
=

𝜂𝑥 + 𝑦′𝜂𝑦
𝜉𝑥 + 𝑦′𝜉𝑦

и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 𝑦′, для определения 𝜉, 𝜂 получим
систему уравнений

5
√
𝑦𝜂𝑥 + 2𝜂3/2𝜉𝑥 = 0, 5𝑦3/2𝜂𝑦 + 𝜂3/2(2𝑦𝜉𝑦 − 5𝑥𝜉𝑥) = 0, 𝜉𝑦 = 0.

Одним из ее решений является 𝜉 = 5𝑥1/5, 𝜂 = 𝑦𝑥−2/5 и, следовательно, ОДУ (46) преобра-
зуется в (24) заменой переменных 𝑧 = 5𝑥1/5, 𝑤 = 𝑦𝑥−2/5.

Пример 3. В [20] показано, что обобщенное уравнение Эмдена-Фаулера

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑐0𝑦
2

(𝑥− 𝑘)5
+

𝑐1
(𝑥− 𝑘)4

+
𝑐2

(𝑥− 𝑘)3
, 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑘 = const, 𝑐0, 𝑐1 ̸= 0 (48)
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обобщенным преобразованием Сундмана

𝑍 = −(𝑐0𝑐1)
1/5

54/5

(︂
1

𝑥− 𝑘
+

𝑐2
𝑐1

)︂
, 𝑈(𝑍) =

(5𝑐0𝑐1)
4/5

6𝑐1

∫︁
𝑦(𝑥)

(𝑥− 𝑘)3
𝑑𝑥, (49)

где 𝑑𝑈(𝑍)/𝑑𝑍 = 𝑊 (𝑍), связано с первым уравнением Пенлеве

𝑑2𝑊

𝑑𝑍2
= 6𝑊 2 − 625

6
𝑍.

Последнее уравнение растяжением 𝑍 = −5−4/561/5𝑧, 𝑊 = 58/56−2/5𝑤 приводится к стан-
дартному виду (3). ОДУ (48) является уравнением шестого типа. Его алгебраические ин-
варианты

𝐼1 = 0, 𝐼2 =
11

2
+

(𝑥− 𝑘)(𝑐1 + 𝑐2(𝑥− 𝑘))

18𝑐0𝑦2
, 𝐼22 =

𝑐1(𝑥− 𝑘)5/2

(6𝑐0)3/2𝑦5/2
, 𝐼222 = 0

удовлетворяют условиям (33) теоремы 7. Следовательно, уравнение (48) эквивалентно
первому уравнению Пенлеве. Соответствующее преобразование

𝑧 =
(𝑐0𝑐1)

1/5

61/5

(︂
1

𝑥− 𝑘
+

𝑐2
𝑐1

)︂
, 𝑤 =

𝑐
3/5
0 𝑦

63/5𝑐
2/5
1 (𝑥− 𝑘)

(50)

находится из соотношений (34), которые в данном случае принимают вид

𝑤5 =
𝑐30𝑦

5

216𝑐21(𝑥− 𝑘)5
,

𝑧

𝑤2
=

6(𝑥− 𝑘)(𝑐1 + 𝑐2(𝑥− 𝑘))

𝑐0𝑦2
.

Таким образом, уравнение (48) связано с первым уравнением Пенлеве не только нелокаль-
ным преобразованием (49), но и более простой точечной заменой переменных (50).
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2. A. Tresse Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations // Acta Math.
1894. V. 18, №1. P. 1–88.
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