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болических уравнений с двойной нестепенной нелинейностью в цилиндрической обла-
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1. Введение

Пусть Ω — ограниченная область пространства 𝑅𝑛 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)},
𝑛 ≥ 2. В цилиндрической области 𝐷 = {𝑡 > 0} × Ω рассматривается уравнение вида

(𝛽(𝑥, 𝑢))′𝑡 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢,∇𝑢))𝑥𝑖
− 𝑏(𝑥, 𝑢,∇𝑢), где 𝑎(𝑥, 𝑢,∇𝑢) = 𝑎(𝑥, 𝑢, 𝑝)

⃒⃒⃒
𝑝=∇𝑢

, (1)

с монотонным оператором в правой части. Краевые условия однородны:

𝑢(𝑡, 𝑥)
⃒⃒⃒
𝑆

= 0, 𝑆 = {𝑡 > 0} × 𝜕Ω; (2)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥). (3)
Функция 𝑎(𝑥, 𝑢, 𝑝), 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑛), удовлетворяет условию Каратеодори при 𝑝 ∈ 𝑅𝑛

и 𝑥 ∈ Ω. Функция 𝛽(𝑥, 𝑢), 𝛽(𝑥, 0) = 0, абсолютно непрерывна и возрастает по 𝑢, а также
измерима по 𝑥 ∈ Ω при 𝑢 ∈ 𝑅.

В настоящей работе доказывается существование сильного решения задачи (1)–(3) с
нелинейностями, определяемыми 𝑁 -функциями. Вопросы существования решения пара-
болических уравнений с двойной нелинейностью рассматривались в работах [1] – [11] и
других. Существенным продвижением явилась работа [3], в которой рассмотрен также
вопрос о единственности решения. В основном существование решения доказывалось дис-
кретизацией по времени, и нелинейности подчинялись степенным оценкам. Работа [4] по-
священа доказательству существования слабых решений квазилинейных параболических
уравнений второго порядка с двойной нелинейностью в ограниченной области методом
галеркинских приближений. В работе [5] решение в неограниченной области было получе-
но в виде предела решений в последовательности ограниченных областей. Существование

E.R. Andriyanova, F.Kh. Mukminov, Existence of solution for parabolic equation with non-
power nonlinearities.
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слабого решения параболического уравнения с двумя переменными нелинейностями в под-
ходящих пространствах Соболева-Орлича при ограниченной области Ω доказано в [6]. Су-
ществование 𝑊 - и 𝐻-решений для параболических уравнений 2-го порядка с переменным
порядком нелинейности было доказано в работе [8].

Существование сильного решения задачи (1)–(3) для изотропного параболического
уравнения с двойной степенной нелинейностью было установлено в [9]. Там же были по-
лучены точные двусторонние оценки степенного убывания нормы решения по времени. В
[18] рассмотрен случай анизотропных параболических уравнений.

В работе [10] для модельного параболического уравнения с нестепенными нелинейно-
стями при условии ограниченности в окрестности нуля производной 𝛽′(𝑢) было доказано
существование сильного решения.

В работах, касающихся единственности решения задачи (1)–(3), рассматривались лишь
уравнения со степенными нелинейностями . В работе [11] единственность решения за-
дачи (1)–(3) была доказана в случае, когда 𝛽 = |𝑢|𝛼−2𝑢, 𝛼 ∈ (1, 2) в предположении
(𝛽(𝑢))′𝑡 ∈ 𝐿1(𝐷

𝑇 ), 𝑢0 ≥ 0. Похожие результаты для уравнения (1), записанного в дру-
гой форме, были установлены в [12, 13]. Единственность ренормализованного решения
эллиптико-параболической задачи со степенными нелинейностями была установлена в [14].

2. Условия на функции, входящие в уравнение и обозначения

Определим здесь используемые в работе функциональные пространства и приведем
некоторые известные факты из теории пространств Соболева-Орлича [22].

Введем следующие обозначения

⟨𝑓(𝑡)⟩ =

∫︁
Ω

𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, [𝑓 ] =

∫︁
𝐷𝑇

𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡, 𝑓(𝜑) = (𝑓, 𝜑)Ω.

В последнем равенстве записано значение обобщенной функции 𝑓 на элементе 𝜑.
Для выпуклых функций 𝐵(𝑠), 𝑠 ≥ 0, следующая функция

𝐵(𝑧) = sup
𝑠≥0

(𝑠|𝑧| −𝐵(𝑠))

называется дополнительной. Очевидно неравенство Юнга

|𝑧𝑠| 6 𝐵(𝑧) + 𝐵(𝑠).

Говорят, что 𝑁 -функция 𝐵(𝑠) удовлетворяет ∆2-условию, если выполнено одно из трех
эквивалентных условий: 1) существует такое число 𝑘 > 0, что 𝐵(2𝑠) 6 𝑘𝐵(𝑠), ∀𝑠 ≥ 0;

2) существуют такие числа 𝑙 > 1, 𝑚 > 0, что

𝐵(𝑙𝑠) 6 𝑘𝑙𝑚𝐵(𝑠), ∀𝑠 ≥ 0;

3) существует такое число 𝛼𝐵 > 0, что 𝑠𝐵′(𝑠) 6 𝛼𝐵𝐵(𝑠), ∀𝑠 ≥ 0. Здесь и далее 𝐵′(𝑠)
обозначает правую производную выпуклой функции. Отметим еще, что из известного [22,
гл.1, формула (2.7)] равенства 𝑢𝐵′(𝑢) = 𝐵(𝑢) + 𝐵(𝐵′(𝑢)) следует оценка

𝐵(𝐵′(𝑢)) ≤ 𝑐𝐵(𝑢). (4)

Будем обозначать все 𝑁 -функции заглавными латинскими буквами.
Все постоянные, встречающиеся в работе, положительны.
Будем предполагать, что существует абсолютно непрерывная нечетная возрастающая

функция 𝛾(𝑢), удовлетворяющая при 𝑢 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ Ω неравенствам:

𝛾(𝑢)/𝑐𝛾 6 𝑢𝛾′(𝑢) 6 𝑐𝛾𝛾(𝑢), 𝛾′(𝑢) ≤ 𝛽′(𝑥, 𝑢) ≤ 𝑐𝛽𝛾
′(𝑢). (5)

Здесь и далее через 𝛽′, 𝛾′, 𝑔′ будем обозначать производные 𝛽′
𝑢(𝑥, 𝑢), 𝛾′

𝑢(𝑥, 𝑢), 𝑔′𝑢(𝑥, 𝑢) абсо-
лютно непрерывных по 𝑢 функций и через 𝑢′, 𝑣′, 𝑤′ – производные 𝑢′

𝑡(𝑡, 𝑥), 𝑣′𝑡(𝑡, 𝑥), 𝑤′
𝑡(𝑡, 𝑥).
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Будем записывать функцию 𝑢(𝑡, 𝑥) через 𝑢 или 𝑢(𝑡), когда это не вызывает двусмыслен-
ности. Аргументы функций 𝑎 = 𝑎(𝑥, 𝑢,∇𝑢), 𝑏 = 𝑏(𝑥, 𝑢,∇𝑢), 𝑎𝑝𝑖 = 𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢,∇𝑢) также будем
иногда опускать.

Предполагается еще, что интеграл

𝐺(𝑢) =

𝑢∫︁
0

𝑠𝛾′(𝑠)𝑑𝑠

определяет 𝑁−функцию, и ниже будет показано, что она удовлетворяет ∆2-условию.
Условие монотонности будем требовать в виде неравенства

(𝑏(𝑥, 𝑢, 𝑝) − 𝑏(𝑥, 𝑣, 𝑞))(𝑢− 𝑣) +
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑝) − 𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑣, 𝑞))(𝑝𝑖 − 𝑞𝑖) ≥ 0, (6)

справедливого при всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑅𝑛, и почти всех 𝑥 ∈ Ω. Пусть также выполняется
условие:

𝑏(𝑥, 𝑢, 𝑝)𝑢 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑝)𝑝𝑖 ≥ 𝑆(𝑝) − 𝑐(𝐺(𝑢) + 𝑓(𝑥)), 𝑓 ∈ 𝐿1(Ω), (7)

где 𝑆(𝑝) =
∑︀𝑛

𝑖=1𝐵𝑖(𝑝𝑖), 𝐵𝑖 – некоторые 𝑁 -функции.
Через 𝐿𝐵(𝑄) обозначим пространство Орлича, соответствующее 𝑁 -функции 𝐵(𝑠), с нор-

мой Люксембурга

||𝑢||𝐿𝐵(𝑄) = ||𝑢||𝐵,𝑄 = inf{𝑘 > 0 :

∫︁
𝑄

𝐵

(︂
𝑢(𝑥)

𝑘

)︂
𝑑𝑥 6 1}.

Ниже в качестве 𝑄 могут выступать области Ω, 𝐷𝑇 и другие, причем индекс 𝑄 = Ω может
быть опущен.

Определим также анизотропное пространство Соболева-Орлича
∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω) как пополне-
ние 𝐶∞

0 (Ω) по норме

||𝑢||𝑊 1
𝐺,𝐵(Ω) =

𝑛∑︁
𝑖=1

||𝑢𝑥𝑖
||𝐵𝑖,Ω + ||𝑢||𝐺,Ω.

Через 𝑉 (𝐷𝑇 ) будем обозначать пополнение 𝐶∞
0 (𝐷𝑇 ) по норме

||𝑢||𝑉 (𝐷𝑇 ) =
𝑛∑︁

𝑖=1

||𝑢𝑥𝑖
||𝐵𝑖,𝐷𝑇 + ||𝑢||𝐺,𝐷𝑇 .

Известно (см. [22]), что для нормы Люксембурга при 𝜈 ≡ ||𝑢||𝐵,𝑄 ≥ 1 выполнено нера-
венство ||𝑢||𝐵,𝑄 6

∫︀
𝑄

𝐵(𝑢)𝑑𝑥. Далее, при 𝜈 > 1, имеем∫︁
𝑄

𝐵(𝑢)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑄

𝐵(𝜈𝑢/𝜈)𝑑𝑥 6 𝑘𝜈𝑚

∫︁
𝑄

𝐵(𝑢/𝜈)𝑑𝑥 6 𝑘𝜈𝑚.

Таким образом, всегда ∫︁
𝑄

𝐵(𝑢)𝑑𝑥 ≤ 𝑓𝐵(||𝑢||𝐵,𝑄), 𝑓𝐵(𝑠) = 𝑘𝑠𝑚 + 𝑠. (8)

Для анизотропных пространств Соболева-Орлича известна теорема вложения А.Г. Ко-
ролева [23]. Для ее формулировки определим функцию Θ(𝑠) следующим образом

Θ(𝑠) = 𝑠−
1
𝑛

𝑛∏︁
𝑖=1

(︀
𝐵−1

𝑖 (𝑠)
)︀ 1

𝑛 .
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Может оказаться, что интеграл
1∫︁

0

Θ(𝑠)

𝑠
𝑑𝑠 (9)

расходится в нуле, тогда при вычислении Θ(𝑠) заменяем функции 𝐵𝑖 на ̃︀𝐵𝑖 по формуле

̃︀𝐵𝑖(𝑠) =
{︀ 𝐵𝑖(𝑠), при |𝑠| ≥ 1,

𝑠𝜅𝐵𝑖(1), при |𝑠| 6 1.

Отметим, что поскольку функции 𝐵𝑖 – выпуклые, то выполняется неравенство
𝐵′

𝑖(1) > 𝐵𝑖(1). Выберем 𝜅 ∈ (1, 𝑛) так, чтобы выполнялись неравенства

𝐵′
𝑖(1) > 𝜅𝐵𝑖(1), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.

Сходимость интеграла (9) в нуле обеспечена неравенством 𝜅 < 𝑛.
Определим теперь 𝑁 -функцию 𝐵*(𝑧) по формуле

(𝐵*)−1(𝑧) =

|𝑧|∫︁
0

Θ(𝑠)

𝑠
𝑑𝑠,

предполагая, что интеграл

𝐼(Θ) =

∞∫︁
0

Θ(𝑠)

𝑠
𝑑𝑠 = ∞ (10)

расходится к бесконечности. Известна теорема вложения А. Г. Королева [23], вытекающая
из неравенства

||𝑢||𝐵*,Ω 6 𝐶
𝑛∑︁

𝑖=1

||𝑢𝑥𝑖
|| ̃︀𝐵𝑖,Ω

, (11)

справедливого для функций 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Пусть 𝜒(𝑀) обозначает характеристическую функцию множества 𝑀 . Потребуем вы-
полнения следующих условий при любых 𝑢 ∈ 𝑅, 𝑝 ∈ 𝑅𝑛 и почти всех 𝑥 ∈ Ω:

̃︀𝑏2𝜒(|𝑢| < 1) + 𝐺

(︃ ̃︀𝑏2
𝛽′(𝑥, 𝑢)𝐺′(𝑢)

)︃
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖(𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑝)) 6 𝑐(𝜑(𝑥, 𝑢) + 𝑆(𝑝)), (12)

где ̃︀𝑏(𝑥, 𝑢, 𝑝) = 𝑏(𝑥, 𝑢, 𝑝) − 𝑎𝑢(𝑥, 𝑢, 𝑝),

𝜑(𝑥, 𝑢) = 𝑓(𝑥) + 𝐺(𝑢) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖(𝑐
𝑖
Ω𝑢);

здесь постоянные 𝑐𝑖Ω таковы, что справедливо неравенство (см. лемму 1)
𝑛∑︁

𝑖=1

⟨𝐵𝑖(𝑐
𝑖
Ω𝑢)⟩ ≤ ⟨𝑆(∇𝑢)⟩, 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (13)

Γ1𝑎(𝑥, 𝑢, 𝑝) + 𝑐𝜑(𝑥, 𝑢) ≥ 𝑏(𝑥, 𝑢, 𝑝)𝑢 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑝)𝑝𝑖, 𝑐 ∈ [0,
1

2
]; (14)

𝑏(𝑥, 𝑢, 𝑝)𝑢 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑝)𝑝𝑖 ≥ 𝛿1𝑎(𝑥, 𝑢, 𝑝) − 𝑐𝜑(𝑥, 𝑢); (15)

|𝑏(𝑥, 𝑢, 𝑝)| 6 𝑐𝐺
−1

(𝑆(𝑝) + 𝜑(𝑥, 𝑢)) + 𝑐Λ(𝑢, 𝑝), (16)
где

Λ(𝑢, 𝑝) = 𝐵*−1
(𝑆(𝑝) + 𝐵*(𝑢)) .
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Здесь и далее через 𝑐, 𝑐1, 𝑐2, ... обозначаем постоянные, которые, вообще говоря, могут
не совпадать даже при одинаковых индексах.

Теорема 1. Пусть 𝑢0 ∈
∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω) и выполняются условия (5)–(7),(10), (12)–(16). Тогда
существует обобщенное решение задачи (1)–(3), удовлетворяющее соотношениям

𝑢(𝑡) ∈ 𝐿∞,loc([0,∞);
∘
𝑊

1
𝐺,𝐵(Ω)),

(𝛽′(𝑥, 𝑢))
1
2 𝑢′ ∈ 𝐿2(𝐷

𝑇 ),

𝛽(𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥)) ∈ 𝐶𝑤([0,∞);𝐿𝐺(Ω)),

где непрерывность понимается в слабой топологии пространства 𝐿𝐺(Ω)).

Единственность решения задачи (1)–(3) со свойствами, установленными в теореме 1,
будет доказана в другой работе.

3. Вспомогательные утверждения

Пусть при почти всех 𝑥 ∈ Ω функция 𝑔(𝑥, 𝑢) абсолютно непрерывна по 𝑢 ∈ 𝑅 и опреде-
лена равенством

𝑔′(𝑥, 𝑢) = 𝑢𝛽′(𝑥, 𝑢), 𝑔(𝑥, 0) = 0. (17)
Убедимся, что она удовлетворяет неравенству

𝑢𝑔′(𝑥, 𝑢) 6 𝛼𝑔(𝑥, 𝑢), ∀𝑢 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ Ω (18)

с некоторым 𝛼 > 0. Отметим неравенство, вытекающее из (5)

𝑢𝛾(𝑢) =

𝑢∫︁
0

(𝑠𝛾(𝑠))′𝑑𝑠 =

𝑢∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑑𝑠 + 𝐺(𝑢) 6 (𝑐𝛾 + 1)

𝑢∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑑𝑠, 𝑢 ≥ 0. (19)

Поэтому
𝑢𝐺′(𝑢) = 𝑢2𝛾′(𝑢) ≤ 𝑐𝛾𝑢𝛾(𝑢) ≤ 𝑐𝛾(𝑐𝛾 + 1)𝐺(𝑢),

то есть 𝐺(𝑢) удовлетворяет ∆2-условию. Отсюда же, ввиду (5), имеем (18).
Отметим, что если 𝑢𝑚 → 𝑢 в 𝐿𝐵(Ω) и 𝐵 удовлетворяет ∆2-условию, то существует

𝐶 такое, что ⟨𝐵(𝑢𝑚)⟩ 6 𝐶. Действительно, сходящаяся последовательность ограничена
||𝑢𝑚||𝐿𝐵(Ω) 6 𝑐, 𝑚 = 1, 2, ... Поэтому нужное неравенство легко следует из (8).

Покажем, что

𝐼𝐷 =

𝑇∫︁
0

||𝑢(𝑡)||𝐵*,Ω𝑑𝑡 < ∞, 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐷𝑇 ). (20)

Запишем следующие соотношения

||𝑢𝑥𝑖
|| ̃︀𝐵𝑖(Ω) 6 1 + ⟨ ̃︀𝐵𝑖(𝑢𝑥𝑖

)⟩ 6 1 + ⟨𝐵𝑖(𝑢𝑥𝑖
)𝜒(|𝑢𝑥𝑖

| > 1)⟩+ (21)

+⟨𝐵𝑖(1)𝜒(|𝑢𝑥𝑖
| ≤ 1)⟩) ≤ 1 + ⟨𝐵𝑖(𝑢𝑥𝑖

)⟩ + ⟨𝐵𝑖(1)⟩.
Воспользуемся неравенствами (11) и (21)

||𝑢||𝐵*,Ω 6 𝐶

𝑛∑︁
𝑖=1

||𝑢𝑥𝑖
|| ̃︀𝐵𝑖,Ω

6 𝑐2 + 𝐶

𝑛∑︁
𝑖=1

⟨𝐵𝑖(𝑢𝑥𝑖
)⟩.

Отсюда следует (20).
Кроме того, из (8) получаем

⟨𝐵*(𝑢)⟩ 6 𝑐3(𝑘), если⟨𝑆(∇𝑢)⟩ ≤ 𝑘. (22)
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Лемма 1. Пусть область Ω расположена в полупространстве 𝑥1 > 0. Тогда для про-
извольной 𝑁-функции 𝐵 выполняется следующее неравенство∫︁

Ω𝑟

𝐵(𝑢(𝑥))𝑑𝑥 6
∫︁
Ω𝑟

𝐵(𝑟𝑢𝑥1(𝑥))𝑑𝑥, 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (23)

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥1) ∈ 𝐶1[0, 𝑟], 𝑓(0) = 0. Воспользуемся формулой Ньютона-
Лейбница, получим

|𝑓(𝑥1)| = |
𝑥1∫︁
0

𝑓 ′(𝑥1)𝑑𝑥1| 6
𝑟∫︁

0

|𝑓 ′(𝑥1)|𝑑𝑥1, 𝑥1 ∈ [0, 𝑟].

Теперь применим интегральное неравенство Йенсена (см. [22, гл.2, §8.2, нер.-во 8.2]), тогда

𝐵

(︂
𝑓(𝑥1)

𝑟

)︂
6 𝐵

⎛⎝𝑟−1

𝑟∫︁
0

|𝑓 ′(𝑥1)|𝑑𝑥1

⎞⎠ 6
1

𝑟

𝑟∫︁
0

𝐵(𝑓 ′(𝑥1))𝑑𝑥1.

Проинтегрируем последнее неравенство по 𝑥1

𝑟∫︁
0

𝐵

(︂
𝑓(𝑥1)

𝑟

)︂
𝑑𝑥1 6

𝑟∫︁
0

𝐵(𝑓 ′(𝑥1))𝑑𝑥1.

Тогда, после подстановки 𝑓(𝑥1) = 𝑟𝑢(𝑥) и интегрирования по 𝑥′ = {𝑥2, ..., 𝑥𝑛}, получим
(23).

Следствием леммы 1 является, в частности, неравенство (13) в случае ограниченной
области Ω. Предельным переходом устанавливается также, что оно справедливо и для
функций из пространства

∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω). Пользуясь (8), легко установить также неравенство

⟨𝜑(𝑥, 𝑢)⟩ 6 𝑐(‖𝑢‖ ∘
𝑊1

𝐺,𝐵(Ω)
). (24)

Случай, когда 𝐺(𝑢) является степенной функцией 𝐺(𝑢) = |𝑢|𝑝, рассмотрен в работе [16].
При этом при 𝑝 ≥ 2 и при 𝑝 < 2 используются разные техники предельных переходов в
галеркинских приближениях. В случае 𝑁−функции 𝐺(𝑢) она может иметь на разных ин-
тервалах степенное поведение с разными показателями 𝑝. Оказывается, предельные пере-
ходы следует выполнять в интервалах постоянства знака функции 𝑦(𝑢) = 𝑢(𝛾(𝑢) − 𝑢𝛾′(𝑢)).
При этом разным знакам соответствует разная техника предельных переходов.

Будем предполагать, что луч (0,+∞) поделен на непересекающиеся связные проме-
жутки 𝐼1, 𝐼2, ... без конечных точек накопления, в каждом из которых поочередно либо
𝑦(𝑢) 6 0, либо 𝑦(𝑢) > 0. Положим

𝑁+ = {𝑘|𝑢 ∈ 𝐼𝑘 ⇒ 𝑦(𝑢) > 0},
𝑁− = {𝑘|𝑢 ∈ 𝐼𝑘 ⇒ 𝑦(𝑢) 6 0}.

Множества 𝑁+, 𝑁− могут быть пустыми, конечными или счетными.
Пусть 𝛼(𝑡) – обратная функция к 𝛾(𝑢). Положим

𝑗(𝑡) = 𝐺(𝛼(
√︀
|𝑡|)), 𝑗(𝛾2(𝑢)) = 𝐺(𝑢).

Лемма 2. Пусть 𝐼𝑘 = [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] – замыкание промежутка 𝐼𝑘. Если 𝑘 ∈ 𝑁+, то функция
𝑗(𝑢) выпукла на 𝐼𝛾𝑘 = (𝛾2(𝑎𝑘), 𝛾2(𝑏𝑘)) и функция 2𝑗(𝑢) − 𝑗(𝑎𝑘) продолжается линейно до
выпуклой на [0,∞) функции 𝑗𝑘(𝑢), при этом

𝑠2

𝛽′(𝑥, 𝑢)
≤ 𝑐(𝐺(𝑢) + 𝐽𝑘(𝑠)), |𝑢| ∈ 𝐼𝑘, 𝑠 > 0. (25)
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где 𝐽𝑘(𝑠) = 𝑗𝑘(𝑠2) – 𝑁-функция.
Если же 𝑘 ∈ 𝑁−, то существует 𝑁-функция 𝐻𝑘(𝑢) такая, что

𝑠2𝛾′(𝑢) 6 𝑐(𝐺(𝑢) + 𝐻𝑘(𝑠)), |𝑢| ∈ 𝐼𝑘, 𝑠 > 0. (26)

Доказательство. График выпуклой функции 𝑓(𝑠), 𝑠 > 0 лежит выше касательной
𝑓(𝑠) ≥ 𝑓 ′(𝑡)(𝑠− 𝑡) + 𝑓(𝑡), например, с правой производной 𝑓 ′(𝑡), поэтому

𝑠𝑓 ′(𝑡) ≤ 𝑓(𝑠) − 𝑓(𝑡) + 𝑡𝑓 ′(𝑡). (27)

Пусть 𝑘 ∈ 𝑁+. Тогда при 𝑢 ∈ 𝐼𝑘(︂
𝛾(𝑢)

𝑢

)︂′

=
𝑢𝛾′(𝑢) − 𝛾(𝑢)

𝑢2
= −𝑦(𝑢)

𝑢3
< 0,

т.е. функция 𝛾(𝑢)/𝑢 убывает. Тогда из (5) при 1 ∈ 𝑁+следует неравенство
1

𝛽′(𝑥, 𝑢)
≤ 𝑐, 𝑢 ∈ (0, 𝑏1), 𝑥 ∈ Ω. (28)

Проверим, что 𝑗(𝑡) – выпуклая функция на интервале 𝐼𝛾𝑘

𝑗′(𝑡) = 𝑢𝛾′(𝑢)
1

𝛾′(𝑢)

⃒⃒
𝑢=𝛼(

√
|𝑡|)

1

2
√︀

|𝑡|
=

𝛼(
√︀

|𝑡|)
2
√︀
|𝑡|

=
𝑢

2𝛾(𝑢)
.

Выпуклость установлена, поскольку 𝑢/𝛾(𝑢) – возрастающая функция.
Далее, ввиду (19),

𝑗′(𝑡)𝑡

𝑗(𝑡)

⃒⃒
𝑡=𝛾2(𝑢)

=
𝑢𝛾(𝑢)

2𝐺(𝑢)
>

1

2
.

Поэтому функция 𝑗𝑘(𝑡) = 2𝑗(𝑡) − 𝑗(𝛾2(𝑎𝑘)), 𝑡 ∈ [𝛾2(𝑎𝑘), 𝛾2(𝑏𝑘)], может быть продолжена
с промежутка 𝐼𝛾𝑘 до выпуклой на [0,∞) функции формулами 𝑗𝑘(𝑡) = 𝑡𝑗(𝛾2(𝑎𝑘))/𝛾2(𝑎𝑘),
𝑡 ∈ [0, 𝛾2(𝑎𝑘)], 𝑗𝑘(𝑡) = (𝑡 − 𝛾2(𝑏𝑘))𝑗′𝑘(𝛾2(𝑏𝑘)) + 𝑗𝑘(𝛾2(𝑏𝑘)), 𝑡 ∈ [𝛾2(𝑏𝑘),∞). Далее, полагаем
𝐽𝑘(𝑠) = 𝑗𝑘(𝑠2).

В том случае, когда, например, 𝐼1 = (0,∞), то продолжать функцию 𝑗1(𝑠) нет необходи-
мости, и просто предполагается, что 𝐽1(𝑠) удовлетворяет условиям 𝑁 -функции в окрест-
ности нуля и бесконечности. Достаточно для этого потребовать, чтобы

lim
𝑠→0

𝛾(𝑠)

𝑠
= 0, lim

𝑠→∞

𝛾(𝑠)

𝑠
= ∞.

Покажем, что неравенство (5) обеспечивает ∆2-условие для функции 𝐽𝑘(𝑢). Действи-
тельно, с учетом (19), имеем

𝐺(𝑢) ≥ 1

𝑐𝛾

𝑢∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑑𝑠 ≥ 𝑢𝛾(𝑢)

𝑐𝛾(𝑐𝛾 + 1)
.

Тогда
𝑗′𝑘(𝑡)𝑡

𝑗𝑘(𝑡)
|𝑡=𝛾2(𝑢) ≤

2𝑗′(𝑡)𝑡

𝑗(𝑡)

⃒⃒
𝑡=𝛾2(𝑢)

=
𝑢𝛾(𝑢)

𝐺(𝑢)
6 𝑐2, |𝑢| ∈ 𝐼𝑘.

Это неравенство влечет выполнение ∆2-условия для функции 𝐽𝑘(𝑠).
Установим (25). Поскольку, ввиду (5), 𝑐𝛾𝛽′(𝑢) ≥ 𝑐𝛾𝛾

′(𝑢) ≥ 𝛾(𝑢)/𝑢, |𝑢| ∈ 𝐼𝑘, то
1

𝑐𝛾𝛽′(𝑢)
6

𝑢

𝛾(𝑢)

⃒⃒
𝑢=𝛼(

√
|𝑡|) = 𝑗′𝑘(𝑡).

Далее, применив (27), имеем
𝑠

𝑐𝛾𝛽′(𝑢)
≤ 𝑡𝑗′𝑘(𝑡) + 𝑗𝑘(𝑠) ≤ 𝑐2𝑗𝑘(𝑡)

⃒⃒
𝑡=𝛾2(𝑢)

+ 𝑗𝑘(𝑠) ≤ 2𝑐2𝐺(𝑢) + 𝑗𝑘(𝑠),
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откуда следует (25).
Пусть теперь 𝑘 ∈ 𝑁−. Определим функцию ℎ(𝑢)

ℎ(𝑢) =

√
|𝑢|∫︁

0

𝛾(𝑠)𝑑𝑠.

Тогда ℎ′(𝑢) =
𝛾(
√

|𝑢|)

2
√

|𝑢|
– возрастающая функция при 𝑢 ∈ 𝐼𝑘, т.е. ℎ(𝑢) – выпуклая функция.

При этом, ввиду (19),
ℎ′(𝑢)𝑢

ℎ(𝑢)
=

√︀
|𝑢|𝛾(

√︀
|𝑢|)

2

√
|𝑢|∫︀

0

𝛾(𝑠)𝑑𝑠

>
1

2
.

Поэтому функция ℎ𝑘(𝑢) = 2ℎ(𝑢) − ℎ(𝑎𝑘), 𝑢 ∈ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] может быть продолжена с проме-
жутка 𝐼𝑘 до выпуклой на [0,∞) функции формулами ℎ𝑘(𝑢) = 𝑢ℎ(𝑎𝑘)/𝑎𝑘, 𝑢 ∈ [0, 𝑎𝑘],
ℎ𝑘(𝑢) = (𝑢− 𝑏𝑘)ℎ′

𝑘(𝑏𝑘) + ℎ𝑘(𝑏𝑘), 𝑢 ∈ [𝑏𝑘,∞). Далее, по неравенству (19)
ℎ′
𝑘(𝑢)𝑢

ℎ𝑘(𝑢)
6

2ℎ′(𝑢)𝑢

ℎ(𝑢)
6 𝑐𝛾 + 1.

Неравенство ℎ𝑘(𝑢2) 6 2𝑐𝛾𝐺(𝑢), 𝑢2 ∈ 𝐼𝑘 следует из определения функции ℎ𝑘 и (5). Положим
𝐻𝑘(𝑠) = ℎ𝑘(𝑠2). Применяя (27) к функции ℎ𝑘, имеем

𝑠𝛾(𝑢)/𝑢 = 𝑠ℎ′
𝑘(𝑢2) ≤ 𝑢2ℎ′

𝑘(𝑢2) + ℎ𝑘(𝑠) ≤ (𝑐𝛾 + 1)ℎ𝑘(𝑢2) + ℎ𝑘(𝑠) ≤ 𝑐3(𝐺(𝑢) + 𝐻𝑘(
√
𝑠))

Теперь (26) следует из (5).

4. Доказательство теоремы существования.

Обобщенным решением задачи (1)–(3) назовем функцию 𝑢(𝑡, 𝑥), принадлежащую про-
странствам 𝐿∞((0, 𝑇 );

∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω)) ⊂ 𝑉 (𝐷𝑇 ) при каждом 𝑇 > 0, и удовлетворяющую при
𝜙(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (𝐷𝑇
−1) равенству

[−𝛽(𝑥, 𝑢)𝜙′ + 𝑏(𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝜙] +
𝑛∑︁

𝑖=1

[𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝜙𝑥𝑖
] = ⟨𝛽(𝑥, 𝑢0)𝜙(0)⟩. (29)

Покажем, что функционал

̃︀𝑎(𝑢) = 𝑏(𝑥, 𝑢,∇𝑢) −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢,∇𝑢)

ограничен в единичном шаре пространства 𝑉 (𝐷𝑇 )

(̃︀𝑎(𝑢), 𝑣)𝐷𝑇 = [𝑏(𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝑣] +
𝑛∑︁

𝑖=1

[𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝑣𝑥𝑖
] = 𝐼1 + 𝐼2.

Оценим интеграл 𝐼2 с помощью (12), (24), а также неравенства Юнга при ||𝑣||𝑉 (𝐷𝑇 ) 6 1

|𝐼2| 6

[︃
𝑆(∇𝑣) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖(𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢,∇𝑢))

]︃
6 𝑐1 + 𝑐 [𝑆(∇𝑢) + 𝜑(𝑥, 𝑢)] 6 𝑐2.

Оценим интеграл 𝐼1, используя (16)

|𝐼1| 6
[︁
𝑐𝐺

−1
(𝑆(∇𝑢) + 𝜑(𝑥, 𝑢)) |𝑣|

]︁
+

+𝑐 [Λ(𝑢,∇𝑢)|𝑣|] 6 𝑐[2𝑆(∇𝑢) + 𝐺(𝑢) + 2𝐺(𝑣)] + [Λ(𝑢,∇𝑢)|𝑣|] + 𝑐3 6 𝑐4.
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В последнем неравенстве использованы соотношения (20), (22)

[Λ(𝑢,∇𝑢)|𝑣|] ≤
𝑇∫︁

0

||𝑣(𝑡)||𝐵*,Ω||Λ(𝑢,∇𝑢)||𝐵*
,Ω𝑑𝑡 ≤ 𝑐5

𝑇∫︁
0

||𝑣(𝑡)||𝐵*,Ω𝑑𝑡 ≤ 𝑐6.

Таким образом, ограниченность функционала ̃︀𝑎(𝑢) установлена.
Приступим к построению галеркинских приближений. Выберем последовательность

𝜔𝑘 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) линейно независимых функций, линейная оболочка которых плотна в

∘
𝑊

1
𝐺,𝐵(Ω). Положим 𝛽𝑚(𝑥, 𝑢) =

𝑢∫︀
0

𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠, где

𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑢) = 𝜀𝑚 + 𝛽′(𝑥, 𝑢) + 𝑐+(𝛽′(𝑥, 𝜀𝑚) − 𝛽′(𝑥, 𝑢))𝜒(0 < |𝑢| < 𝜀𝑚),

𝑐+ = 1, если 1 ∈ 𝑁+ и 𝑐+ = 0, если 1 ∈ 𝑁−.

Введем также функцию 𝑔𝑚(𝑥, 𝑢) =
𝑢∫︀
0

𝑠𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠. Числа 𝜀𝑚 > 0 выберем позже.

Отметим при 𝑢 > 0 неравенство

𝑔(𝑥, 𝑢) − 𝑔𝑚(𝑥, 𝑢) =

𝑢∫︁
0

𝑠(𝛽′(𝑥, 𝑠) − 𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑠))𝑑𝑠 6 (30)

6

𝜀𝑚∫︁
0

𝑠𝛽′(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 = 𝑔(𝑥, 𝜀𝑚) ≤ 𝑐𝛽𝐺(𝜀𝑚).

Такое же неравенство справедливо и при 𝑢 < 0. Аналогичным образом, при помощи (18)
устанавливаем, что

𝑔𝑚(𝑥, 𝑢) − 𝑔(𝑥, 𝑢) ≤ 𝜀𝑚𝑢
2/2 +

𝜀𝑚∫︁
0

𝑠𝛽′(𝑥, 𝜀𝑚)𝑑𝑠 6 𝜀𝑚𝑢
2/2 + 𝑐𝛽𝐺(𝜀𝑚). (31)

Галеркинские приближения к решению будем искать в виде

𝑢𝑚(𝑡, 𝑥) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑐𝑚𝑘(𝑡)𝜔𝑘(𝑥),

где функции 𝑐𝑚𝑘(𝑡) определяются из уравнений⟨
𝜔𝑗

𝜕

𝜕𝑡
(𝛽𝑚(𝑥, 𝑢𝑚)) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)(𝜔𝑗)𝑥𝑖
+ 𝑏(𝑥, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)𝜔𝑗

⟩
= 0, (32)

где 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚.
Убедимся, что уравнения (32) разрешимы относительно производных 𝑐′𝑚𝑘. Очевидно,

что они имеют вид
𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑗𝑘(𝑡)𝑐′𝑚𝑘 = 𝐹𝑗(𝑐𝑚1, 𝑐𝑚2, ..., 𝑐𝑚𝑚).

Матрица коэффициентов
𝐴𝑗𝑘(𝑡) = ⟨𝛽′

𝑚(𝑥, 𝑢𝑚)𝜔𝑗𝜔𝑘⟩
при каждом 𝑡 является матрицей Грама системы линейно независимых векторов 𝜔𝑘,
𝑘 = 1, 2, ...,𝑚 и поэтому имеет обратную. Из уравнений (32) при начальных условиях
𝑐𝑚𝑘(0), подобранных так, чтобы 𝑢𝑚(0, 𝑥) → 𝑢0(𝑥) в

∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω), находим функции 𝑐𝑚𝑘(𝑡).
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Сначала эти функции находятся на малом промежутке времени, но установленная ни-
же ограниченность галеркинских приближений позволяет определить их на бесконечном
промежутке времени.

Умножим уравнения (32) на 𝑐𝑚𝑗(𝑡), просуммируем и воспользуемся определением функ-
ции 𝑔𝑚, тогда

⟨𝑔′𝑚(𝑥, 𝑢𝑚)𝑢′
𝑚 + 𝑏(𝑥, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)𝑢𝑚⟩ +

𝑛∑︁
𝑖=1

⟨𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)𝑢𝑚𝑥𝑖
⟩ = 0.

Воспользовавшись неравенством (7), получим:⟨︀
(𝑔𝑚(𝑥, 𝑢𝑚))′𝑡 + 𝑆(∇𝑢𝑚(𝑡)

⟩︀
6 𝑐⟨𝐺(𝑢𝑚(𝑡)) + 𝑓(𝑥)⟩.

Интегрируя по 𝑡 и применяя (13), получим

⟨𝑔𝑚(𝑥, 𝑢𝑚(𝑡))⟩ +

∫︁
𝐷𝑡

0

𝑆(∇𝑢𝑚)𝑑𝑥𝑑𝑡 6 ⟨𝑔𝑚(𝑥, 𝑢𝑚(0))⟩ + 𝑐

∫︁
𝐷𝑡

0

𝐺(𝑢𝑚)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑐1𝑡.

Выберем 𝜀𝑚 так, чтобы

𝐺(𝜀𝑚)𝑐𝛽mes(Ω) ≤ 1

2𝑚
, (33)

и
⟨𝜀𝑚𝑢2

𝑚(0)⟩ ≤ 1

𝑚
, 𝑚 = 1, 2...

Тогда из (30) следует неравенство

⟨𝑔(𝑥, 𝑢𝑚(𝑡)) − 𝑔𝑚(𝑥, 𝑢𝑚(𝑡))⟩ 6
∫︁
Ω

𝑐𝛽𝐺(𝜀𝑚)𝑑𝑥 6 𝑐𝛽𝐺(𝜀𝑚)mes(Ω) 6
1

2𝑚
.

Из (31) следует также ограниченность интегралов

⟨𝑔𝑚(𝑥, 𝑢𝑚(0))⟩ ≤ 𝑐, 𝑚 = 1, 2...

Теперь, при помощи (5), устанавливаем неравенство

⟨𝐺(𝑢𝑚(𝑡))⟩ +

∫︁
𝐷𝑡

0

𝑆(∇𝑢𝑚)𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶(1 + 𝑡) + 𝑐

∫︁
𝐷𝑡

0

𝐺(𝑢𝑚)𝑑𝑥𝑑𝑡.

По лемме Гронуола получим следующую оценку

⟨𝐺(𝑢𝑚(𝑡))⟩ + [𝑆(∇𝑢𝑚)] 6 𝐶(𝑇 ), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (34)

Из (34) следует ограниченность последовательности 𝑢𝑚 в пространстве 𝑉 (𝐷𝑇 ) при всех
𝑇 > 0 и в пространстве 𝐿∞([0, 𝑇 ];𝐿𝐺(Ω)).

Далее, умножив уравнения (32) на 𝑐′𝑚𝑗(𝑡) и просуммировав, получим:

⟨𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑢𝑚(𝑡, 𝑥))(𝑢′

𝑚)2 + 𝑏(𝑥, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)𝑢′
𝑚⟩ +

𝑛∑︁
𝑖=1

⟨𝑎𝑝𝑖(𝑥, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)𝑢′
𝑚𝑥𝑖

⟩ = 0,

или ⟨︀
𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑢𝑚(𝑡, 𝑥))(𝑢′

𝑚)2 + (𝑎(𝑥, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚))′𝑡
⟩︀

= ⟨(𝑎𝑢 − 𝑏)(𝑥, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)𝑢′
𝑚⟩.

Проинтегрируем последнее равенство по 𝑡:

[𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑢𝑚)(𝑢′

𝑚)2] + ⟨𝑎(𝑥, 𝑢𝑚(𝑇, 𝑥),∇𝑢𝑚(𝑇, 𝑥))⟩ = (35)

= ⟨𝑎(𝑥, 𝑢𝑚(0),∇𝑢𝑚(0))⟩ + [(𝑎𝑢 − 𝑏)(𝑥, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)𝑢′
𝑚] = 𝐼Ω + 𝐼𝐷.

Воспользуемся теперь условиями (15), (16), (12), (13), тогда

𝐼Ω = ⟨𝑎(𝑥, 𝑢𝑚(0),∇𝑢𝑚(0))⟩ 6 𝑐(⟨𝜑(𝑥, 𝑢𝑚(0)) + 𝑆(∇𝑢𝑚(0))⟩ 6 𝑐1.
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Ниже будет показана ограниченность последовательности интегралов

𝐼𝛽 = [𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑢𝑚)(𝑢′

𝑚)2] ≤ 𝑐. (36)

Для оценки интеграла 𝐼𝐷 запишем неравенства

[|𝑢′
𝑚𝜙|] 6

[︃
(𝛽′

𝑚(𝑥, 𝑢𝑚))
1
2 |𝑢′

𝑚|
|𝜙|

(𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑢𝑚))

1
2

]︃
6 (37)

6 𝐼𝛽/2 +

[︂
𝜙2𝜒(|𝑢𝑚| > 0)

2𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑢𝑚)

]︂
.

Оценим второй интеграл в правой части последнего неравенства, пользуясь неравенством
Юнга, соотношением (28) и формулой для 𝛽𝑚[︂

𝜙2𝜒(|𝑢𝑚| > 0)

𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑢𝑚)

]︂
≤
[︂
𝜙2𝜒(|𝑢𝑚| > 0)

𝛽′(𝑥, 𝑢𝑚)

]︂
+ 𝑐+

[︂
𝜙2𝜒(𝜀𝑚 ≥ |𝑢𝑚| > 0)

𝛽′(𝑥, 𝜀𝑚)

]︂
≤

6

[︂
𝐺(𝑢𝑚𝛾

′(𝑢𝑚)) + 𝐺

(︂
𝜙2

𝑢𝑚𝛽′(𝑥, 𝑢𝑚)𝛾′(𝑢𝑚)

)︂]︂
+

+𝑐[𝜙2𝜒(𝜀𝑚 ≥ |𝑢𝑚| > 0)].

Таким образом, подставляя 𝜙 = (𝑏 − 𝑎𝑢)(𝑥, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚), 𝑢𝑚𝛾
′(𝑢𝑚) = 𝐺′(𝑢𝑚) и пользуясь

(4),(12), имеем
[|𝑢′

𝑚𝜙|] 6 𝑐1(𝑇 ) + 𝐼𝛽/2 + 𝑐2[𝜑(𝑥, 𝑢𝑚) + 𝑆(∇𝑢𝑚)].

Далее, применяя (13), а также (34), получаем

𝐼𝐷 ≤ 𝑐3(𝑇 ) + 𝐼𝛽/2.

Соединив оценки интегралов и равенство (35), а также применив (14),(7), будем иметь
1

2
[𝛽′

𝑚(𝑥, 𝑢𝑚)(𝑢′
𝑚)2] + ⟨𝑆(∇𝑢𝑚(𝑇 ))/Γ1⟩ 6 𝑐4 + ⟨ 1

2Γ1

𝜑(𝑥, 𝑢𝑚(𝑇, 𝑥))⟩ 6

6 𝑐5 +
1

2Γ1

⟨𝑆(∇𝑢𝑚(𝑇 ))⟩.

Из последнего неравенства, а также (34), устанавливаем ограниченность последователь-
ности (𝛽′

𝑚)
1
2𝑢′

𝑚 в 𝐿2(𝐷
𝑇 ). Последовательность 𝑢𝑚 также ограничена в пространстве

𝐿∞([0, 𝑇 ];
∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω)) при каждом 𝑇 > 0.
Теперь диагональным процессом выбираем подпоследовательность 𝑢𝑚𝑘

, слабо сходящу-
юся в указанных ниже пространствах. Для упрощения записи подиндекс 𝑘 в подпоследо-
вательностях будем опускать.

𝑢𝑚 → 𝑢 слабо в 𝑉 (𝐷𝑇 ),

(𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑢𝑚))

1
2 𝑢′

𝑚 → �̃� слабо в 𝐿2(𝐷
𝑇 ), ∀𝑇 > 0.

Поскольку 𝑢𝑚 – ограниченная последовательность в 𝐿∞((0, 𝑇 );
∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω)), то ̃︀𝑎(𝑢𝑚) –
ограниченная последовательность в пространстве (𝑉 (𝐷𝑇 ))′, и из нее можно выделить сла-
бо сходящуюся подпоследовательность

�̃�(𝑢𝑚) → 𝜒 слабо в (𝑉 (𝐷𝑇 ))′.

Сходимость имеет место при каждом 𝑇 = 1, 2, ..., причем предельные функции совпадают
в общей области определения. Тогда, фактически, сходимость имеет место при любом
𝑇 > 0.

Ниже будет доказано, что �̃� = (𝛽′(𝑥, 𝑢))
1
2 𝑢′, 𝜒 = �̃�(𝑢), и функция 𝑢 является обобщенным

решением задачи (1)–(3). Соответствующие рассуждения разобьем на три шага.
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Шаг 1. Последовательность 𝑢𝑚(𝑡) ограничена в пространстве
∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω) на любом ко-
нечном промежутке 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]:

||𝑢𝑚(𝑡)||𝑊 1
𝐺,𝐵(Ω) 6 𝐶(𝑇 ), 𝑚 = 1, 2, ...

Зафиксируем счетное плотное подмножество {𝑡𝑠} ⊂ [0,∞]. Можно считать, что 𝑡0 = 0.
Для ограниченной области Ω известна компактность вложения

∘
𝑊 1

1(Ω) ⊂ 𝐿1(Ω). Так как
∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω) ⊂
∘
𝑊 1

1(Ω), то диагональным процессом можно выделить подпоследовательность
𝑢𝑚𝑘

(𝑡𝑠) → ℎ𝑠 сильно в 𝐿1(Ω) при всех натуральных 𝑠. Выбирая еще раз подпоследователь-
ность, можно считать также (отбрасывая подиндексы), что 𝑢𝑚(𝑡𝑠, 𝑥) → ℎ𝑠(𝑥) почти всюду
в Ω при каждом 𝑡𝑠. В частности, при 𝑡0 = 0 имеем 𝑢𝑚(0, 𝑥) → 𝑢0(𝑥) почти всюду в Ω.

Для следующего шага используем лемму, доказанную в [16].

Лемма 3. Пусть последовательность 𝑣𝑚(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω)) обладает свойствами:
1) 𝑣𝑚(𝑡𝑠, 𝑥) сходится почти всюду в Ω при каждом 𝑡𝑠 ;
2) последовательность 𝑣′𝑚 ограничена в 𝐿2(𝐷

𝑇 ).
Тогда можно выделить подпоследовательность 𝑣𝑚𝑘

, сходящуюся к функции 𝑣 в про-
странстве 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿1(Ω)), и 𝑣𝑚𝑘

→ 𝑣 почти всюду в (0, 𝑇 ) × Ω.

Шаг 2. К последовательности 𝑣𝑚 = 𝑓𝑚(𝑥, 𝑢𝑚) =
𝑢𝑚∫︀
0

(𝛽′
𝑚(𝑥, 𝜏)−𝜀𝑚)

1
2𝑑𝜏 применим лемму 3.

При этом последовательность 𝑣′𝑚 = (𝛽′
𝑚− 𝜀𝑚)

1
2𝑢′

𝑚 ограничена ввиду (36). Ниже установим

равномерную сходимость 𝑓𝑚(𝑥, 𝑢) → 𝑓(𝑥, 𝑢) =
𝑢∫︀
0

(𝛽′(𝑥, 𝜏))
1
2𝑑𝜏,𝑚 → ∞ по 𝑢 при почти всех

фиксированных 𝑥 ∈ Ω, что влечет первое условие леммы. Принадлежность 𝑣𝑚(𝑡) к 𝐿2(Ω)
следует из ее гладкости и ограниченности 𝛽𝑚(𝑥, 𝑢) на конечных интервалах по 𝑢:

𝑣2𝑚 ≤ |𝑢𝑚|
|𝑢𝑚|∫︁
0

(𝛽′
𝑚(𝑥, 𝜏) − 𝜀𝑚)𝑑𝜏 ≤ |𝑢𝑚|

|𝑢𝑚|∫︁
0

𝑐𝛽𝛾
′(𝜏)𝑑𝜏.

Указанная выше равномерная сходимость 𝑓𝑚(𝑥, 𝑢) → 𝑓(𝑥, 𝑢) по 𝑢 при 𝑥 ∈ Ω легко
следует из равенства

𝑓𝑚(𝑥, 𝑢) − 𝑓(𝑥, 𝑢) =

𝜀𝑚∫︁
0

((𝛽′
𝑚(𝑥, 𝜏) − 𝜀𝑚)

1
2 − (𝛽′(𝑥, 𝜏))

1
2 )𝑑𝜏

и неравенства Коши-Буняковского:⎛⎝ 𝜀𝑚∫︁
0

(𝛽′(𝑥, 𝜏))
1
2𝑑𝜏

⎞⎠2

6 𝜀𝑚

𝜀𝑚∫︁
0

𝛽′(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 → 0.

Пользуясь леммой 3 и произвольностью 𝑟 > 0, 𝑇 = 1, 2, ..., диагональным процес-
сом можно выделить подпоследовательность 𝑣𝑚𝑘

, сходящуюся в 𝐷 почти всюду. Так
как 𝑓(𝑥, 𝑢) возрастающая по 𝑢 непрерывная функция и имеет обратную, то из равен-
ства 𝑣𝑚 = (𝑓𝑚(𝑥, 𝑢𝑚) − 𝑓(𝑥, 𝑢𝑚)) + 𝑓(𝑥, 𝑢𝑚) = 𝜈𝑚 + 𝑓(𝑥, 𝑢𝑚), 𝜈𝑚 → 0, находим, что
𝑢𝑚 = 𝑓−1(𝑥, 𝑣𝑚 − 𝜈𝑚). Тогда из сходимости последовательности 𝑣𝑚𝑘

следует сходимость
последовательности 𝑢𝑚𝑘

почти всюду в 𝐷 к 𝑢. То, что предельная функция будет именно
𝑢, вытекает из следующего утверждения:

Лемма 4. Пусть последовательность 𝑧𝑚 сходится к 𝑧 почти всюду в 𝑄 и ограничена
в 𝐿𝐵(𝑄). Тогда 𝑧𝑚 → 𝑧 слабо в 𝐿𝐵(𝑄).
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Доказательство этой леммы, приведенное в [2, гл.1, §1.4, лемма 1.3]) для 𝐿𝑞(𝑄), 𝑞 > 1,
очевидным образом переносится на общий случай.

Благодаря слабой сходимости 𝑢𝑚 → 𝑢 в 𝑉 (𝐷𝑇 ) и непрерывности вложения
𝑉 (𝐷𝑇 ) ⊂ 𝐿1([0, 𝑇 ] × Ω) имеется слабая сходимость 𝑢𝑚 → 𝑢 в 𝐿1([0, 𝑇 ] × Ω). Из леммы
4 следует также, что 𝑣𝑚𝑘

→ 𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑢) слабо в 𝐿2(𝐷
𝑇 ) при каждом 𝑇 > 0.

Из леммы 3 известно, что 𝑣𝑚𝑘
(𝑇 ) → 𝑣(𝑇 ) в 𝐿1(Ω). Тогда можно выделить подпоследо-

вательность, сходящуюся почти всюду в Ω: 𝑣𝑚𝑘
(𝑇, 𝑥) → 𝑣(𝑇, 𝑥) ⇒ 𝑢𝑚𝑘

(𝑇, 𝑥) → 𝑢(𝑇, 𝑥)
почти всюду в Ω . Точно также устанавливается, что 𝑢𝑚𝑘

(0, 𝑥) → 𝑢(0, 𝑥) почти всюду в Ω,
т.е.

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥).

Ограниченность последовательности 𝑢𝑚(𝑇 ) в пространстве
∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω) постоянной 𝐶(𝑇 )
позволяет выделить подпоследовательность такую, что

𝑢𝑚𝑘
(𝑇 ) → 𝑢(𝑇 ) слабо в

∘
𝑊

1
𝐺,𝐵(Ω), при фиксированном 𝑇.

Поскольку постоянная 𝐶(𝑇 ) возрастает по 𝑇 , отсюда следует, что
𝑢 ∈ 𝐿∞,loc([0,∞);

∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω)).
Далее, (𝑣′𝑚, 𝜙)𝐷𝑇 = −(𝑣𝑚, 𝜙

′)𝐷𝑇 , 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (𝐷𝑇 ).

Переходя к пределу, получим
(�̃�, 𝜙)𝐷𝑇 = −(𝑣, 𝜙′)𝐷𝑇 .

Отсюда следует, что �̃� = 𝑣′ = (𝛽′(𝑥, 𝑢))
1
2𝑢′.

Покажем теперь, что последовательность 𝛽(𝑥, 𝑢𝑚(𝑡)) ограничена в 𝐿𝐺(Ω) постоянной,
не зависящей от 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Сначала установим неравенство, используя (5),

𝐺(
𝛽(𝑥, 𝑢𝑚)

𝑐𝛽𝑐𝛾
) 6 𝐺(

𝛾(𝑢𝑚)

𝑐𝛾
) 6 𝐺(𝑢𝛾′(𝑢𝑚)) = 𝐺(𝐺′(𝑢𝑚)) 6 𝑐𝐺(𝑢𝑚).

Ограниченность последовательности 𝛽(𝑥, 𝑢𝑚(𝑡)) установлена. В частности, она ограниче-
на в пространстве 𝐿𝐺(𝐷𝑇 ). Тогда из нее можно выделить подпоследовательность, слабо
сходящуюся в 𝐿𝐺(𝐷𝑇 ) к функции 𝛽(𝑥, 𝑢). Действительно, сходимость последовательности
𝑢𝑚 к 𝑢 почти всюду в 𝐷𝑇 , и лемма 4 обеспечивают требуемое.

Для дальнейших предельных переходов определим оператор 𝑇𝑘𝑢 = 𝑢(𝑎𝑘,𝑏𝑘), где

𝑢(𝑎,𝑏) =

⎧⎨⎩ 0, при |𝑢| ≤ 𝑎,
𝑢− 𝑎sign𝑢, при 𝑎 < |𝑢| < 𝑏,
(𝑏− 𝑎)sign𝑢, при |𝑢| ≥ 𝑏.

Положим также

𝑇 𝛽
𝑘 𝛽(𝑥, 𝑢𝑚) = 𝛽(𝑥, 𝑎𝑘sign𝑢𝑚 + 𝑇𝑘𝑢𝑚) − 𝛽(𝑥, 𝑎𝑘sign𝑢𝑚);𝑇 𝛽

𝑘 𝛽(𝑥, 𝑢𝑚) ∈ 𝐿𝐺(𝐷𝑇 ).

Отметим очевидные формулы, которые будут использоваться ниже.

(𝑇 𝛽
𝑘 𝛽(𝑥, 𝑢𝑚))′ = 𝛽′(𝑥, 𝑢𝑚)(𝑇𝑘𝑢𝑚)′ = 𝛽′(𝑥, 𝑢𝑚)𝑢′

𝑚𝜒(|𝑢𝑚| ∈ 𝐼𝑘)).

𝑢𝑚 =
∑︁
𝑘

𝑇𝑘𝑢𝑚.

Покажем, что последовательность

𝛽′(𝑥, 𝑢𝑚)𝑢′
𝑚𝜒(|𝑢𝑚| ∈ 𝐼𝑘) = 𝛽′(𝑥, 𝑢𝑚)(𝑇𝑘𝑢𝑚)′, 𝑘 ∈ 𝑁−,

ограничена в 𝐿𝐻𝑘
(𝐷𝑇 ). В самом деле, ввиду (36),(5) и леммы 2

|[𝛽′(𝑥, 𝑢𝑚)𝑢′
𝑚𝜙𝜒(|𝑢𝑚| ∈ 𝐼𝑘)]| ≤ 𝑐[(𝛽′)

1
2 |𝑢′

𝑚𝜙|(𝛾′(𝑢𝑚))
1
2𝜒(|𝑢𝑚| ∈ 𝐼𝑘)] 6

6 𝑐1||𝜙(𝛾′(𝑢𝑚))
1
2𝜒(|𝑢𝑚| ∈ 𝐼𝑘)||𝐿2(𝐷𝑇 ) 6
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≤ 𝑐2[𝐻𝑘(𝜙) + 𝐺(𝑢𝑚)]
1
2 6 𝑐3, при [𝐻𝑘(𝜙)] ≤ 1.

Следовательно, можно выделить слабо сходящуюся подпоследовательность

𝛽′(𝑥, 𝑢𝑚)𝑢′
𝑚𝜒(|𝑢𝑚| ∈ 𝐼𝑘) → 𝑢 ∈ 𝐿𝐻𝑘

(𝐷𝑇 ).

Применяя диагональный процесс, можно добиться слабой сходимости выделенной после-
довательности при каждом 𝑘 ∈ 𝑁−. Переходя к пределу в равенстве

[𝑇 𝛽
𝑘 𝛽(𝑥, 𝑢𝑚)𝜙′] = −[𝛽′(𝑥, 𝑢𝑚)(𝑇𝑘𝑢𝑚)′𝜙], 𝜙 ∈ 𝐶∞

0 (𝐷𝑇 ),

получаем, что
[𝑇 𝛽

𝑘 𝛽(𝑥, 𝑢)𝜙′] = −[𝑢𝜙],

то есть
(𝑇 𝛽

𝑘 𝛽(𝑥, 𝑢))′𝑡 = 𝑢 ∈ 𝐿𝐻𝑘
(𝐷𝑇 ), 𝑘 ∈ 𝑁−. (38)

Установим ограниченность последовательности (𝑇𝑘𝑢𝑚)′ = 𝑢′
𝑚𝜒(|𝑢𝑚| ∈ 𝐼𝑘) при 𝑘 ∈ 𝑁+ в

пространстве 𝐿𝐽𝑘
(𝐷𝑇 ). Действительно, ввиду (37),(36) и леммы 2,

[|𝑢′
𝑚𝜙|𝜒(|𝑢𝑚| ∈ 𝐼𝑘)] 6 𝐼𝛽/2 + [𝐽𝑘(𝜙) + 𝐺(𝑢𝑚)] ≤ 𝑐1, при [𝐽𝑘(𝜙)] ≤ 1.

Аналогично (38), находим, что

(𝑇𝑘𝑢)′ = 𝑢′𝜒(|𝑢| ∈ 𝐼𝑘) ∈ 𝐿𝐽𝑘
(𝐷𝑇 ), 𝑘 ∈ 𝑁+. (39)

Шаг 3. Переходим к доказательству равенства 𝜒 = �̃�(𝑢). Умножим уравнение (32) на
гладкую функцию 𝑑𝑗(𝑡) и проинтегрируем по 𝑡, обозначив 𝑑𝑗(𝑡)𝜔𝑗(𝑥) через 𝜙 в конечном
выражении

[𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑢𝑚)𝑢′

𝑚𝜙] + (�̃�(𝑢𝑚), 𝜙)𝐷𝑇 = 0. (40)
Преобразуем первое слагаемое

[𝛽′
𝑚(𝑥, 𝑢𝑚)𝑢′

𝑚𝜙] = [𝛽′(𝑥, 𝑢𝑚)𝑢′
𝑚𝜙] + 𝐴𝑚,

где
𝐴𝑚 = [(𝜀𝑚 + 𝑐+(𝛽′(𝑥, 𝜀𝑚) − 𝛽′(𝑥, 𝑢𝑚))𝜒(0 < |𝑢𝑚| < 𝜀𝑚)))𝑢′

𝑚𝜙] = −[(𝜇𝑚)′𝜙].

𝜇𝑚 = (𝑐+𝛽(𝑥, 𝑢𝑚) − (𝜀𝑚 + 𝑐+𝛽
′(𝑥, 𝜀𝑚))𝑢𝑚) при |𝑢𝑚| < 𝜀𝑚.

Покажем, что 𝐴𝑚 → 0 при 𝑚 → ∞.

𝐴𝑚 = [𝜇𝑚𝜙
′] − ⟨𝜇𝑚(𝑇 )𝜙(𝑇 )⟩ + ⟨𝜇𝑚(0)𝜙(0)⟩ → 0.

Последнее следует из (5), поскольку 𝜙 имеет компактный носитель и

|𝜇𝑚 + 𝜀𝑚𝑢𝑚| ≤ 𝛾(𝜀𝑚) + 𝜀𝑚𝛾
′(𝜀𝑚) → 0.

После интегрирования по частям в формуле (40) будем иметь

𝐴𝑚 − [𝛽(𝑥, 𝑢𝑚)𝜙′] + ⟨𝛽(𝑥, 𝑢𝑚(𝑇 ))𝜙(𝑇 )⟩ − ⟨𝛽(𝑥, 𝑢𝑚(0))𝜙(0)⟩ + (�̃�(𝑢𝑚), 𝜙)𝐷𝑇 = 0.

Выше отмечалась слабая сходимость последовательностей 𝛽(𝑥, 𝑢𝑚), 𝛽(𝑥, 𝑢𝑚(𝑇 )) в про-
странствах 𝐿𝐺(𝐷𝑇 ), 𝐿𝐺(Ω) соответственно. Тогда, после предельного перехода, получим

− [𝛽(𝑥, 𝑢)𝜙′] + ⟨𝛽(𝑥, 𝑢(𝑇 ))𝜙(𝑇 )⟩ − ⟨𝛽(𝑥, 𝑢(0))𝜙(0)⟩ + (𝜒, 𝜙)𝐷𝑇 = 0. (41)

Отсюда, в частности, следует, что 𝛽(𝑥, 𝑢) = 𝜒 в смысле распределений и, следовательно,
𝛽(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶𝑤([0,∞);𝐿𝐺(Ω)).

Таким образом, 𝑢 будет являться обобщенным решением задачи (1)–(3), если будет уста-
новлено, что 𝜒 = �̃�(𝑢). Теперь обоснуем возможность подстановки в формулу (41) 𝜙 = 𝑢.
Для этого подставим сначала в нее функцию 𝜙 ∈ 𝐶∞

0 (𝐷𝑇+1
−1 ), равную нулю при |𝑢| 6 𝜀, и

проведем интегрирование по частям

−[𝑇 𝛽
𝑘 𝛽(𝑥, 𝑢)𝜙′] + ⟨𝑇 𝛽

𝑘 𝛽(𝑥, 𝑢(𝑇 ))𝜙(𝑇 )⟩−

−⟨𝑇 𝛽
𝑘 𝛽(𝑥, 𝑢(0))𝜙(0)⟩ = [(𝑇 𝛽

𝑘 𝛽(𝑥, 𝑢))′𝜙] = [𝛽′(𝑥, 𝑢)(𝑇𝑘𝑢)′𝜙].
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Сходимость интеграла справа следует из (38), (39), и неравенства (см. (5))

𝛽′(𝑥, 𝑢) ≤ 𝑐𝛽𝛾
′(|𝑢|) ≤ 𝑐1𝛾(|𝑢|)/|𝑢| ≤ 𝑐2, |𝑢| ∈ [𝜀, 𝑏𝑘].

Таким образом, (41) обретает вид

[𝛽′(𝑥, 𝑢)𝑢′𝜙] + (𝜒, 𝜙)𝐷𝑇 = 0. (42)

Предельным переходом обосновывается подстановка в (42) ограниченной функции
𝜙 = 𝑢(𝜀,𝑘)𝜉, 𝜉(𝑥) – липшицева функция с ограниченным носителем.

[𝛽′(𝑥, 𝑢)𝑢′𝑢(𝜀,𝑘)𝜉] + (𝜒, 𝑢(𝜀,𝑘)𝜉)𝐷𝑇 = 0. (43)

Пусть 𝑤𝑚 = (𝑔(𝑥, 𝑢𝑚))
1
2 , 𝑤𝑚 → 𝑤 = (𝑔(𝑥, 𝑢))

1
2 почти всюду в 𝐷𝑇 . Если будет установ-

лено, что 𝑤 ∈ 𝐿2(𝐷
𝑇 ) имеет обобщенную производную 𝑤𝑡 ∈ 𝐿2(𝐷

𝑇 ), то будет выполнено
тождество

[𝛽′(𝑥, 𝑢)𝑢′𝑢] =

𝑇∫︁
0

𝜕

𝜕𝑡
||𝑤||22𝑑𝑡 = ||𝑤(𝑇 )||𝐿2(Ω) − ||𝑤(0)||𝐿2(Ω). (44)

Воспользуемся (5) ∫︁
Ω

𝑔(𝑥, 𝑢𝑚(𝑇, 𝑥))𝑑𝑥 6 𝑐1

∫︁
Ω

𝐺(𝑢𝑚(𝑇, 𝑥))𝑑𝑥 < 𝑐2. (45)

Значит последовательность 𝑤𝑚(𝑇 ) ограничена в 𝐿2(Ω), и по лемме 4 из нее можно вы-
делить подпоследовательность, сходящуюся к 𝑤(𝑇 ) слабо в 𝐿2(Ω). Заметим, что тогда
||𝑤||22 = lim(𝑤,𝑤𝑚) 6 lim inf ||𝑤||2||𝑤𝑚||2. Откуда следует неравенство

lim inf ||𝑔(𝑥, 𝑢𝑚(𝑇 ))||𝐿1(Ω) ≥ ||𝑔(𝑥, 𝑢(𝑇 ))||𝐿1(Ω). (46)

Проинтегрировав неравенство (45) по 𝑇 , получаем, что последовательность 𝑤𝑚 ограничена
в 𝐿2(𝐷

𝑇 ), и по лемме 4 из нее можно выделить подпоследовательность, сходящуюся к 𝑤
слабо в 𝐿2(𝐷

𝑇 ).
Для доказательства того, что 𝑤′ ∈ 𝐿2(𝐷

𝑇 ), применим условие (18), тогда[︂(︁
(𝑔

1
2 (𝑥, 𝑢𝑚))′

)︁2]︂
=

⎡⎣(︃𝑔′(𝑥, 𝑢𝑚)𝑢′
𝑚

2𝑔
1
2 (𝑥, 𝑢𝑚)

)︃2
⎤⎦ 6

6

[︂
𝛼(𝑔′(𝑥, 𝑢𝑚))2(𝑢′

𝑚)2

2𝑢𝑔′(𝑥, 𝑢𝑚)

]︂
=

𝛼

2

[︀
𝛽′(𝑥, 𝑢𝑚)(𝑢′

𝑚)2
]︀

=
𝛼

2
𝐼𝛽 < 𝑐3.

Следовательно, 𝑤′
𝑚 слабо сходится к 𝑤 в 𝐿2(𝐷

𝑇 ). Далее, [𝑤𝑚𝜙
′] = −[𝑤′

𝑚𝜙], 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (𝐷𝑇 ).

Переходя к пределу, получим [𝑤𝜙′] = −[𝑤𝜙]. Значит 𝑤 = 𝑤′ = (𝑔
1
2 (𝑥, 𝑢))′𝑡, (44) установлено

и 𝛽′(𝑥, 𝑢)𝑢′𝑢 ∈ 𝐿1(𝐷
𝑇 ).

Положим 𝑢(ℎ) = 𝑢(ℎ,∞). По теореме Лебега об ограниченной сходимости допустим пре-
дельный переход в (43) сначала по 𝑘 → ∞

[𝛽′(𝑥, 𝑢)𝑢′𝑢(𝜀)𝜉] + (𝜒, 𝑢(𝜀)𝜉)𝐷𝑇 = 0,

затем по 𝜀 → 0. Получим (𝑢(0) = 𝑢)

[𝛽′(𝑥, 𝑢)𝑢′𝑢𝜉] + (𝜒, 𝑢𝜉)𝐷𝑇 = 0.

Поскольку 𝛽′(𝑥, 𝑢)𝑢′𝑢 ∈ 𝐿1(𝐷
𝑇 ), то, совершая предельный переход по подходящей неубы-

вающей последовательности 𝜉𝑚 → 1, такой, что 𝑢𝜉𝑚 → 𝑢 в 𝑉 (𝐷𝑇 ), будем иметь

[𝛽′(𝑥, 𝑢)𝑢′𝑢] + (𝜒, 𝑢)𝐷𝑇 = 0.

Применяя (44), получаем

(−𝜒, 𝑢)𝐷𝑇 = [𝛽′(𝑥, 𝑢)𝑢′𝑢] = ⟨𝑔(𝑥, 𝑢(𝑇 )) − 𝑔(𝑥, 𝑢(0))⟩. (47)
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Далее используется монотонность оператора �̃�:

𝑋𝑚 = (�̃�(𝑢𝑚) − �̃�(ℎ), 𝑢𝑚 − ℎ)𝐷𝑇 ≥ 0, ∀ℎ ∈ 𝑉 (𝐷𝑇 ).

Из уравнений (40) при 𝜙 = 𝑢𝑚 легко выводятся соотношения

(�̃�(𝑢𝑚), 𝑢𝑚)𝐷𝑇 = ||𝑔𝑚(𝑥, 𝑢𝑚(0))||𝐿1(Ω) − ||𝑔𝑚(𝑥, 𝑢𝑚(𝑇 ))||𝐿1(Ω).

Поэтому

𝑋𝑚 = ||𝑔𝑚(𝑥, 𝑢𝑚(0))||𝐿1(Ω) − ||𝑔𝑚(𝑥, 𝑢𝑚(𝑇 ))||𝐿1(Ω) − (�̃�(𝑢𝑚), ℎ)𝐷𝑇 − (�̃�(ℎ), 𝑢𝑚 − ℎ)𝐷𝑇 .

Далее, пользуясь (46), выводим

0 ≤ lim sup𝑋𝑚 6 ||𝑔(𝑥, 𝑢(0))||𝐿1(Ω) − ||𝑔(𝑥, 𝑢(𝑇 ))||𝐿1(Ω)−

− (𝜒, ℎ)𝐷𝑇 − (�̃�(ℎ), 𝑢− ℎ)𝐷𝑇 .

Применив (47), получим
(𝜒− �̃�(ℎ), 𝑢− ℎ)𝐷𝑇 ≥ 0.

Положим ℎ = 𝑢− 𝜆𝜔, 𝜆 > 0, 𝜔 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 );
∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω)), тогда

𝜆(𝜒− �̃�(𝑢− 𝜆𝜔), 𝜔)𝐷𝑇 ≥ 0.

Устремляя 𝜆 → 0, будем иметь (𝜒 − �̃�(𝑢), 𝜔)𝐷𝑇 ≥ 0, ∀𝜔 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 );
∘
𝑊 1

𝐺,𝐵(Ω)). Отсюда
𝜒 = �̃�(𝑢).

5. Примеры

Приведем теперь примеры уравнений, удовлетворяющих условиям из введения.

5.1. Пример 1. Рассмотрим уравнение вида

(𝛾(𝑢))𝑡 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝐵′
𝑖(𝑢𝑥𝑖

) + Ψ𝑖(𝑥))𝑥𝑖
+ Φ(𝑥), (48)

где 𝐵𝑖 – 𝑁 -функции, Ψ𝑖(𝑥) ∈ 𝐿𝐵𝑖
(Ω), Φ(𝑥) ∈ 𝐿𝐺(Ω), 𝛾′(𝑢) – четная неограниченная функ-

ция, убывающая на (0,∞), такая, что выполнено условие (5). Тогда 𝑁− пусто и 𝑁+ = {1}.
Несложно проверить, что условия (7), (12)–(16) выполнены, и справедлива теорема 1.
Несмотря на длинный список условий во введении, имеется широкий класс уравнений,

им удовлетворяющих. Однако мы ограничимся лишь еще одним конкретным примером.

5.2. Пример 2. Введем следующее обозначение

𝑡[𝑎,𝑏] =

{︂
|𝑡|𝑎, при |𝑡| < 1,
|𝑡|𝑏, при |𝑡| ≥ 1.

Пусть 𝑛 = 2 и область Ω ограничена. Выберем 𝑁 -функции 𝐵1(𝑠), 𝐵2(𝑠), 𝐺(𝑠), а также
функции 𝛽1(𝑥, 𝑢), 𝛾(𝑥, 𝑢), 𝑎(𝑥, 𝑢, 𝑝), 𝑏(𝑥, 𝑢, 𝑝) следующим образом

𝐵1(𝑠) = 𝑠5/2, 𝐵2(𝑠) = 𝑠3/2, 𝐺(𝑠) = |𝑠|3/2 + |𝑠|5/2, 𝛾′(𝑠) =
3

2
|𝑠|−1/2 +

5

2
𝑠1/2,

𝑎(𝑥, 𝑢, 𝑝) = 2/5𝐵1(𝑝1) + 2/3𝐵2(𝑝2)
2 + |𝑥|
1 + |𝑥|

+
𝑝21 + |𝑝2|5/4

|𝑢| + 1
+ 𝑢2,

𝑏(𝑥, 𝑢, 𝑝) = 𝑎𝑢(𝑥, 𝑢, 𝑝) + 𝑢|𝑝1|[2,1/2],

𝛽(𝑥, 𝑢) = (3|𝑢|1/2 +
5

3
|𝑢|3/2)sgn𝑢

2 + |𝑥|
1 + |𝑥|

.
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Проверим, что оператор ̃︀𝑎 – монотонный. Вычисляя гессиан функции 𝑝21
|𝑢|+1

, устанавлива-
ем его неотрицательность и убеждаемся в выпуклости этой функции. Выпуклой является
также функция |𝑝2|5/4

|𝑢|+1
. Далее, установим неравенство

𝐹 = (|𝑠1|3/2sign𝑠1 − 𝑠
3/2
2 sign𝑠2)(𝑠1 − 𝑠2) + (𝑢1 − 𝑢2)

2 + (|𝑠1|[2,1/2] − |𝑠2|[2,1/2])(𝑢1 − 𝑢2) ≥ 0,

которое, вместе с отмеченной выше выпуклостью функций, обеспечивает условие моно-
тонности (6).

1) Пусть сначала 𝑠1𝑠2 6 0. Тогда достаточно установить неравенство

(|𝑠1|5/2 + |𝑠2|5/2) + (𝑢1 − 𝑢2)
2 + (|𝑠1|[2,1/2] − |𝑠2|[2,1/2])(𝑢1 − 𝑢2) ≥ 0,

справедливость которого легко проверить, рассматривая случаи |𝑠1| < 1 и |𝑠1| ≥ 1 при
помощи неравенства 𝐵2 < 4𝐴𝐶,𝐴 > 0 ⇒ 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 ≥ 0.

2) Пусть теперь числа 𝑠1, 𝑠2 имеют одинаковые знаки. После переобозначений можно
считать, что эти числа неотрицательны и 𝑠1 ≥ 𝑠2. Далее,

(|𝑠1|3/2𝑠1 − |𝑠2|3/2𝑠2)(𝑠1 − 𝑠2) ≥ (𝑠1 − 𝑠2)
2(𝑠21 + 𝑠22)/(|𝑠1|3/2 + |𝑠2|3/2) ≥ (𝑠1 − 𝑠2)

2|𝑠1|1/2/2;

|𝑠1|[2,1/2] − |𝑠2|[2,1/2] ≤ 2(𝑠1 − 𝑠2)|𝑠1|[1,−1/2].

Теперь нетрудно убедиться в неотрицательности функции 𝐹 .
Пользуясь установленными соотношениями, завершаем доказательство монотонности

оператора ̃︀𝑎.
Прямыми вычислениями находим, что Θ(𝑠) = 𝑠1/30, интеграл (10) расходится и

𝐵*(𝑠) = (𝑠/30)30.
Несложно проверить, что для данных функций выполнены условия (5), (7), (12)–(16),

и утверждение теоремы 1 справедливо.
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