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УДК 517.9

ОБ ИНТЕРПОЛИРУЮЩЕЙ ФУНКЦИИ А.Ф. ЛЕОНТЬЕВА

О.А. ИВАНОВА, С.Н. МЕЛИХОВ

Аннотация. В работе определяется и исследуется абстрактный вариант интерполиру-
ющего функционала. Он вводится с помощью оператора Поммье, действующего в счет-
ном индуктивном пределе весовых пространств Фреше целых функций и некоторой
целой функции двух комплексных переменных. Изучены свойства соответствующего
оператора Поммье. Частными случаями введенного интерполирующего функционала
являются интерполирующая функция А.Ф. Леонтьева, широко применяющаяся в тео-
рии рядов экспонент и операторов свертки, а также интерполирующий функционал,
использованный ранее при решении проблемы о существовании линейного непрерывно-
го правого обратного к оператору представления рядами из квазиполиномов функций,
аналитических в ограниченной выпуклой области в C.
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Введение

Пусть 𝐺 — ограниченная выпуклая область в C; 𝐴(𝐺̄) — пространство ростков всех
функций, аналитических на замыкании 𝐺̄ области 𝐺 с естественной топологией индук-
тивного предела последовательности банаховых пространств. А. Ф. Леонтьев (см. [1, гл.
IV, §2, c.237]) ввел интерполирующую функцию 𝜔𝐿(𝜇, 𝑓), задаваемую некоторой специ-
альной целой функцией 𝐿 экспоненциального типа, и применил ее к вычислению коэф-
фициентов разложений функций из 𝐴(𝐺̄) в ряды экспонент с показателями — нулями
𝐿. Интерполирующая функция вводилась и в отличных от упомянутой выше ситуациях
и была использована для вычисления коэффициентов рядов экспонент или обобщенных
экспонент для функций из различных пространств; она применялась также и в других
вопросах теории рядов экспонент, в теории полиномов из экспонент, операторов свертки,
в интерполяционных задачах.

Для решения проблемы существования линейного непрерывного правого обратного (ко-
ротко: ЛНПО) к оператору представления рядами из квазиполиномов функций, анали-
тических в 𝐺, в [2, §3] введен интерполирующий функционал Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑓) — аналог ин-
терполирующей функции 𝜔𝐿(𝜇, 𝑓), задаваемый некоторой целой функцией 𝑄(𝜇, 𝑧) двух
комплексных переменных 𝜇, 𝑧. Функционал Ω𝑄 и его аналоги были использованы затем
при решении проблемы наличия ЛНПО к оператору представления рядами из квазимо-
номов функций, аналитических в ограниченной выпуклой области в C [3]; к оператору
представления рядами экспонент функций, аналитических на ограниченном выпуклом
локально замкнутом множестве в C [4]; к оператору представления рядами из функций
Миттаг-Леффлера функций, аналитических в 𝜌-выпуклой области (𝜌 > 0) [5]. Кроме того,
вариант функционала Ω𝑄 был применен при решении задачи о наличии ЛНПО к операто-
ру представления рядами из обобщенных экспонент ультрараспределений типа Бьерлинга
на многомерном вещественном кубе [6].
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В настоящей работе вводится абстрактная версия интерполирующего функционала, в
частности, интерполирующей функции А.Ф. Леонтьева. Она определяется с помощью опе-
ратора Поммье, действующего в весовом (𝐿𝐹 )-пространстве целых в C функций. В связи
с этим в §1 изучаются свойства оператора Поммье. Интерполирующий функционал вво-
дится и изучается в §2. В §3 приводятся реализации интерполирующего функционала для
конкретных пространств. В данной работе мы ограничились примерами, явившимися по-
будительным мотивом настоящего исследования. Интерполирующий функционал может
быть полезен и во многих других ситуациях, в которых сопряженное к основному про-
странству реализуется как весовое пространство целых функций. Анализу таких ситуа-
ций, применениям интерполирующего функционала к теории рядов экспонент, операторов
свертки предполагается посвятить отдельную статью.

1. Операторы Поммье, их свойства

В этом параграфе мы изучим оператор Поммье, действующий в некотором весовом
(𝐿𝐹 )-пространстве (т.е. в счетном индуктивном пределе пространств Фреше) 𝐸 целых
функций. Для непрерывной функции 𝑣 : C → R, для функции 𝑓 : C → C положим

𝑝𝑣(𝑓) := sup
𝑧∈C

|𝑓(𝑧)|
exp 𝑣(𝑧)

.

Пусть непрерывные функции 𝑣𝑛,𝑘 : C → R таковы, что

𝑣𝑛,𝑘+1 ≤ 𝑣𝑛,𝑘 ≤ 𝑣𝑛+1,𝑘, 𝑛, 𝑘 ∈ N.
Как обычно, 𝐴(C) обозначает пространство всех целых (в C) функций. Определим ба-

наховы пространства

𝐸𝑛𝑘 := {𝑓 ∈ 𝐴(C) : 𝑝𝑣𝑛,𝑘
(𝑓) < +∞}, 𝑛, 𝑘 ∈ N,

весовые пространства Фреше

𝐸𝑛 := {𝑓 ∈ 𝐴(C) : 𝑝𝑣𝑛,𝑘
(𝑓) < +∞ ∀𝑘 ∈ N}, 𝑛 ∈ N.

Отметим, что 𝐸𝑛 непрерывно вложено в 𝐸𝑛+1 для любого 𝑛 ∈ N. Весовое
(𝐿𝐹 )-пространство 𝐸 определим следующим образом:

𝐸 := ind
𝑛→

𝐸𝑛.

Введем следующие условия для функций 𝑣𝑛,𝑘:

∀𝑛 ∃𝑚 ∀𝑘 ∃𝑠 ∃𝐶 ≥ 0 : sup
|𝑡−𝑧|≤1

𝑣𝑛,𝑠(𝑡) ≤ inf
|𝑡−𝑧|≤1

𝑣𝑚,𝑘(𝑡) + 𝐶, 𝑧 ∈ C, (1)

и
∀𝑛 ∃𝑚 ∀𝑘 ∃𝑠 : lim

𝑧→∞
(𝑣𝑚,𝑘(𝑧) − 𝑣𝑛,𝑠(𝑧)) = +∞. (2)

Для 𝑓 : C → C, ℎ ∈ C положим 𝜏ℎ(𝑓)(𝑧) := 𝑓(𝑧 + ℎ), 𝑧 ∈ C.
Замечание 1. 1) Пусть выполняется условие (1). Тогда

(a) Пространство 𝐸 инвариантно относительно дифференцирования, т.е. для любой
функции 𝑓 ∈ 𝐸 также 𝑓 ′ ∈ 𝐸.

(b) Пространство 𝐸 инвариантно относительно сдвига, т.е. 𝜏ℎ(𝑓) ∈ 𝐸 для любых 𝑓 ∈ 𝐸
и ℎ ∈ C.
2) Пусть выполняется условие (2). Тогда для любого 𝑛 ∈ N существует 𝑚 ∈ N такое,

что всякое ограниченное в 𝐸𝑛 множество относительно компактно в 𝐸𝑚.
� Утверждения 1) очевидны.
2) Пусть множество 𝐵 ограничено в 𝐸𝑛. Выберем 𝑚 ∈ N по 𝑛 по условию (2). Возьмем

последовательность 𝑓𝑗 ∈ 𝐵, 𝑗 ∈ N. Так как она ограничена на каждом компакте в C, то
по теореме Монтеля существует подпоследовательность (𝑓𝑗𝑟)𝑟∈N, равномерно сходящаяся
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на любом компакте в C к некоторой функции 𝑓 ∈ 𝐴(C). Очевидно, что 𝑓 ∈ 𝐸𝑛 ⊆ 𝐸𝑚. Для
𝑘 ∈ N определим 𝑠 ∈ N по (2). Так как sup

𝑟∈N
𝑝𝑣𝑛,𝑠(𝑓𝑗𝑟) < +∞, то

𝑝𝑣𝑚,𝑘
(𝑓𝑗𝑟 − 𝑓) → 0 при 𝑟 → ∞.

Следовательно, множество 𝐵 относительно компактно в 𝐸𝑚. �
Лемма 2. Пусть выполняются условия (1) и (2). Для любых 𝑓 ∈ 𝐸, 𝑧 ∈ C существует

𝑚 ∈ N такое, что в 𝐸𝑚

lim
𝜇→𝑧

𝜏𝜇(𝑓) − 𝜏𝑧(𝑓)

𝜇− 𝑧
= 𝜏𝑧(𝑓

′).

� Очевидно, что

lim
𝜇→𝑧

𝜏𝜇(𝑓)(𝑡) − 𝜏𝑧(𝑓)(𝑡)

𝜇− 𝑧
= 𝑓 ′(𝑡 + 𝑧) = 𝜏𝑧(𝑓

′)(𝑡)

для любого 𝑡 ∈ C. Из принципа максимума модуля и условия (1) вытекает, что множе-
ство { 𝜏𝜇(𝑓)−𝜏𝑧(𝑓)

𝜇−𝑧 : 0 < |𝜇 − 𝑧| ≤ 1} ограничено в некотором пространстве 𝐸𝑛, а значит,
относительно компактно в некотором пространстве 𝐸𝑚. Следовательно, в 𝐸𝑚 существует
lim
𝜇→𝑧

𝜏𝜇(𝑓)−𝜏𝑧(𝑓)
𝜇−𝑧 , равный 𝜏𝑧(𝑓

′). �

Будем предполагать, что пространство 𝐸 содержит функцию, отличную от тождествен-
ного нуля. Тогда существует функция 𝑔0 ∈ 𝐸 такая, что 𝑔0(0) = 1.

Зафиксируем 𝑧 ∈ C. Оператор 𝐷𝑧 : 𝐸 → 𝐴(C) вводится следующим образом: для 𝑓 ∈ 𝐸

𝐷𝑧(𝑓)(𝑡) :=

{︃
𝑓(𝑡)−𝑔0(𝑡−𝑧)𝑓(𝑧)

𝑡−𝑧 , 𝑡 ̸= 𝑧,
𝑓 ′(𝑧) − 𝑔′0(0)𝑓(𝑧), 𝑡 = 𝑧.

Замечание 3. Ранее оператор 𝐷𝑧 исследовался и применялся в случае 𝑔0 ≡ 1 в про-
странствах аналитических функций без ограничений на их рост (см., например, работы
[7]–[12] и библиографию в них). В этом случае он называется оператором Поммье. Мы
будем использовать это название и для оператора 𝐷𝑧, введенного выше.

Докажем далее некоторые свойства оператора 𝐷𝑧.

Лемма 4. Для любых 𝜇, 𝑧 ∈ C справедливо равенство
𝐷𝜇(𝑓) −𝐷𝑧(𝑓) = (𝜇− 𝑧)𝐷𝜇(𝐷𝑧(𝑓)) + 𝑓(𝑧)𝐷𝜇(𝜏−𝑧(𝑔0)), 𝑓 ∈ 𝐸. (3)

� Возьмем 𝜇, 𝑧 ∈ C, 𝜇 ̸=𝑧. Если 𝑡̸=𝑧, 𝑡̸=𝜇, то

𝐷𝜇(𝑓)(𝑡) −𝐷𝑧(𝑓)(𝑡) =
𝑓(𝑡) − 𝑔0(𝑡− 𝜇)𝑓(𝜇)

𝑡− 𝜇
− 𝑓(𝑡) − 𝑔0(𝑡− 𝑧)𝑓(𝑧)

𝑡− 𝑧
=

=
𝑓(𝑡)(𝜇− 𝑧) + 𝑔0(𝑡− 𝑧)𝑓(𝑧)(𝑡− 𝜇) − 𝑔0(𝑡− 𝜇)𝑓(𝜇)(𝑡− 𝑧)

(𝑡− 𝜇)(𝑡− 𝑧)
и

𝐷𝜇(𝐷𝑧(𝑓))(𝑡) =

𝑓(𝑡)−𝑔0(𝑡−𝑧)𝑓(𝑧)
𝑡−𝑧 − 𝑔0(𝑡− 𝜇)𝑓(𝜇)−𝑔0(𝜇−𝑧)𝑓(𝑧)

𝜇−𝑧

𝑡− 𝜇
=

=
(︁
𝑓(𝑡)(𝜇− 𝑧) − 𝑔0(𝑡− 𝑧)𝑓(𝑧)(𝜇− 𝑧) − 𝑔0(𝑡− 𝜇)𝑓(𝜇)(𝑡− 𝑧)+

+𝑔0(𝑡− 𝜇)𝑔0(𝜇− 𝑧)𝑓(𝑧)(𝑡− 𝑧)
)︁
/
(︁

(𝜇− 𝑧)(𝑡− 𝑧)(𝑡− 𝜇)
)︁
.

Поэтому
(𝜇− 𝑧)𝐷𝜇(𝐷𝑧(𝑓))(𝑡) =

=
(︁
𝑓(𝑡)(𝜇− 𝑧) + 𝑔0(𝑡− 𝑧)𝑓(𝑧)(𝑡− 𝜇) − 𝑔0(𝑡− 𝜇)𝑓(𝜇)(𝑡− 𝑧)−
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−𝑔0(𝑡− 𝑧)𝑓(𝑧)(𝑡− 𝜇) − 𝑔0(𝑡− 𝑧)𝑓(𝑧)(𝜇− 𝑧)−

+𝑔0(𝑡− 𝜇)𝑔0(𝜇− 𝑧)𝑓(𝑧)(𝑡− 𝑧)
)︁
/
(︁

(𝑡− 𝑧)(𝑡− 𝜇)
)︁

=

= 𝐷𝜇(𝑓)(𝑡) −𝐷𝑧(𝑓)(𝑡)+

+
−𝑔0(𝑡− 𝑧)𝑓(𝑧)(𝑡− 𝑧) + 𝑔0(𝑡− 𝜇)𝑔0(𝜇− 𝑧)𝑓(𝑧)(𝑡− 𝑧)

(𝑡− 𝑧)(𝑡− 𝜇)
=

= 𝐷𝜇(𝑓)(𝑡) −𝐷𝑧(𝑓)(𝑡) + 𝑓(𝑧)
𝑔0(𝑡− 𝜇)𝑔0(𝜇− 𝑧) − 𝑔0(𝑡− 𝑧)

𝑡− 𝜇
=

= 𝐷𝜇(𝑓)(𝑡) −𝐷𝑧(𝑓)(𝑡) − 𝑓(𝑧)𝐷𝜇(𝜏−𝑧(𝑔0))(𝑡).

Ясно, что равенство

(𝜇− 𝑧)𝐷𝜇(𝐷𝑧(𝑓))(𝑡) = 𝐷𝜇(𝑓)(𝑡) −𝐷𝑧(𝑓)(𝑡) − 𝑓(𝑧)𝐷𝜇(𝜏−𝑧(𝑔0))(𝑡)

выполняется при 𝑡 = 𝜇 и 𝑡 = 𝑧 (ведь функции, стоящие в обеих частях этого равенства,
целые по 𝑡). Поскольку 𝐷𝜇(𝜏−𝑧(𝑔0))(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ C, при 𝜇 = 𝑧, то последнее равенство
справедливо и при 𝜇 = 𝑧. �

Замечание 5. Если 𝑔0 ≡ 1, то равенство (3) имеет вид:

𝐷𝜇 −𝐷𝑧 = (𝜇− 𝑧)𝐷𝜇 ∘𝐷𝑧.

Лемма 6. Предположим, что выполняется условие (1). Тогда справедливы следующие
утверждения:

(i) Для любых 𝑛 ∈ N, ограниченного в C множества 𝑀 , существует 𝑚 ∈ N такое, что
для любого 𝑧 ∈ 𝑀 оператор 𝐷𝑧 линейно и непрерывно отображает 𝐸𝑛 в 𝐸𝑚.

(ii) Для любых 𝑛 ∈ N, ограниченного в 𝐸𝑛 множества 𝐵, ограниченного в C множества
𝑀, существует 𝑚 ∈ N такое, что множество

{𝐷𝑧(𝑓) : 𝑧 ∈ 𝑀, 𝑓 ∈ 𝐵}
ограничено в 𝐸𝑚.

� (i): Вследствие (1) найдется 𝑛1 ∈ N, для которого множество

{𝜏−𝑧(𝑔0) : 𝑧 ∈ 𝑀}
ограничено в 𝐸𝑛1 . Выберем 𝑚 ∈ N по 𝑛2 := max{𝑛, 𝑛1} по (1) и для 𝑘 ∈ N определим 𝑠 ∈ N
(тоже по (1)).

Возьмем 𝑓 ∈ 𝐸𝑛. Зафиксируем 𝑧 ∈ 𝑀 . Пусть |𝑡− 𝑧| > 1. Тогда

|𝐷𝑧(𝑓)(𝑡)|
exp 𝑣𝑚,𝑘(𝑡)

≤ |𝑓(𝑡) − 𝑔0(𝑡− 𝑧)𝑓(𝑧)|
exp 𝑣𝑚,𝑘(𝑡)

≤ |𝑓(𝑡)|
exp 𝑣𝑚,𝑘(𝑡)

+ |𝑓(𝑧)| |𝑔0(𝑡− 𝑧)|
exp 𝑣𝑚,𝑘(𝑡)

. (4)

Если |𝑡− 𝑧| ≤ 1, то

|𝐷𝑧(𝑓)(𝑡)|
exp 𝑣𝑚,𝑘(𝑡)

≤
sup
|𝑤−𝑧|=1

|𝑓(𝑤) − 𝑔0(𝑤 − 𝑧)𝑓(𝑧)|

exp 𝑣𝑚,𝑘(𝑡)
≤ (5)

≤
sup
|𝑤−𝑧|=1

|𝑓(𝑤)|

exp 𝑣𝑚,𝑘(𝑡)
+ |𝑓(𝑧)|

sup
|𝑤−𝑧|=1

|𝑔0(𝑤 − 𝑧)|

exp 𝑣𝑚,𝑘(𝑡)
≤

≤
(︁
𝑝𝑣𝑛2,𝑠

(𝑓) + |𝑓(𝑧)|𝑝𝑣𝑛2,𝑠
(𝜏−𝑧(𝑔0))

)︁
exp

(︁
sup
|𝑤−𝑧|≤1

𝑣𝑛2,𝑠(𝑤) − inf
|𝑤−𝑧|≤1

𝑣𝑚,𝑘(𝑤)
)︁
.

Таким образом, для любого 𝑘 ∈ N
𝑝𝑣𝑚,𝑘

(𝐷𝑧(𝑓)) < +∞,
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т.e. 𝐷𝑧(𝑓) ∈ 𝐸𝑚. Значит, для каждого 𝑧 ∈ 𝑀 оператор 𝐷𝑧 (линейно) отображает 𝐸𝑛 в 𝐸𝑚.
Поскольку график оператора 𝐷𝑧 : 𝐸𝑛 → 𝐸𝑚 замкнут, то по теореме о замкнутом графике
[13, с.615, теорема 6.7.1] операторы 𝐷𝑧 : 𝐸𝑛 → 𝐸𝑚, 𝑧 ∈ 𝑀 , непрерывны.

(ii): Пусть множество 𝐵 ограничено в 𝐸𝑛, т.е. sup
𝑓∈𝐵

𝑝𝑣𝑛,𝑙
(𝑓) < +∞ для любого 𝑙 ∈ N.

Из условия (1) следует, что множество {𝜏−𝑧(𝑔0) : 𝑧 ∈ 𝑀} ограничено в некотором про-
странстве 𝐸𝑛1 . Положим 𝑛2 := max{𝑛;𝑛1}. Выберем 𝑚 по 𝑛2 согласно (1) и, зафиксировав
𝑘, определим 𝑠 по (1). Так как 𝐵 ограничено в 𝐸𝑛, то sup

𝑧∈𝑀,𝑓∈𝐵
|𝑓(𝑧)| < +∞. Вследствие

неравенств (4)-(5), учитывая, что множества 𝐵 и {𝜏−𝑧(𝑔0) : 𝑧 ∈ 𝑀} ограничены в 𝐸𝑚,
получим:

sup
𝑧∈𝑀,𝑓∈𝐵

𝑝𝑚,𝑘(𝐷𝑧(𝑓)) < +∞.

Значит, множество {𝐷𝑧(𝑓) : 𝑧 ∈ 𝑀, 𝑓 ∈ 𝐵} ограничено в 𝐸𝑚. �
Лемма 7. Пусть выполняются условия (1) и (2). Тогда справедливы следующие утвер-

ждения:
(iii) Для любого 𝑛 ∈ N, любого ограниченного в 𝐸𝑛 множества 𝐵 существует 𝑚 ∈ N такое,

что lim
𝜇→𝑧

𝐷𝜇(𝑓) = 𝐷𝑧(𝑓) в 𝐸𝑚 равномерно (по 𝑓) на 𝐵.

(iv) Для любых 𝑓 ∈ 𝐸, 𝑧 ∈ C найдется 𝑟 ∈ N такое, что в 𝐸𝑟 существует lim
𝜇→𝑧

𝐷𝜇(𝜏−𝑧(𝑓))

𝜇−𝑧 ,

равный 𝐷𝑧(𝜏−𝑧(𝑓
′)).

(v) Для любых 𝑓 ∈ 𝐸, 𝑧 ∈ C найдется 𝑟 ∈ N такое, что в 𝐸𝑟

lim
𝜇→𝑧

𝐷𝜇(𝑓) −𝐷𝑧(𝑓)

𝜇− 𝑧
= 𝐷2

𝑧(𝑓) + 𝑓(𝑧)𝐷𝑧(𝜏−𝑧(𝑔
′
0)).

� (iii): Пусть 𝑛 ∈ N и множество 𝐵 ограничено в 𝐸𝑛. По замечанию 1, 2) существует
𝑚1 ∈ N такое, что 𝐵 относительно компактно в 𝐸𝑚1 .

Ясно, что 𝐷𝜇(𝑓) → 𝐷𝑧(𝑓) при 𝜇 → 𝑧 поточечно для любой функции 𝑓 ∈ 𝐸. По свойству
(ii) леммы 6 существует 𝑚2, для которого множество

{𝐷𝜇(𝑓) : |𝜇− 𝑧| ≤ 1, 𝑓 ∈ 𝐵}
ограничено в 𝐸𝑚2 , а значит, по замечанию 1, 2) и относительно компактно в некотором
пространстве 𝐸𝑚3 , где 𝑚3 ≥ 𝑚1. Отсюда следует, что для любого 𝑓 ∈ 𝐵 в 𝐸𝑚3 суще-
ствует lim

𝜇→𝑧
𝐷𝜇(𝑓), равный 𝐷𝑧(𝑓). По свойству (i) леммы 6 найдется 𝑚 ≥ 𝑚3 такое, что

операторы 𝐷𝜇, |𝜇 − 𝑧| ≤ 1, линейно и непрерывно отображают 𝐸𝑚1 в 𝐸𝑚. По теореме
Банаха-Штейнгауза [13, следствие 7.1.4] lim

𝜇→𝑧
𝐷𝜇(𝑓) = 𝐷𝑧(𝑓) в 𝐸𝑚 равномерно (по 𝑓) на 𝐵,

т.е.
lim
𝜇→𝑧

sup
𝑓∈𝐵

𝑝𝑣𝑚,𝑘
(𝐷𝜇(𝑓) −𝐷𝑧(𝑓)) = 0

для любого 𝑘 ∈ N.
(iv): Зафиксируем 𝑓 ∈ 𝐸 и 𝑧 ∈ C. При 𝜇 ̸= 𝑧, вследствие 𝐷𝜇(𝜏−𝜇(𝑓)) = 0,

𝐷𝜇(𝜏−𝑧(𝑓))

𝜇− 𝑧
= 𝐷𝜇

(︁𝜏−𝑧(𝑓) − 𝜏−𝜇(𝑓)

𝜇− 𝑧

)︁
. (6)

По лемме 2 найдется 𝑚 ∈ N такое, что в 𝐸𝑚 существует lim
𝜇→𝑧

𝜏−𝑧(𝑓)−𝜏−𝜇(𝑓)

𝜇−𝑧 , равный 𝜏−𝑧(𝑓
′),

а множество 𝐵 =
{︁

𝜏−𝑧(𝑓)−𝜏−𝜇(𝑓)

𝜇−𝑧 : 0 < |𝜇 − 𝑧| ≤ 1
}︁

относительно компактно в 𝐸𝑚 (см.
доказательство леммы 2). По (iii) и свойству (i) леммы 6 найдется 𝑟 ∈ N, для которого
lim
𝜇→𝑧

𝐷𝜇(𝑔) = 𝐷𝑧(𝑔) в 𝐸𝑟 равномерно (по 𝑔) на 𝐵, и оператор 𝐷𝑧 линейно и непрерывно

отображает 𝐸𝑚 в 𝐸𝑟. Используя это и равенство (6), легко показать, что в 𝐸𝑟 существует
lim
𝜇→𝑧

𝐷𝜇(𝜏−𝑧(𝑓))

𝜇−𝑧 , равный 𝐷𝑧(𝜏−𝑧(𝑓
′)).
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(v): Вследствие равенства (3) при 𝜇 ̸= 𝑧

𝐷𝜇(𝑓) −𝐷𝑧(𝑓)

𝜇− 𝑧
= 𝐷𝜇(𝐷𝑧(𝑓)) + 𝑓(𝑧)

𝐷𝜇(𝜏−𝑧(𝑔0))

𝜇− 𝑧
.

Поэтому утверждение (v) следует из (iii) и (iv). �

Докажем еще один результат об оценке роста 𝐷𝜇(𝑓)(𝑡) по 𝑡 и 𝜇 для 𝑓 ∈ 𝐸.

Лемма 8. Пусть выполняется условие (1) и 𝑔0 ≡ 1. Тогда ∀𝑓 ∈ 𝐸 ∃𝑚 ∀𝑘, 𝑙 ∃𝐴 ≥ 0:
|𝐷𝜇(𝑓)(𝑡)| ≤ 𝐴 exp(𝑣𝑚,𝑘(𝜇) + 𝑣𝑚,𝑙(𝑡)), 𝑡, 𝜇 ∈ C.

� Заметим, что функция 𝑔0 ≡ 1 принадлежит 𝐸 тогда и только тогда, когда существует
𝑛0 ∈ N такое, что для любых 𝑛 ≥ 𝑛0 и 𝑠 ∈ N

inf
𝑧∈C

𝑣𝑛,𝑠(𝑧) > −∞. (7)

(Без ограничения общности можно считать, что 𝑛0 = 1.) Пусть 𝑓 ∈ 𝐸𝑟. По условию (1)
существует 𝑚 ≥ 𝑟 такое, что для любого 𝑙 ∈ N найдутся 𝑠 ∈ N и 𝐶 ≥ 0, для которых

sup
|𝑤−𝑡|≤2

𝑣𝑟,𝑠(𝑤) ≤ 𝑣𝑚,𝑙(𝑡) + 𝐶, 𝑡 ∈ C.

Для 𝑘, 𝑙 ∈ N (используя принцип максимума, если |𝑡−𝜇| ≤ 1) получим: для любых 𝑡, 𝜇 ∈ C
|𝐷𝜇(𝑓)(𝑡)| ≤ sup

|𝑤−𝑡|≤2
|𝑓(𝑤)| + |𝑓(𝜇)| ≤

≤ 𝑝𝑣𝑟,𝑠(𝑓) exp(𝑣𝑚,𝑙(𝑡) + 𝐶) + 𝑝𝑣𝑚,𝑘
(𝑓) exp 𝑣𝑚,𝑘(𝜇) =

=
(︁
𝑝𝑣𝑟,𝑠(𝑓) exp(𝐶 − 𝑣𝑚,𝑘(𝜇)) + 𝑝𝑣𝑚,𝑘

(𝑓) exp(−𝑣𝑚,𝑙(𝑡))
)︁

exp(𝑣𝑚,𝑘(𝜇) + 𝑣𝑚,𝑙(𝑡)).

Остается отметить, что, вследствие (7),
sup
𝑡,𝜇∈C

(𝑝𝑣𝑟,𝑠(𝑓) exp(𝐶 − 𝑣𝑚,𝑘(𝜇)) + 𝑝𝑣𝑚,𝑘
(𝑓) exp(−𝑣𝑚,𝑙(𝑡))) < +∞.

�

2. 𝑄-интерполирующий функционал, его свойства

Далее 𝐸 — пространство целых функций такое, как в §1, причем задающее его семейство
функций (𝑣𝑛,𝑘)𝑛,𝑘∈N удовлетворяет условиям (1) и (2). Предположим, что 𝐹 — некоторое
комплексное локально выпуклое пространство (коротко: ЛВП), обладающее следующими
свойствами:
(F1) (𝐹,𝐸) — дуальная пара относительно билинейной формы ⟨𝑥, 𝑓⟩, 𝑥 ∈ 𝐹 , 𝑓 ∈ 𝐸.
(F2) Топологии 𝐹 и 𝐸 мажорируют слабые топологии 𝜎(𝐹,𝐸) и 𝜎(𝐸,𝐹 ) соответственно.
(F3) Существуют элементы 𝑒𝜆 ∈ 𝐹 , 𝜆 ∈ C, такие, что

⟨𝑒𝜆, 𝑔⟩ = 𝑔(𝜆), 𝑔 ∈ 𝐸, 𝜆 ∈ C.
Замечание 9. Естественным примером пространства 𝐹 , удовлетворяющего условиям

(F1)-(F3), является топологическое сопряженное 𝐸 ′ к 𝐸 с топологией, мажорирующей
слабую топологию 𝜎(𝐸 ′, 𝐸). В этом случае 𝑒𝜆 — дельта-функции:

⟨𝑒𝜆, 𝑓⟩ = 𝑒𝜆(𝑓) = 𝑓(𝜆), 𝜆 ∈ C, 𝑓 ∈ 𝐸.

(По поводу используемых здесь понятий из теории двойственности см., например, [14,
гл.2].)

Определение 10. Пусть 𝑄 — целая в C2 функция такая, что 𝑄(·, 𝑧) ∈ 𝐸 для любого
𝑧 ∈ C. 𝑄-интерполирующим функционалом назовем отображение Ω𝑄 : C2 × 𝐹 → C,
задаваемое равенством

Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑥) := ⟨𝑥,𝐷𝜇(𝑄(·, 𝑧))⟩, 𝜇, 𝑧 ∈ C, 𝑥 ∈ 𝐹.
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Докажем некоторые свойства функционала Ω𝑄. Положим N0 := N ∪ {0}. Для ЛВП 𝐻
символ 𝐻 ′ обозначает топологическое сопряженное к 𝐻.

Теорема 11. (i) Для любых 𝜇, 𝑧, 𝜆 ∈ C

(𝜆− 𝜇)Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑒𝜆) = 𝑄(𝜆, 𝑧) − 𝑔0(𝜆− 𝜇)𝑄(𝜇, 𝑧).

(ii) Ω𝑄(𝜇, 𝑧, ·) ∈ 𝐹 ′ для любых 𝜇, 𝑧 ∈ C.
(iii) Предположим, что отображение 𝑧 ↦→ 𝑄(·, 𝑧) обладает следующим свойством: для

любого компакта 𝑀 в C существует 𝑛 ∈ N такое, что для любого 𝑠 ∈ N

sup
𝑧∈𝑀

𝑝𝑣𝑛,𝑠(𝑄(·, 𝑧)) < +∞.

Тогда Ω𝑄(·, ·, 𝑥) ∈ 𝐴(C2) для любого 𝑥 ∈ 𝐹 .
(iv) Если 𝑔0 ≡ 1, то Ω𝑄(·, 𝑧, 𝑥) ∈ 𝐸 для любых 𝑧 ∈ C и 𝑥 ∈ 𝐹 .
� (i): Для 𝜇, 𝑧, 𝜆 ∈ C, 𝜇 ̸= 𝜆, учитывая свойство (F3), получим:

(𝜆− 𝜇)Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑒𝜆) = (𝜆− 𝜇)⟨𝑒𝜆, 𝐷𝜇(𝑄(·, 𝑧))⟩ = (𝜆− 𝜇)𝐷𝜇(𝑄(·, 𝑧))(𝜆) =

= (𝜆− 𝜇)
𝑄(𝜆, 𝑧) − 𝑔0(𝜆− 𝜇)𝑄(𝜇, 𝑧)

𝜆− 𝜇
= 𝑄(𝜆, 𝑧) − 𝑔0(𝜆− 𝜇)𝑄(𝜇, 𝑧).

Если 𝜇 = 𝜆, равенство (i) очевидно.
Утверждение (ii) следует из свойства (F2).
(iii): Зафиксируем 𝑥 ∈ 𝐹 и 𝑧 ∈ C. Возьмем 𝜇 ∈ C. По свойству (v)

леммы 7 найдется 𝑟 ∈ N такое, что в 𝐸𝑟 существует lim
△𝜇→0

𝐷𝜇+△𝜇−𝐷𝜇

△𝜇
(𝑄(·, 𝑧)),

равный 𝐷2
𝜇(𝑄(·, 𝑧)) + 𝑄(𝜇, 𝑧)𝐷𝜇(𝜏−𝜇(𝑔′0)) =: ℎ. Поэтому, вследствие (F2), существует

lim
△𝜇→0

Ω𝑄(𝜇+△𝜇,𝑧,𝑥)−Ω𝑄(𝜇,𝑧,𝑥)

△𝜇
, равный ⟨𝑥, ℎ⟩. Таким образом, функция Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑥) является це-

лой по 𝜇.
Зафиксируем 𝑥 ∈ 𝐹 и 𝜇 ∈ C. Раскладывая (при фиксированном 𝑡 ∈ C) целую (по 𝑧)

функцию 𝑄(𝑡, 𝑧) в степенной ряд, получим:

𝑄(𝑡, 𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(𝑡)𝑧
𝑗, 𝑡, 𝑧 ∈ C, (8)

где 𝑎𝑗 ∈ 𝐴(C). Возьмем 𝑧 ∈ C. В силу неравенств Коши

|𝑎𝑗(𝑡)| ≤
sup

|𝜉|≤|𝑧|+1

|𝑄(𝑡, 𝜉)|

(|𝑧| + 1)𝑗
, 𝑗 ∈ N0, 𝑡 ∈ C.

Пусть 𝑛 ∈ N таково, что для любого 𝑠 ∈ N

𝐶𝑠 := sup
|𝜉|≤|𝑧|+1

𝑝𝑣𝑛,𝑠(𝑄(·, 𝜉)) < +∞.

Зафиксируем 𝑡 ∈ C. Тогда для любого 𝑗 ∈ N0

|𝑎𝑗(𝑡)| ≤
𝐶𝑠 exp 𝑣𝑛,𝑠(𝑡)

(|𝑧| + 1)𝑗
.

Следовательно, ряд (8) сходится абсолютно в некотором пространстве 𝐸𝑛 (𝑛 зависит от
𝑧) по переменной 𝑡 к 𝑄(𝑡, 𝑧). По лемме 6 (i) существует 𝑚 ∈ N такое, что 𝐷𝜇 линейно и
непрерывно отображает 𝐸𝑛 в 𝐸𝑚. По свойству (F2) линейный функционал

𝑔 ↦→ ⟨𝑥, 𝑔⟩, 𝑔 ∈ 𝐸, (9)
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непрерывен на 𝐸, а значит, непрерывно его сужение на любое пространство 𝐸𝑙, 𝑙 ∈ N, в
частности, на 𝐸𝑚 [14, гл.5, предложение 5]. Поэтому

Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑥) = ⟨𝑥, (𝐷𝜇)𝑡(𝑄(𝑡, 𝑧))⟩ =
⟨
𝑥, (𝐷𝜇)𝑡

(︁ ∞∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(𝑡)𝑧
𝑗
)︁⟩

=

=
⟨
𝑥,

∞∑︁
𝑗=0

𝐷𝜇(𝑎𝑗)𝑧
𝑗
⟩

=
∞∑︁
𝑗=0

⟨𝑥,𝐷𝜇(𝑎𝑗)⟩𝑧𝑗,

причем последний числовой ряд абсолютно сходится. Таким образом, функция Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑥)
является целой по 𝑧. По теореме Хартогса [15, гл 1, §2, п.6] Ω𝑄(𝑧, 𝜇, 𝑥) — целая в C2

функция (по (𝜇, 𝑧)) для любого 𝑥 ∈ 𝐹 .
(iv): Зафиксируем 𝑧 ∈ C и 𝑥 ∈ 𝐹 . По (iii) Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑥) — целая (по 𝜇) функция. Так как

линейный функционал (9) непрерывен на 𝐸 = ind
𝑛→

proj
←𝑠

𝐸𝑛𝑠, то ∀𝑛 ∈ N ∃𝑠 ∈ N ∃𝐵̃ ≥ 0:

|Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑥)| ≤ 𝐵̃𝑝𝑣𝑛,𝑠(𝐷𝜇(𝑄(·, 𝑧))). (10)

По лемме 8 ∃𝑚 ∀𝑘, 𝑙 ∃𝐴 ≥ 0:

|𝐷𝜇(𝑄(·, 𝑧))(𝑡)| ≤ 𝐴 exp(𝑣𝑚,𝑘(𝜇) + 𝑣𝑚,𝑙(𝑡)), 𝜇, 𝑡 ∈ C. (11)

Из неравенств (10) и (11) (в них 𝑛 = 𝑚, 𝑙 = 𝑠) следует: для любого 𝑘 ∈ N

|Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑥)| ≤ 𝐴𝐵̃ exp 𝑣𝑚,𝑘(𝜇), 𝜇 ∈ C.
Значит, Ω𝑄(·, 𝑧, 𝑥) ∈ 𝐸. �

3. Примеры

1) Интерполирующая функция 𝜔𝐿(𝜇, 𝑥), введенная А. Ф. Леонтьевым (см. [1, гл. IV, §2,
c.237]) — частный случай функционала Ω𝑄.

Пусть 𝐺 — ограниченная выпуклая область в C; 𝐺̄ — замыкание 𝐺 в C; 0 ∈ 𝐺; 𝐴(𝐺̄) —
пространство всех функций, аналитических на 𝐺̄, с естественной топологией индуктивного
предела последовательности банаховых пространств. Пусть 𝐻𝐺 — опорная функция 𝐺̄, т.е.

𝐻𝐺(𝑧) := sup
𝑡∈𝐺̄

Re(𝑧𝑡), 𝑧 ∈ C.

Положим 𝐹 := 𝐴(𝐺̄). В качестве 𝐸 рассмотрим весовое пространство Фреше:

𝐸 :=
{︁
𝑓 ∈ 𝐴(C)

⃒⃒⃒
∀𝑛 ∈ N ‖𝑓‖𝑛 := sup

𝑧∈C

|𝑓(𝑧)|
exp(𝐻𝐺(𝑧) + |𝑧|/𝑛)

< +∞
}︁
,

т.е. в данном случае
𝑣𝑛,𝑘(𝑧) = 𝐻𝐺(𝑧) + |𝑧|/𝑘, 𝑛, 𝑘 ∈ N, 𝑧 ∈ C,

и все ЛВП 𝐸𝑛 совпадают между собой. Семейство функций (𝑣𝑛,𝑘)𝑛,𝑘∈N удовлетворяет усло-
виям (1) и (2).

Через ℱ обозначим преобразование Лапласа:

ℱ(𝜙)(𝑧) := 𝜙𝑡(exp(𝑡𝑧)), 𝑧 ∈ C, 𝜙 ∈ 𝐴(𝐺̄)′.

Как известно [16, теорема 4.5.3], ℱ является топологическим изоморфизмом сильного со-
пряженного 𝐴(𝐺̄)′𝑏 к 𝐴(𝐺̄) на 𝐸. Билинейная форма

⟨𝑥, 𝑓⟩ := ℱ−1(𝑓)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑓 ∈ 𝐸, (12)

задает двойственность между 𝐹 и 𝐸, т.е. условие (F1) выполняется. Вследствие (12) усло-
вие (F2) тоже имеет место. Если 𝑒𝜆(𝑧) := exp(𝜆𝑧), 𝜆, 𝑧 ∈ C, то

⟨𝑒𝜆, 𝑓⟩ = 𝑓(𝜆), 𝜆 ∈ C, 𝑓 ∈ 𝐸,
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а значит, выполнено условие (F3). Пусть 𝐿 — целая функция экспоненциального типа с
сопряженной диаграммой 𝐺̄. Согласно [1, гл. IV, §2, c.237]

𝜔𝐿(𝜇, 𝑥) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝛾(𝑡)
(︁ 𝑡∫︁

0

𝑥(𝑡− 𝜉)𝑒𝜇𝜉𝑑𝜉
)︁
𝑑𝑡,

где 𝛾 – функция, ассоциированная по Борелю с 𝐿, 𝐶 — контур, охватывающий 𝐺̄ и лежа-
щий в области аналитичности 𝑥 и 𝛾.

Положим 𝑄(𝜇, 𝑧) := 𝐿(𝜇), 𝜇, 𝑧 ∈ C. Поскольку 0 ∈ 𝐺, то в качестве 𝑔0 можно взять
𝑔0 ≡ 1. Покажем, что

Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑥) = 𝜔𝐿(𝜇, 𝑥), 𝜇, 𝑧 ∈ C, 𝑥 ∈ 𝐹.

Поскольку для 𝜇, 𝑧 ∈ C линейные функционалы Ω𝑄(𝜇, 𝑧, ·) и 𝜔𝐿(𝜇, ·) непрерывны на 𝐹
(теорема 11 (ii) и [1, свойство 5, c.243] соответственно), то, в силу полноты семейства
{𝑒𝜆 : 𝜆 ∈ C} в 𝐹 , достаточно показать, что

Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑒𝜆) = 𝜔𝐿(𝜇, 𝑒𝜆)

для 𝜆 ∈ C. Так как Ω(𝜇, 𝑧) = 𝐿(𝜇) для любых 𝜇, 𝑧 ∈ C, то

Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑒𝜆) =
𝑄(𝜆, 𝑧) −𝑄(𝜇, 𝑧)

𝜆− 𝜇
=

𝐿(𝜆) − 𝐿(𝜇)

𝜆− 𝜇
.

По [1, свойство 3, c.242] также

𝜔𝐿(𝜇, 𝑒𝜆) =
𝐿(𝜆) − 𝐿(𝜇)

𝜆− 𝜇
.

2) Интерполирующий функционал, введенный в [2, §3] на основе интерполирующей
функции А.Ф. Леонтьева, — тоже частный случай изученного в данной работе.

Пусть 𝐺,𝐻𝐺 — такие, как выше в 1); 𝐹 := 𝐴(𝐺) — пространство всех функций, ана-
литических в 𝐺, с топологией равномерной сходимости на компактах 𝐺. В качестве 𝐸
рассмотрим счетный индуктивный предел весовых банаховых пространств:

𝐸 :=
{︁
𝑓 ∈ 𝐴(C)

⃒⃒⃒
∃𝑛 ∈ N |𝑓 |𝑛 := sup

𝑧∈C

|𝑓(𝑧)|
exp(𝐻𝐺(𝑧) − |𝑧|/𝑛)

< +∞
}︁
,

т.е. в данном случае
𝑣𝑛,𝑘(𝑧) = 𝐻𝐺(𝑧) − |𝑧|/𝑛, 𝑛, 𝑘 ∈ N, 𝑧 ∈ C,

и все ЛВП 𝐸𝑛 являются банаховыми пространствами. Семейство функций (𝑣𝑛,𝑘)𝑛,𝑘∈N удо-
влетворяет условиям (1) и (2). Пусть 𝑒𝜆(𝑧) := exp(𝜆𝑧), 𝜆, 𝑧 ∈ C.

Преобразование Лапласа
ℱ(𝜙)(𝑧) := 𝜙(𝑒𝑧), 𝑧 ∈ C, 𝜙 ∈ 𝐴(𝐺)′,

является [16, теорема 4.5.3] топологическим изоморфизмом сильного сопряженного 𝐴(𝐺)′𝑏
к 𝐴(𝐺) на 𝐸. Билинейная форма

⟨𝑥, 𝑓⟩ := ℱ−1(𝑓)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑓 ∈ 𝐸,

устанавливает двойственность между 𝐹 и 𝐸. Как и в 1), условия (F1)-(F3) выполняются.
Пусть 𝑄 — целая в C2 функция, такая, что 𝑄(·, 𝑧) ∈ 𝐸 для любого 𝑧 ∈ C. Согласно [2,

§3, определение 3.1], 𝑄-интерполирующий функционал определяется так (чтобы все же
отличать его от исследованного здесь, обозначим его несколько иначе, чем в [2]):

Ω̃𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑥) := ℱ−1(𝑄(·, 𝑧))𝑡

(︁ 𝑡∫︁
0

𝑥(𝑡− 𝜉) exp(𝜇𝜉)𝑑𝜉
)︁
, 𝜇, 𝑧 ∈ C, 𝑥 ∈ 𝐴(𝐺).

В данном случае тоже можно взять 𝑔0 ≡ 1. Из непрерывности функционалов Ω̃𝑄(𝜇, 𝑧, ·) и
Ω𝑄(𝜇, 𝑧, ·) на 𝐴(𝐺) = 𝐹 ([2, §3, лемма 3.2 (б)] и теорема 11 (ii) соответственно), полноты
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системы {𝑒𝜆 : 𝜆 ∈ C} в 𝐴(𝐺) и равенства Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑒𝜆) = Ω̃𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑒𝜆) для любых 𝜇, 𝑧, 𝜆 ∈
C, следует, что Ω𝑄 = Ω̃𝑄 на C2 × 𝐹 . (Заметим, что равенство Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑒𝜆) = 𝑄(𝜆,𝑧)−𝑄(𝜇,𝑧)

𝜆−𝜇
установлено в [2, лемма 3.2 (б)] при 𝜇 = 𝑧; очевидно, оно имеет место для любых 𝜇, 𝑧 ∈ C.)

3) Пусть теперь 𝐺 — ограниченное выпуклое множество в C, содержащее 0. Предполо-
жим, что 𝐺 локально замкнуто, т.е. имеет счетную фундаментальную систему компакт-
ных подмножеств 𝐺𝑛 ⊆ 𝐺, 𝑛 ∈ N. Можно считать, что все компакты 𝐺𝑛 выпуклые и
𝐺𝑛 ⊆ 𝐺𝑛+1, 𝑛 ∈ N (см., например, [4], [17], [18]). Пусть 𝐹 := 𝐴(𝐺) := proj

←𝑛
𝐴(𝐺𝑛) — про-

странство ростков всех функций, аналитических на 𝐺, с топологией проективного предела
(𝐿𝐵)-пространств 𝐴(𝐺𝑛), 𝑛 ∈ N. Введем весовое (𝐿𝐹 )-пространство 𝐸 := ind

𝑛→
proj
←𝑘

𝐴𝑛𝑘, где

банахово пространство 𝐴𝑛𝑘 определено следующим образом:

𝐴𝑛𝑘 :=
{︁
𝑓 ∈ 𝐴(C) : ‖𝑓‖𝑛𝑘 := sup

𝑧∈C

|𝑓(𝑧)|
exp(𝐻𝐺𝑛(𝑧) + |𝑧|/𝑘)

< +∞
}︁

(𝐻𝐺𝑛 — опорная функция 𝐺𝑛). В данном случае

𝑣𝑛,𝑘(𝑧) := 𝐻𝐺𝑛(𝑧) + |𝑧|/𝑘, 𝑧 ∈ C, 𝑛, 𝑘 ∈ N;

семейство (𝑣𝑛,𝑘)𝑛,𝑘∈N удовлетворяет условиям (1) и (2).
Как и ранее, 𝑒𝜆(𝑧) := exp(𝜆𝑧), 𝜆, 𝑧 ∈ C. Преобразование Лапласа

ℱ(𝜙)(𝑧) := 𝜙(𝑒𝑧), 𝑧 ∈ C, 𝜙 ∈ 𝐴(𝐺)′,

устанавливает топологический изоморфизм сильного сопряженного 𝐴(𝐺)′𝑏 к 𝐴(𝐺) на 𝐸
[17, lemma 1.10]. Билинейная форма

< 𝑥, 𝑓 >:= ℱ−1(𝑓)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑓 ∈ 𝐸,

устанавливает естественную двойственность между 𝐹 и 𝐸; свойства (F1)-(F3) выполня-
ются.

Пусть 𝐿̃ — целая (в C2) функция такая, что 𝐿̃(·, 𝑧) ∈ 𝐸 для любого 𝑧 ∈ C.
𝐿̃-интерполирующий функционал Ω𝐿̃ в [4, §3] определяется так:

Ω𝐿̃(𝜇, 𝑧, 𝑥) := ℱ−1(𝐿̃(·, 𝑧))𝑡

(︁ 𝑡∫︁
0

𝑥(𝑡− 𝜉) exp(𝜇𝜉)𝑑𝜉
)︁
, 𝜇, 𝑧 ∈ C, 𝑥 ∈ 𝐹.

И в этом случае можно взять 𝑔0 ≡ 1. Положим 𝑄 := 𝐿̃. Как и в 1) и 2), вследствие
непрерывности функционалов Ω𝐿̃(𝜇, 𝑧, ·) и Ω𝑄(𝜇, 𝑧, ·) на 𝐹 ([4, lemma 3.3] и теорема 11 (ii)
соответственно), полноты системы {𝑒𝜆 : 𝜆 ∈ C} в 𝐹 и равенства Ω𝑄(𝜇, 𝑧, 𝑒𝜆) = Ω𝐿̃(𝜇, 𝑧, 𝑒𝜆)
для любых 𝜇, 𝑧 ∈ C, равенство Ω𝐿̃ = Ω𝑄 выполняется на C2 × 𝐹 . (Заметим, что равенство
Ω𝐿̃(𝜇, 𝑧, 𝑒𝜆) = 𝐿̃(𝜆,𝑧)−𝐿̃(𝜇,𝑧)

𝜆−𝜇 установлено в [4, lemma 3.3] при 𝜇 = 𝑧; очевидно, оно имеет место
для любых 𝜇, 𝑧 ∈ C.)

Авторы выражают благодарность А.В. Абанину за ценные замечания.
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