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Аннотация. В пространствах Пэли-Винера и весовых пространствах Харди в полу-
плоскости рассматриваются задачи о расщеплении функции на сумму двух функций,
каждая из которых ”большая” только в своей области. Для первого пространства за-
дача решена полностью, для второго получены достаточные условия разрешимости.
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1. Введение

Обозначим через 𝑊 𝑝
𝜎 , 1 6 𝑝 6 2, 𝜎 > 0, пространство Пели-Винера, то есть пространство

целых функций 𝑓 экспоненциального типа 6 𝜎, принадлежащих 𝐿𝑝(R). Пространство 𝑊 𝑝
𝜎

может быть определено (см. [1, c. 663]) также как пространство целых функций, удовле-
творяющих условию 𝐴(0; 2𝜋), где

𝐴(𝛼, 𝛽) := sup
𝜙∈(𝛼,𝛽)

⎧⎨⎩
+∞∫︁
0

|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)|𝑝𝑒−𝑝𝜎𝑟| sin𝜙|𝑑𝑟

⎫⎬⎭
1/𝑝

< +∞.

Пространства 𝑊 𝑝
𝜎 , 1 6 𝑝 6 2, 𝜎 > 0, являются банаховыми пространствами с нормой

‖𝑓‖ := 𝐴(0; 2𝜋). Следующее утверждение играет фундаментальную роль в теории про-
странств Пэли-Винера (см. [2]).

Теорема П.-В. Пространство 𝑊 2
𝜎 совпадает с пространством функций, представи-

мых в виде

𝑓(𝑧) =
1√
2𝜋

𝜎∫︁
−𝜎

𝜙(𝑡)𝑒𝑖𝑡𝑧𝑑𝑡, 𝜙 ∈ 𝐿2(−𝜎, 𝜎). (1)

Обозначим через 𝐻𝑝
𝜎(C+), 1 6 𝑝 < +∞, 𝜎 ≥ 0, пространство аналитических в полуплос-

кости C+ = {𝑧 : ℜ𝑧 > 0} функций, для которых справедливо условие 𝐴(−𝜋
2
; 𝜋
2
) < +∞.

Некоторые свойства этого пространства изучались Б.В. Винницким и автором (см. [6], [7],
[18]). Через 𝐻𝑝(C+), 1 6 𝑝 < +∞, обозначим пространство Харди аналитических в C+

функций 𝑓 , для которых

||𝑓 ||𝑝 = sup
𝑥>0

⎧⎨⎩
+∞∫︁

−∞

|𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)|𝑝𝑑𝑦

⎫⎬⎭ < +∞.

А.М. Седлецкий показал [10], что для случая 𝜎 = 0 пространство 𝐻𝑝
𝜎(C+) совпадает с про-

странством Харди, поэтому мы можем рассматривать 𝐻𝑝
𝜎(C+) как весовое пространство
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Харди. Легко видеть также, что 𝐻𝑝
𝜎(C+) является аналогом для полуплоскости простран-

ства целых функций Пели-Винера 𝑊 𝑝
𝜎 . Свойства пространств Харди достаточно полно из-

ложены в [9], [15]. Сингулярная граничная функция ℎ функции 𝜓 ∈ 𝐻𝑝
𝜎(C+) определяется

с точностью до аддитивной постоянной и значений в точках непрерывности равенством

ℎ(𝑡2)− ℎ(𝑡1) = lim
𝑥→0+

𝑡2∫︁
𝑡1

log |𝜓(𝑥+ 𝑖𝑦)|𝑑𝑦 −
𝑡2∫︁

𝑡1

log |𝜓(𝑖𝑦)|𝑑𝑦.

Сингулярная граничная функция является невозрастающей и ℎ′(𝑡) = 0 для почти всех
𝑡 ∈ R.

2. Задачи

Р. С. Юлмухаметов в [3], [4] рассматривает задачу о расщеплении каждой функции из
пространства Пэли-Винера на произведение двух функций для случая, когда 𝜙 в пред-
ставлении (1) бесконечно дифференцируема. Ю. И. Любарский в [25] изучал расщепление
функций с треугольной индикаторной диаграммой. Мы рассматриваем похожие задачи о
расщеплении функций из пространства Пэли-Винера на сумму двух функций, каждая из
которых наследует, в некотором смысле, свойства исходной.

Рассматриваемые ниже задачи непосредственно мотивированы исследованиями [8, 14],
в которых получено полное описание циклических функций в пространстве 𝐻2

𝜎(C+). При
этом оказалось, что имеются качественные отличия от безвесового случая 𝐻𝑝(C+). Для
дальнейшего продвижения в этом направлении, а именно для описания всех трансляцион-
но инвариантных относительно оператора сдвига подпространств пространства 𝐻2

𝜎(C+),
определяющее значение имеет следующее [7] утверждение, доказательство которого нам
известно лишь для случая 𝑝 ∈ (1; 2].

Теорема А1. Функция ̃︀𝑓1 : 𝑖R → C, такая что ̃︀𝑓1(𝑖𝑦)𝑒−𝜎|𝑦| ∈ 𝐿𝑝(−∞; +∞) является
угловой граничной функцией некоторой функции ̃︀𝑓 ∈ 𝐻𝑝

𝜎(C+), 1 < 𝑝 6 2, в том и только
том случае, если существует функция ̃︀𝑓2, удовлетворяющая условиям
а) ̃︀𝑓2 ∈ 𝐻𝑝

2𝜎(C+);

б) ̃︀𝑓3(𝑖𝑦) := 𝑒−𝜎𝑦 ̃︀𝑓1(𝑖𝑦) + ̃︀𝑓2(𝑖𝑦) ∈ 𝐿𝑝(−∞; 0);

в)
+∞∫︀
0

̃︀𝑓1(𝑖𝑣)𝑒−𝜎𝑡𝑒𝑖𝜏𝑣𝑑𝑣+ 1
𝑖

+∞∫︀
0

̃︀𝑓2(𝑢)𝑒𝜏𝑢𝑑𝑢+ 0∫︀
−∞

̃︀𝑓3(𝑖𝑣)𝑒𝑖𝜏𝑣𝑑𝑣 = 0 для почти всех 𝜏 ∈ (−∞; 0].

Для случая 𝜎 = 0 (тогда ̃︀𝑓2 ≡ 0) условия а), б) тривиальны, а условие в) переходит
в ”

∫︀ +∞
−∞

̃︀𝑓1(𝑖𝑣)𝑒𝑖𝜏𝑣𝑑𝑣 = 0 для почти всех 𝜏 ∈ (−∞; 0].” Тогда эта теорема совпадает с од-
ной теоремой Пэли-Винера (см. [15, с. 88]). Для случая 𝑝 = 1 в [7] получено следующее
утверждение.

Теорема А2. Функция ̃︀𝑓1 : 𝑖R → C, такая что ̃︀𝑓1(𝑖𝑦)𝑒−𝜎|𝑦| ∈ 𝐿𝑝(−∞; +∞) является
угловой граничной функцией некоторой функции ̃︀𝑓 ∈ 𝐻1

𝜎(C+), если существует функция̃︀𝑓2, удовлетворяющая условиям а), б), в) предыдущей теоремы и
г) функция ̃︀𝑓2 допускает расщепление ̃︀𝑓2 = ̃︀𝑓5 − ̃︀𝑓4, где ̃︀𝑓4(𝑧)𝑒−𝑖𝜎𝑧 ∈ 𝐻1

𝜎(C+),̃︀𝑓5(𝑧)𝑒𝑖𝜎𝑧 ∈ 𝐻1
𝜎(C+).

Мы не знаем, справедлива ли эта теорема без условия г).
При исследовании одного уравнения типа свертки [24] показано, что отсутствие нетриви-

альных решений этого уравнения эквивалентно аналогу теоремы А2 при 𝑝 = 1. Основное
отличие аналога от приведенной здесь формулировки в том, что дополнительно можно
считать ̃︀𝑓2 произведением двух функций из 𝐻2

𝜎(C+). Мы не знаем, является ли это допол-
нение существенным, то есть каждая ли функция 𝑓 ∈ 𝐻1

2𝜎(C+) допускает расщепление на
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произведение двух функций из 𝐻2
𝜎(C+). Но такое расщепление в дополнение к получен-

ному Б. Винницким расщеплению 𝐻2
𝜎(C+) = 𝑒𝑖𝜎𝑧𝐻2(C+) + 𝑒−𝑖𝜎𝑧𝐻2(C+) + 𝑊 2

𝜎 позволяет
рассмотреть следующую задачу.

Задача 1. Каждая ли функция 𝑓 ∈ 𝑊 𝑝
𝜎 , 1 6 𝑝 6 2, допускает расщепление 𝑓 = 𝑓2 − 𝑓3

с целой функцией 𝑓2, удовлетворяющей условию 𝐵(0; 𝜋), где

𝐵(�̂�, 𝛽) : sup
𝜙∈(�̂�,𝛽)

⎧⎨⎩
+∞∫︁
0

|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)|𝑝𝑑𝑟

⎫⎬⎭
1/𝑝

< +∞

и 𝑓3, удовлетворяющей условию 𝐵(𝜋; 2𝜋)?
Положительное решение задачи 1 для 𝑝 = 1 имело бы следствием решение упомянутой

задачи о нетривиальных решениях уравнения типа свертки. Однако, как показано ниже,
существуют функции 𝑓 ∈ 𝑊 1

𝜎 , для которых требуемое расщепление невозможно. Поэтому
приходится рассматривать задачу с менее ограничительными условиями, а именно задачу
2.

Задача 2. Каждая ли функция 𝑓 ∈ 𝑊 𝑝
𝜎 , 1 6 𝑝 6 2, допускает расщепление 𝑓 = 𝑓4 − 𝑓5,

где функции 𝑓4 и 𝑓5 аналитичны в C+, 𝑓4, удовлетворяет условию 𝐵
(︀
0; 𝜋

2

)︀
и 𝑓5 удовле-

творяет 𝐵
(︀
−𝜋

2
; 0
)︀
?

Мы рассматриваем здесь наиболее качественно интересные случаи 𝑝 = 2 и 𝑝 = 1. Сфор-
мулированные задачи также представляют непосредственный интерес в теории интеграль-
ных операторов, исследованиях оператора сдвига.

3. Представления

Утверждения, аналогичные теореме Пэли-Винера, известны также для случаев
1 < 𝑝 < 2 и 𝑝 = 1 (см. [16], [17], [22]).

Теорема Б1. (Boas R., [23, c.106]) Пространство 𝑊 1
𝜎 совпадает с пространством функ-

ций, представимых в виде (1), где функция

𝜙*(𝑡) =

{︂
𝜙(𝑡),|𝑡| 6 𝜎,

0, |𝑡| > 𝜎,

имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье на (−𝜎 − 𝛿;𝜎 + 𝛿) для некоторого 𝛿 > 0.
Хорошо известно (см. [5, с. 638]), что если ряд Фурье функции 𝜙* сходится абсолютно

на (−𝜎 − 𝛿;𝜎 + 𝛿) для некоторых положительных 𝜎 и 𝛿, то для каждого 𝛿1 ∈ [0; +∞) ряд
Фурье функции 𝜙* сходится абсолютно на (−𝜎 − 𝛿1;𝜎 + 𝛿1).

В другой форме критерий принадлежности пространству 𝑊 1
𝜎 получил Г. Бер.

Теорема Б2. Пространство 𝑊 1
𝜎 совпадает с пространством функций, представимых

в виде (1), где

𝜙(𝑡) =
+∞∑︁

𝑘=−∞

𝑐𝑘𝑒
− 𝑖𝑘𝜋𝑡

𝜎 ,

причем (𝑐𝑘) ∈ 𝑙1 и
+∞∑︁

𝑚=−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒

+∞∑︁
𝑘=−∞

(−1)𝑘+𝑚𝑐𝑘+𝑚
𝑘

𝑘2 + 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ < +∞.

Сформулируем результат Р. Боаса в более удобной для нас форме, воспользовавшись
теоремой Пэли-Винера.

Лемма 1. Функция 𝑓 принадлежит пространству 𝑊 1
𝜎 , 𝜎 > 0, в том и только том

случае, если она представляется в виде

𝑓(𝑧) =
+∞∑︁

𝑘=−∞

(−1)𝑘𝑐𝑘
𝜋 sin𝜎𝑧

𝜎𝑧 − 𝜋𝑘
, (2)
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где (𝑐𝑘) ∈ 𝑙2 и
+∞∑︁

𝑘=−∞

⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
𝑘𝜋

𝜎
(1− 𝛿)

)︂⃒⃒⃒⃒
< +∞. (3)

для некоторого 𝛿 ∈ (0; 1).

Общее описание интерполяционных последовательностей в 𝑊 𝑝
𝜎 получено А. Берлингом,

Ю. Любарским, К. Сэйпом [19], [20, с.341-365]. Для наших целей достаточно сформулиро-
ванного результата. Заметим, что условие (𝑐𝑘) ∈ 𝑙1 является следствием условия (3).

Следствие 1. Если 𝑓 ∈ 𝑊 1
𝜎 , 𝜎 > 0, то справедливо представление (2) и

+∞∑︁
𝑘=−∞

(−1)𝑘𝑐𝑘 = 0.

Действительно, по теореме Б1 𝜙(𝜎) = 0, но

𝜙(𝜎) =
+∞∑︁

𝑘=−∞

𝑐𝑘𝑒
−𝑖𝑘𝜋 =

+∞∑︁
𝑘=−∞

(−1)𝑘𝑐𝑘.

Следствие 2. Условие (3) эквивалентно условию
+∞∑︁

𝑘=−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒

+∞∑︁
𝑠=−∞

(−1)𝑠𝑐𝑠
sin (𝑘𝜋 (1− 𝛿))

𝑘(1− 𝛿)− 𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒ < +∞.

4. Разложения в пространстве Пэли-Винера

Для случая 𝑝 = 2 имеем элементарное решение задачи 1, основанное на теореме Пэли-
Винера:

𝑓2(𝑧) =
1√
2𝜋

𝜎∫︁
0

𝜙(𝑡)𝑒𝑖𝑡𝑧𝑑𝑡, 𝑓3(𝑧) = − 1√
2𝜋

0∫︁
−𝜎

𝜙(𝑡)𝑒𝑖𝑡𝑧𝑑𝑡. (4)

Но для 𝑝 = 1 вышеприведенное расщепление не является решением задачи 1 в общем
случае. Например, если 𝜙(𝑡) = 𝜎 − |𝑡|, то

𝑓(𝑧) =

√︂
2

𝜋

1− cos𝜎𝑧

𝑧2
∈ 𝑊 1

𝜎 ,

но

𝑓2(𝑧) =
1√
2𝜋

−𝑒𝑖𝜎𝑧 + 1 + 𝑖𝜎𝑧

𝑧2
/∈ 𝑊 1

𝜎 , 𝑓3(𝑧) =
1√
2𝜋

𝑒−𝑖𝜎𝑧 − 1 + 𝑖𝜎𝑧

𝑧2
/∈ 𝑊 1

𝜎 .

Лемма 2. Если для 𝑓 ∈ 𝑊 1
𝜎 задача 1 имеет положительное решение, то в обозначе-

ниях теоремы Пэли-Винера справедливы представления (4).

Доказательство. Для функции 𝑓2 выполняются при 𝑝 = 1 условия 𝐴(0; 𝜋) и 𝐵(−𝜋; 0), из
чего вытекает, что 𝑓2(𝑧)𝑒−𝑖𝜎𝑧/2 ∈ 𝑊 1

𝜎/2. Поэтому по теореме Пэли-Винера

𝑓2(𝑧) =
1√
2𝜋

𝜎∫︁
0

𝜙2(𝑡)𝑒
𝑖𝑡𝑧𝑑𝑡,

для некоторой функции 𝜙2 ∈ 𝐿2[0;𝜎]. Аналогично получаем для некоторой функции
𝜙3 ∈ 𝐿2[−𝜎; 0] равенство

𝑓3(𝑧) = − 1√
2𝜋

0∫︁
−𝜎

𝜙3(𝑡)𝑒
𝑖𝑡𝑧𝑑𝑡.
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Функция 𝑓 − 𝑓2 + 𝑓3 принадлежит пространству 𝑊 2
𝜎 , поэтому для нее справедливо пред-

ставление

𝑓(𝑧)− 𝑓2(𝑧) + 𝑓3(𝑧) =
1√
2𝜋

𝜎∫︁
−𝜎

̃︀𝜙(𝑡)𝑒𝑖𝑡𝑧𝑑𝑡,
для некоторой функции ̃︀𝜙 ∈ 𝐿2[−𝜎;𝜎]. Но 𝑓 − 𝑓2 + 𝑓3 – тождественный ноль, поэтому̃︀𝜙 ≡ 0, из чего вытекает утверждение леммы.

Мы дадим два критерия разрешимости задачи 1, основываясь на теоремах Боаса и Бэра.

Теорема 1. Если 𝑓 ∈ 𝑊 1
𝜎 , то задача 1 имеет положительное решение в том и только

том случае, когда
+∞∑︁

𝑚=−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐𝑘
(−1)𝑚+𝑘𝑒𝑖𝜋𝛿𝑚 − 1

𝑚− 𝛿𝑚− 𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ < +∞, (5)

для некоторого 𝛿 ∈ (0; 1), причем считаем, что

(−1)𝑚+𝑘𝑒𝑖𝜋𝛿𝑚 − 1

𝑚− 𝛿𝑚− 𝑘
= 𝜋𝑖, если 𝑚− 𝛿𝑚− 𝑘 = 0.

Доказательство. Если 𝑓 ∈ 𝑊 1
𝜎 , то для нее справедливо представление (1). По лемме 2

положительное решение задачи 1 существует в том и только том случае, когда функция
𝑓2, определенная первым равенством (4), принадлежит 𝑊 1

𝜎 . Для 𝑓2 справедливо представ-
ление

𝑓2(𝑧) =
1√
2𝜋

𝜎∫︁
0

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐𝑘𝑒
− 𝑖𝑘𝜋𝑡

𝜎 𝑒𝑖𝑡𝑧𝑑𝑡 =
1√
2𝜋

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐𝑘

𝜎∫︁
0

𝑒𝑖𝑡(𝑧−
𝑘𝜋
𝜎 )𝑑𝑡

=
1√
2𝜋

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐𝑘
𝑒𝑖𝜎(𝑧−𝑘𝜋/𝜎) − 1

𝑖(𝑧 − 𝑘𝜋/𝜎)
.

Заметим, что

√
2𝜋𝑓2

(︁𝑚𝜋
𝜎

(1− 𝛿)
)︁
=

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐𝑘
𝑒𝑖𝜎(

𝑚𝜋
𝜎

(1−𝛿)− 𝑘𝜋
𝜎 ) − 1

𝑖
(︀
𝑚𝜋
𝜎
(1− 𝛿)− 𝑘𝜋

𝜎

)︀ =
+∞∑︁

𝑘=−∞

𝑐𝑘
𝜎𝑒𝑖𝜋(𝑚−𝛿𝑚−𝑘) − 1

𝑖𝜋(𝑚− 𝛿𝑚− 𝑘)
,

из чего получаем условие (5). Также по теореме Пэли-Винера 𝑓2 ∈ 𝑊 2
𝜎 , поэтому последо-

вательность коэффициентов ее разложения (2) принадлежит 𝑙2. Осталось воспользоваться
леммой 1 для 𝑓2.

Теорема 2. Если 𝑓 ∈ 𝑊 1
𝜎 , то задача 1 имеет положительное решение в том и только

том случае, когда
+∞∑︁

𝑚=−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑘

𝑘2 + 1

+∞∑︁
𝑠=−∞

𝑐𝑠
(−1)𝑠 − (−1)𝑘+𝑚

𝑘 +𝑚− 𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒ < +∞, (6)

+∞∑︁
𝑚=−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐𝑘
(−1)𝑘+𝑚 − 1

𝑚− 𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ < +∞, (7)

причем считаем, что

(−1)𝑠 − (−1)𝑘+𝑚

𝑘 +𝑚− 𝑠
= 𝜋𝑖, если 𝑠 = 𝑘 +𝑚, и

(−1)𝑘+𝑚 − 1

𝑚− 𝑘
= 𝜋𝑖, если 𝑚 = 𝑘.
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Доказательство. При доказательстве предыдущей теоремы показано, что

𝑓2(𝑧) =
1√
2𝜋

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐𝑘
(−1)𝑘𝑒𝑖𝜎𝑧 − 1

𝑖(𝑧 − 𝑘𝜋/𝜎)
.

Воспользуемся для 𝑓2 теоремой Б2, записав ее условие в виде
+∞∑︁

𝑚=−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒

+∞∑︁
𝑘=−∞

(−1)𝑘+𝑚𝑓

(︂
𝑘 +𝑚

𝜎

)︂
𝑘

𝑘2 + 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ < +∞.

Тогда
+∞∑︁

𝑚=−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒

+∞∑︁
𝑘=−∞

(−1)𝑘+𝑚𝑘

𝑘2 + 1

+∞∑︁
𝑠=−∞

𝑐𝑠
(−1)𝑠𝑒𝑖𝜎

𝑘+𝑚
𝜎

𝜋 − 1

𝑖
(︀
𝑘+𝑚
𝜎
𝜋 − 𝑠𝜋

𝜎

)︀ ⃒⃒⃒⃒
⃒ < +∞,

из чего следует условие (6). Поскольку

𝑓
(︁𝜋𝑚
𝜎

)︁
=

1√
2𝜋

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐𝑘
(−1)𝑘𝑒𝑖𝜋𝑚 − 1

𝑖(𝜋𝑚/𝜎 − 𝑘𝜋/𝜎)
,

то из условия принадлежности 𝑙1 последовательности коэффициентов разложения (2)
функции 𝑓2 получим условие (7).

Полученные условия являются достаточно сложными для проверки конкретных функ-
ций. Часто удобнее воспользоваться более простыми необходимыми или достаточными
условиями.

Следствие 3. Если для функции 𝑓 ∈ 𝑊 1
𝜎 задача 1 решается положительно, то для

коэффициентов ее разложения (2)
+∞∑︁

𝑘=−∞

𝑐𝑘 = 0. (8)

Действительно, если 𝑓2 решает задачу 1, то справедливы представления (4), причем по

теореме Б1 𝜙(0) = 𝜙(𝜎) = 0. Но 𝜙(0) =
+∞∑︀

𝑘=−∞
𝑐𝑘𝑒

0 =
+∞∑︀

𝑘=−∞
𝑐𝑘. Из этого следствия легко

получаем, что для функции

𝑓(𝑧) =
1− cos𝜎𝑧

𝑧2
∈ 𝑊 1

𝜎

решения задачи 1 не существует, поскольку условие (8) не выполняется:
+∞∑︁

𝑘=−∞

(−1)𝑘𝑓

(︂
𝑘𝜋

𝜎

)︂
> 0.

Теорема 3. Если в представлении (2) функции 𝑓 ∈ 𝑊 1
𝜎 коэффициенты 𝑐𝑘 равны нулю

для всех нечетных 𝑘 ∈ Z, то задача 1 имеет для нее положительное решение.

Доказательство. Покажем, что искомое расщепление имеет вид

𝑓2(𝑧) =
1

2𝑖

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐2𝑘(𝑒
𝑖𝜎𝑧 − 1)

𝑧 − 2𝑘𝜋/𝜎
, 𝑓3(𝑧) =

1

2𝑖

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐2𝑘(𝑒
−𝑖𝜎𝑧 − 1)

𝑧 − 2𝑘𝜋/𝜎
.

Действительно, 𝑓2 и 𝑓3 – целые функции экспоненциального типа 6 𝜎. Заметим, что

𝑓2(𝑧) =
𝑓(𝑧) (𝑒𝑖𝜎𝑧 − 1)

2𝑖 sin𝜎𝑧
=

𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝜎𝑧/2

2 cos(𝜎𝑧/2)
,

поэтому функция 𝑓 *
2 (𝑧) = 𝑓2(𝑧 + 𝑖) принадлежит 𝐿1(R). Значит, по определению

𝑓 *
2 (𝑧)𝑒

−𝑖𝜎𝑧 ∈ 𝑊 1
𝜎 , из чего имеем 𝑓2(𝑧)𝑒−𝑖𝜎𝑧 ∈ 𝑊 1

𝜎 .Аналогично показывается, что 𝑓3𝑒𝑖𝜎𝑧 ∈ 𝑊 1
𝜎 .
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5. Разложения в весовом пространстве Харди

Сформулируем следствие из одного результата Б. Винницкого [6].
Теорема В. Пространство 𝐻2

𝜎(C+) совпадает с пространством функций, представи-
мых в виде

𝑓(𝑧) =
1√
2𝜋

∫︁
𝜕𝐷𝜎

𝜙(𝑡)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑡,

где 𝜙 ∈ 𝐿2[𝜕𝐷𝜎], 𝐷𝜎 = {𝑧 : |ℑ𝑧| < 𝜎,ℜ𝑧 < 0}. Из этого утверждения вытекает следующее
решение задачи 2 для случая 𝑝 = 2:

𝑓4(𝑧) =
1√
2𝜋

∫︁
𝜕𝐷𝜎∩C+

𝜙(𝑡)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑡, 𝑓5(𝑧) = − 1√
2𝜋

∫︁
𝜕𝐷𝜎∩C−

𝜙(𝑡)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑡,

где C+ = {𝑧 : ℑ𝑧 > 0}, C− = {𝑧 : ℑ𝑧 < 0} .
Замечание 1. Для функции

𝑓(𝑧) =
1− cos𝜎𝑧

𝑧2
∈ 𝑊 1

𝜎

решение проблемы 2 существует.

Доказательство.

𝑓4(𝑧) = − 1√
2𝜋

𝑒𝑖𝜎𝑧 − 1− 𝑖𝜎𝑧 + 𝑖𝜎
𝑧+𝜋

𝑧2

𝑧2
, 𝑓5(𝑧) = − 1√

2𝜋

𝑒−𝑖𝜎𝑧 − 1 + 𝑖𝜎𝑧 − 𝑖𝜎
𝑧+𝜋

𝑧2

𝑧2

Обозначим через ̂︀𝐻1
𝜎(C+) прямое произведение пространств 𝐻2

𝜎/2(C+) и
𝐻2

𝜎/2(C+). Очевидно, ̂︀𝐻1
𝜎(C+) ⊂ 𝐻1

𝜎(C+). Нам неизвестно, совпадает ли пространство̂︀𝐻1
𝜎(C+) с 𝐻1

𝜎(C+). Из положительного решения задачи 2 вытекает более общий резуль-
тат.

Лемма 3. Если задача 2 решается положительно для 𝑊 1
𝜎 , то она имеет положи-

тельное решение и для каждой функции из пространства ̂︀𝐻1
𝜎(C+).

Доказательство. По теореме В, если 𝑓1 ∈ 𝐻2
𝜎/2(C+), то 𝑓1(𝑧) = 𝑒

𝑖𝜎𝑧
𝑧 ℎ1(𝑧) + ℎ2(𝑧) + 𝑒−

𝑖𝜎𝑧
𝑧 ℎ3(𝑧),

где

ℎ1(𝑧) =
1√
2𝜋

0∫︁
−∞

𝑓
(︁
𝑡+ 𝑖

𝜎

2

)︁
𝑒𝑡𝑧𝑑𝑡, ℎ2(𝑧) = − 𝑖√

2𝜋

𝜎
2∫︁

𝜎
2

𝑓(𝑖𝑡)𝑒𝑖𝑡𝑧𝑑𝑡,

ℎ3(𝑧) =
1√
2𝜋

−∞∫︁
0

𝑓
(︁
𝑡− 𝑖

𝜎

2

)︁
𝑒𝑡𝑧𝑑𝑡.

Согласно теоремам Пэли-Винера (см. выше и [15]) имеем ℎ1 ∈ 𝐻2(C+), ℎ2 ∈ 𝑊 2
𝜎
2
,

ℎ3 ∈ 𝐻2(C+). Аналогично, если 𝑓 *
1 ∈ 𝐻2

𝜎
2
, то 𝑓 *

1 (𝑧) = 𝑒
𝑖𝜎𝑧
2 ℎ*1(𝑧) + ℎ2(𝑧) + 𝑒−

𝑖𝜎𝑧
2 ℎ*3(𝑧), где

ℎ*1 ∈ 𝐻2(C+), ℎ
*
2 ∈ 𝑊 2

𝜎
2
, ℎ*3 ∈ 𝐻2(C+). Условия 𝐴

(︀
−𝜋

2
; 0
)︀

и 𝐵
(︀
0; 𝜋

2

)︀
выполняются для

функций 𝑒
𝑖𝜎𝑧
2 ℎ1(𝑧)𝑓

*
1 (𝑧) + ℎ2(𝑧)𝑒

𝑖𝜎𝑧
2 ℎ*1(𝑧), а условия 𝐴

(︀
0; 𝜋

2

)︀
и 𝐵

(︀
−𝜋

2
; 0
)︀

– для функции
𝑒−

𝑖𝜎𝑧
2 ℎ3(𝑧)𝑓

*
1 (𝑧) + ℎ2(𝑧)𝑒

− 𝑖𝜎𝑧
2 ℎ*3(𝑧) с 𝑝 = 1. Поэтому задача 2 имеет положительное реше-

ние для функции 𝑓1𝑓
*
1 в том и только том случае, если она решается положительно для

функции ℎ1ℎ*1.
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Теорема 4. Если в представлении (2) функции 𝑓 ∈ 𝑊 1
𝜎 лишь конечное количество

ненулевых коэффициентов 𝑐𝑘, то задача 2 решается для этой функции положительно.

Доказательство. Для упрощения выкладок будем считать 𝜎 = 𝜋. Из условия теоремы
имеем

𝑓(𝑧) = sin𝜋𝑧

(︂
(−1)𝑘1𝑐𝑘1
𝑧 − 𝑘1

+
(−1)𝑘2𝑐𝑘2
𝑧 − 𝑘2

+ ...+
(−1)𝑘𝑛𝑐𝑘𝑛
𝑧 − 𝑘𝑛

)︂
, 𝑘𝑛 ∈ 𝑍.

По следствию 1 функция в скобках рациональна, и после сведения к общему знаменателю
степень знаменателя будет превышать степень числителя не менее чем на 2. Положим

𝑓4(𝑧) =
𝑒𝑖𝜋𝑧 − 𝑎𝑛−1𝑧𝑛−1+...+𝑎1𝑧+𝑎0

(𝑧+1)𝑛−1

2𝑖

(︂
(−1)𝑘1𝑐𝑘1
𝑧 − 𝑘1

+
(−1)𝑘2𝑐𝑘2
𝑧 − 𝑘2

+ ...+
(−1)𝑘𝑛𝑐𝑘𝑛
𝑧 − 𝑘𝑛

)︂
,

𝑓5(𝑧) =
𝑒−𝑖𝜋𝑧 − 𝑎𝑛−1𝑧𝑛−1+...+𝑎1𝑧+𝑎0

(𝑧+1)𝑛−1

2𝑖

(︂
(−1)𝑘1𝑐𝑘1
𝑧 − 𝑘1

+
(−1)𝑘2𝑐𝑘2
𝑧 − 𝑘2

+ ...+
(−1)𝑘𝑛𝑐𝑘𝑛
𝑧 − 𝑘𝑛

)︂
,

где 𝑎0, ..., 𝑎𝑛−1 – неизвестные коэффициенты. Выберем их как решения системы уравнений

𝑒±𝑖𝜋𝑧 − 𝑎𝑛−1𝑧
𝑛−1 + ...+ 𝑎1𝑧 + 𝑎0
(𝑧 + 1)𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑘1,...,𝑘𝑛

= 0.

Эквивалентна последней система
cos 𝜋𝑧(𝑧 + 1)𝑛−1 − 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 − ...− 𝑎1𝑧 − 𝑎0
⃒⃒
𝑧=𝑘1,...,𝑘𝑛

= 0.

Запишем ее в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎0 + 𝑎1𝑘1 + 𝑎2𝑘

2
1 + ...+ 𝑎𝑛−1𝑘

𝑛−1
1 = (−1)𝑘1(𝑘1 + 1)𝑛−1

𝑎0 + 𝑎1𝑘2 + 𝑎2𝑘
2
2 + ...+ 𝑎𝑛−1𝑘

𝑛−1
2 = (−1)𝑘2(𝑘2 + 1)𝑛−1

..................................................................................

𝑎0 + 𝑎1𝑘𝑛 + 𝑎2𝑘
2
𝑛 + ...+ 𝑎𝑛−1𝑘

𝑛−1
𝑛 = (−1)𝑘𝑛(𝑘𝑛 + 1)𝑛−1.

Определитель этой системы является определителем Вандермонда⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 𝑘1 · · · 𝑘𝑛−1

1

1 𝑘2 · · · 𝑘𝑛−1
2

...
... . . . ...

1 𝑘𝑛 · · · 𝑘𝑛−1
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = ∏︁

16𝑚<𝑠6𝑛

(𝑘𝑚 − 𝑘𝑠) ̸= 0,

поэтому существует единственное решение вышеприведенной системы. Значит, функции
𝑓4 и 𝑓5 решают задачу 2.

В связи с доказательством последней теоремы возникает вопрос о возможности примене-
ния этого метода для случая, когда 𝑓 имеет бесконечно много ненулевых коэффициентов.
То есть проблема состоит в нахождении вместо

𝑎𝑛−1𝑧
𝑛−1 + ...+ 𝑎1𝑧 + 𝑎0
(𝑧 + 1)𝑛−1

такой функции ℎ ∈ 𝐻∞(C+), 𝑝 ≥ 1, что 𝑒𝑖𝜋𝑧 − ℎ(𝑧)|𝑧∈𝑁 ⋃︀
{0} = 0. Но такая функция не

существует.
Действительно, если 𝑓1(𝑧) = 𝑒−

𝑖𝜋𝑧
2 (𝑒𝑖𝜋𝑧 − ℎ(𝑧)), то 𝑓1 ∈ 𝐻∞

𝜋/2 и множество нулей функции
𝑒𝑖𝜋𝑧 − ℎ(𝑧) и 𝑓1 совпадает. Б. Винницкий показал [6], что для последовательности нулей
(𝜆𝑛) в C+ функции 𝐻∞

𝜋/2 условие

lim sup
𝑟→+∞

⎛⎝ ∑︁
1<|𝜆𝑛|6𝑟

(︂
1

|𝜆𝑛|
− |𝜆𝑛|

𝑟2

)︂
ℜ𝜆𝑛
|𝜆𝑛|

− 1

2
ln 𝑟

⎞⎠ < +∞
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является необходимым и достаточным. Но последовательность 𝜆𝑛 = 𝑛 не удовлетворяет
этому условию, потому что

∑︁
1<|𝜆𝑛|6𝑟

(︂
1

|𝜆𝑛|
− |𝜆𝑛|

𝑟2

)︂
ℜ𝜆𝑛
|𝜆𝑛|

=

[𝑟]∑︁
𝑛=2

(︂
1

𝑛
− 𝑛

𝑟2

)︂
𝑛

𝑛
=

= ln[𝑟]− [𝑟]([𝑟] + 1)

2

1

𝑟2
+𝑂(1) = ln 𝑟 +𝑂(1), 𝑟 → +∞.

Теорема 5. Если в представлении (2) функции 𝑓 ∈ 𝑊 1
𝜎 коэффициенты 𝑐𝑘 равны нулю

для всех нечетных 𝑘 ∈ N, то задача 2 имеет для нее положительное решение.

Доказательство. Покажем, что искомое разложение имеет вид

𝑓4(𝑧) =
1

2𝑖

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐2𝑘(𝑒
𝑖𝜎𝑧 − 1)

𝑧 − 2𝑘𝜋/𝜎
, 𝑓5(𝑧) =

1

2𝑖

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐2𝑘(𝑒
−𝑖𝜎𝑧 − 1)

𝑧 − 2𝑘𝜋/𝜎
.

Как и при доказательстве теоремы 3, можно показать, что

𝑓4(𝑧) =
𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝜎𝑧/2

2 cos(𝜎𝑧/2)
.

Утверждение теоремы для 𝑓4, будет следовать из неравенств [21]

sup
𝑦∈R

⎧⎨⎩
+∞∫︁
0

|𝑓 *
4 (𝑥+ 𝑖𝑦)|𝑒−𝜎|𝑦|𝑑𝑥

⎫⎬⎭ < +∞; sup
𝑥>0

⎧⎨⎩
+∞∫︁

−∞

|𝑓 *
4 (𝑥+ 𝑖𝑦)|𝑒−𝜎|𝑦|𝑑𝑦

⎫⎬⎭ < +∞,

где 𝑓 *
4 (𝑧) = 𝑓4(𝑧)𝑒

−𝑖𝜎𝑧/2. Второе из них и неравенство

sup
𝑦∈R∖[−1;1]

⎧⎨⎩
+∞∫︁
0

|𝑓 *
4 (𝑥+ 𝑖𝑦)|𝑒−𝜎|𝑦|𝑑𝑥

⎫⎬⎭ < +∞

очевидны. Для доказательства условия

sup
𝑦∈[−1;1]

⎧⎨⎩
+∞∫︁
0

|𝑓 *
4 (𝑥+ 𝑖𝑦)|𝑒−𝜎|𝑦|𝑑𝑥

⎫⎬⎭ < +∞

заметим, что из факторизационной теоремы [18] для пространств 𝐻𝑝
𝜎(C+) вытекает суще-

ствование такого 𝑐 ∈ R, что 𝑓 *
4 (𝑧)𝑒

−𝑐𝑧 ∈ 𝐻1
𝜎(C+). Поэтому для завершения доказательства

осталось воспользоваться теоремой типа Фрагмена-Линделёфа для полуполосы. Утвер-
ждение для 𝑓5 проверяется аналогично.

Очевидно, аналогичный результат справедлив, если вместо обнуления коэффициентов 𝑐𝑘
с нечетными номерами требовать, чтобы нулевыми были все коэффициенты с четными
номерами. Учитывая теорему 4, условия разрешимости задачи 2, указанные в теореме 5,
можно еще ослабить: требовать, чтобы отличным от нуля было только конечное количе-
ство коэффициентов 𝑐𝑘 с четными или нечетными номерами.
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