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Аннотация. В работе описывается структура интегралов систем дискретных уравне-
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1. Введение

Настоящая статья посвящена описанию структуры интегралов системы уравнений на
квадратной решетке общего вида:

𝑢𝑖1,1 = 𝑓 𝑖(𝑛,𝑚,u,u1,0,u0,1), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, (1)

где u = u(𝑛,𝑚) вектор-функция двух дискретных аргументов, определенная на C𝑁 :
u = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑁)𝑇 . Нижние индексы переменных означают сдвиги аргументов функции:
u𝑝,𝑞 = 𝐷𝑝

𝑛𝐷
𝑞
𝑚u(𝑛,𝑚) = u(𝑛+𝑝,𝑚+ 𝑞), где 𝐷𝑚, 𝐷𝑛 операторы сдвига. Набор динамических

переменных включает в себя переменные u и их сдвиги u𝑝,0,u0,𝑞, где 𝑝, 𝑞 ∈ Z. Полагаем
также, что система уравнений (1) разрешима относительно переменных u−1,−1, u−1,1, u1,−1.

Определение 1. i) Функция 𝐼(𝑛,𝑚,u,u1,0,u2,0, . . . ,u𝑘,0),
∑︀𝑁

𝑖=1

(︁
𝜕𝐼

𝜕𝑢𝑖
𝑘,0

)︁2
̸= 0 (функция

𝐹 (𝑛, 𝑚, u, u0,1, u0,2, . . . , u0,𝑙),
∑︀𝑁

𝑖=1

(︁
𝜕𝐹
𝜕𝑢𝑖

0,𝑙

)︁2
̸= 0) называется 𝑚-интегралом (соответ-

ственно 𝑛-интегралом) системы уравнений (1), если выполняется равенство 𝐷𝑚𝐼 = 𝐼
(или 𝐷𝑛𝐹 = 𝐹 ).
ii) Интегралы вида 𝐼 = 𝐼(𝑛) (𝐹 = 𝐹 (𝑚)) называются тривиальными.
iii) Система уравнений, допускающая 𝑁 нетривиальных независимых интегралов в каж-
дом направлении, называется интегрируемой по Дарбу.
iv) Интегралы называются независимыми, если ни один из них не выражается через
остальные и их сдвиги.

Вопросы интегрируемости по Дарбу дифференциальных уравнений гиперболического
типа и систем таких уравнений активно изучаются в течение многих десятилетий [1],
[2]. В работах [3], [4] доказано, что гиперболическая система интегрируема по Дарбу то-
гда и только тогда, когда её характеристическое кольцо Ли имеет конечную размерность
(см. также [5]). В работах [6], [7] введено понятие характеристического кольца дискрет-
ного уравнения и с помощью этого понятия проведена классификация интегрируемых
по Дарбу дифференциально-разностных уравнений вида 𝑢1,𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑢1, 𝑢𝑥). В работе [8],
[9] изучается проблема построения полного набора интегралов гиперболической системы.
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Структура интегралов дифференциальных уравнений была изучена в [5]. В работах [10],
[11] обсуждается связь интегрируемости по Дарбу и обрыванием ряда инвариантов Ла-
пласа линеаризованного уравнения. Работы [12], [13] посвящены изучению интегрируемых
по Дарбу дискретных уравнений в рамках симметрийного подхода.

1.1. Условия полноты набора интегралов систем дискретных уравнений.
Порядком интеграла 𝐼 = 𝐼(𝑛,𝑚,u,u1,0,u2,0, . . . ,u𝑘,0) системы дискретных уравнений (1)

называется число 𝑘. Предполагается, что существуют такие 𝑖, 𝑗, что 𝜕𝐼
𝜕𝑢𝑖 ̸= 0, 𝜕𝐼

𝜕𝑢𝑗
𝑘,0

̸= 0.

Пусть система (1) имеет 𝑁 независимых 𝑚-интегралов 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑁 минимальных по-
рядков 𝑘1 6 𝑘2 6 . . . 6 𝑘𝑁 , (𝑜𝑟𝑑𝐼 𝑖 = 𝑘𝑖). Это значит, что выполнены следующие условия

1.𝐷𝑚𝐼(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘,0) = 𝐼(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘,0), 𝑘 6 𝑘1 тогда и только тогда, когда
𝐼 = 𝐼(𝑛);

2. 𝐷𝑚𝐼(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘,0) = 𝐼(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘,0), 𝑘 ∈ [𝑘𝑗−1, 𝑘𝑗), 𝑗 ∈ [2;𝑁 ] тогда и
только тогда, когда 𝐼 является функцией, зависящей только от 𝑛, 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑗−1 и их
сдвигов по 𝑛.

Справедливо утверждение:

Лемма 1. Пусть система уравнений (1) имеет 𝑁 независимых 𝑚-интегралов мини-
мального порядка 𝑘. Тогда любой другой 𝑚-интеграл является функцией переменных 𝑛,
интегралов 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑁 и их сдвигов по 𝑛.

Доказательство. Пусть выполнено условие 𝜕𝐼1

𝜕𝑢1
𝑘,0

̸= 0. Если это не так, то добьемся
выполнения этого условия переобозначением переменных. Выразим переменную 𝑢1𝑘,0 через
остальные переменные и интеграл 𝐼1:

𝑢1𝑘,0 = 𝑔1(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0, 𝑢
2
𝑘,0, . . . , 𝑢

𝑁
𝑘,0, 𝐼

1). (2)

Затем перейдем от набора переменных 𝑛,𝑚,u, u1,0, . . . , u𝑘,0 к новому набору перемен-
ных 𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . , u𝑘−1,0, 𝑢

2
𝑘,0, . . . , 𝑢𝑁𝑘,0, 𝐼1. В результате все интегралы 𝐼𝑠, 𝑠 = 2, 3, . . . , 𝑁

перепишутся в виде 𝐼𝑠 = 𝐼𝑠(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0, 𝑢
2
𝑘,0, . . . , 𝑢𝑁𝑘,0, 𝐼

1). Тогда имеем∑︀𝑁
𝑖=2

(︁
𝜕𝐼2

𝜕𝑢𝑖
𝑘,0

)︁2
̸= 0. Действительно, в противном случае второй из интегралов заданного

набора можно было бы разложить в окрестности точки 𝐼1 = 𝑖0, где 𝑖0 — некоторое ком-
плексное число, в cтепенной ряд

𝐼2 =
∞∑︁
𝑗=0

𝐼𝑗(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0)(𝐼
1 − 𝑖0)

𝑗. (3)

Так как 𝐼1, 𝐼2 являются 𝑚-интегралами, то все коэффициенты ряда (3) также будут 𝑚-
интегралами порядка не превосходящего 𝑘 − 1. Действительно, имеем

𝐷𝑚𝐼
2 = 𝐷𝑚

(︃
∞∑︁
𝑗=0

𝐼𝑗(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0)(𝐼
1 − 𝑖0)

𝑗

)︃
,

𝐷𝑚𝐼
2 =

∞∑︁
𝑗=0

𝐷𝑚𝐼𝑗(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0)𝐷𝑚(𝐼
1 − 𝑖0)

𝑗,

𝐼2 =
∞∑︁
𝑗=0

𝐷𝑚𝐼𝑗(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0)(𝐼
1 − 𝑖0)

𝑗. (4)

Сравнивая ряды (3) и (4) и пользуясь единственностью разложения в ряд Тейлора, полу-
чаем равенство

𝐷𝑚𝐼𝑗(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0) = 𝐼𝑗(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0),



О СТРУКТУРЕ ИНТЕГРАЛОВ СИСТЕМ ДИСКРЕТНЫХ УРАВНЕНИЙ 117

и интеграл 𝐼2 является функцией от переменных 𝑛, 𝐼1, что противоречит требованию неза-
висимости рассматриваемого набора интегралов.

Аналогично предыдущим рассуждениям можно считать, что 𝜕𝐼2

𝜕𝑢2
𝑘,0

̸= 0. Тогда перемен-
ную 𝑢2𝑘,0 выразим через оставшиеся переменные и интегралы 𝐼1, 𝐼2

𝑢2𝑘,0 = 𝑔2(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0, 𝑢
3
𝑘,0, . . . , 𝑢

𝑁
𝑘,0, 𝐼

1, 𝐼2). (5)

От переменных 𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . , u𝑘−1,0, 𝑢
2
𝑘,0, . . . , 𝑢𝑁𝑘,0, 𝐼1 перейдем к набору переменных

𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . , u𝑘−1,0, 𝑢
3
𝑘,0, . . . , 𝑢𝑁𝑘,0, 𝐼1, 𝐼2 в интегралах 𝐼𝑠, 𝑠 = 3, 4, . . . , 𝑁 .

Продолжая наши рассуждения выше на случай переменной 𝑢3𝑘,0 и интеграла 𝐼3, можно

показать, что
∑︀𝑁

𝑖=3

(︁
𝜕𝐼3

𝜕𝑢𝑖
𝑘,0

)︁2
̸= 0. Предполагая 𝜕𝐼3

𝜕𝑢3
𝑘,0

̸= 0, находим

𝑢3𝑘,0 = 𝑔3(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0, 𝑢
4
𝑘,0, . . . , 𝑢

𝑝
𝑘,0, 𝐼

1, 𝐼2, 𝐼3). (6)

На 𝑖-ом шаге получим соотношения

𝑢𝑖𝑘,0 = 𝑔𝑖(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0, 𝑢
𝑖+1
𝑘,0 , . . . , 𝑢

𝑁
𝑘,0, 𝐼

1, . . . , 𝐼 𝑖), 𝑖 6 𝑁. (7)

В результате проведенных преобразований приходим к формулам

𝑢𝑖𝑘,0 = 𝑔𝑖(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0, 𝐼
1, . . . , 𝐼𝑁), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁. (8)

Применяя оператор сдвига 𝐷𝑗
𝑛 к последним соотношениям, имеем, что

𝑢𝑖𝑘+𝑗,0 = 𝜑𝑖(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0, 𝐼
1, . . . , 𝐼𝑁 ,

𝐷𝑛𝐼
1, . . . , 𝐷𝑛𝐼

𝑁 , . . . , 𝐷𝑗
𝑛𝐼

1, . . . , 𝐷𝑗
𝑛𝐼

𝑁), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑗 = 1, 2, . . . . (9)

Пусть 𝐺 — произвольный 𝑚-интеграл порядка 𝑞 ≥ 𝑘:

𝐺 = 𝐺(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑞,0).

От переменных 𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑞,0 перейдем к переменным 𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . , u𝑘−1,0, 𝐼1, . . . ,
𝐼𝑁 , 𝐷𝑛𝐼

1, . . . , 𝐷𝑛𝐼
𝑁 , . . . , 𝐷𝑞−𝑘

𝑛 𝐼1, . . . , 𝐷𝑞−𝑘
𝑛 𝐼𝑁 и в окрестности точки(︁

𝜉(1), 𝜉
(1)
1,0 , . . . , 𝜉

(1)
𝑞−𝑘,0, 𝜉

(2), 𝜉
(2)
1,0 , . . . , 𝜉

(2)
𝑞−𝑘,0, . . . , 𝜉

(𝑁), 𝜉
(𝑁)
1,0 , . . . , 𝜉

(𝑁)
𝑞−𝑘,0,

)︁
функцию 𝐺 разложим в степенной ряд:

𝐺 =
∞∑︁

𝛼[1,0]+𝛼[1,1]+···+𝛼[1,𝑞−𝑘]=0

∞∑︁
𝛼[2,0]+𝛼[2,1]+···+𝛼[2,𝑞−𝑘]=0

. . .
∞∑︁

𝛼[𝑁,0]+𝛼[𝑁,1]+···+𝛼[𝑁,𝑞−𝑘]=0

𝐺𝛼1𝛼2...𝛼𝑁 (𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝑘−1,0)
(︀
𝐼1 − 𝜉(1)

)︀𝛼[1,0]
.
(︁
𝐷𝑛𝐼

1 − 𝜉
(1)
1

)︁𝛼[1,1]
. . .(︁

𝐷𝑞−𝑘
𝑛 𝐼1 − 𝜉

(1)
𝑞−𝑘

)︁𝛼[1,𝑞−𝑘]

.
(︀
𝐼2 − 𝜉(2)

)︀𝛼[2,0]
.
(︁
𝐷𝑛𝐼

2 − 𝜉
(2)
1

)︁𝛼[2,1]
. . .(︁

𝐷𝑞−𝑘
𝑛 𝐼2 − 𝜉

(2)
𝑞−𝑘

)︁𝛼[2,𝑞−𝑘]

.
(︀
𝐼𝑁 − 𝜉(𝑁)

)︀𝛼[𝑁,0]
. . .
(︁
𝐷𝑞−𝑘

𝑛 𝐼𝑁 − 𝜉
(𝑁)
𝑞−𝑘

)︁𝛼[𝑁,𝑞−𝑘]

,

где 𝛼𝑗 = (𝛼[𝑘, 0], 𝛼[𝑗, 1], 𝛼[𝑗, 2], . . . , 𝛼[𝑗, 𝑞 − 𝑘]) , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁. Так как функции 𝐺, 𝐼1, . . . ,
𝐼𝑁 ,𝐷𝑛𝐼

1, . . . ,𝐷𝑛𝐼
𝑁 , . . . ,𝐷𝑞−𝑘

𝑛 𝐼1, . . . , 𝐷𝑞−𝑘
𝑛 𝐼𝑁 являются𝑚-интегралами, то все коэффициен-

ты этого ряда должны быть также 𝑚-интегралами порядка, не превосходящего 𝑘− 1. Так
как число 𝑘 является минимальным порядком интеграла, то 𝐺𝛼1𝛼2...𝛼𝑁 является функцией
от переменной 𝑛.

В результате получаем, что произвольный 𝑚-интеграл 𝐺 выражается через интегралы
заданного набора и их сдвиги по 𝑛

𝐺 = 𝐺(𝑛, 𝐼1, . . . , 𝐼𝑁 , 𝐷𝑛𝐼
1, . . . , 𝐷𝑛𝐼

𝑁 , . . . , 𝐷𝑞−𝑘
𝑛 𝐼1, . . . , 𝐷𝑞−𝑘

𝑛 𝐼𝑁).

Лемма доказана.
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Далее докажем теорему о структуре интегралов системы (1) в общем случае.

Теорема 1. Пусть система уравнений (1) имеет 𝑝 независимых 𝑚-интегралов 𝐼𝑗,
𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 минимальных порядков 𝑘1 6 𝑘2 6 . . . 6 𝑘𝑁 . Тогда любой другой 𝑚-интеграл
является функцией от переменных 𝑛, интегралов 𝐼1, . . . , 𝐼𝑁 и их сдвигов по 𝑛.

Доказательство. Обзначим 𝐾 = 𝑘𝑁 . Приведем интегралы 𝐼𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 заданного
набора к одному порядку 𝐾, подействовав на них оператором сдвига 𝐷𝐾−𝑘𝑗

𝑛 и прибавив
𝐼𝑗, получим

𝐷𝐾−𝑘𝑗
𝑛 𝐼𝑗 + 𝐼𝑗 = 𝐼𝑗(𝑛,𝑚,u,u1, . . . ,u𝐾−𝑘𝑗 ,0,u𝐾−𝑘𝑗+1,0, . . . ,u𝐾,0), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1. (10)

Таким образом, мы имеем 𝑁 интегралов 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑁−1, 𝐼𝑁 одного порядка 𝐾. Отметим,
что построенные интегралы являются независимыми. Далее, проводя аналогичные рас-
суждения, как и в доказательстве леммы 1, получаем, что переменные 𝑢𝑖𝐾,0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁
можно выразить через динамические переменные u,u1,0, . . . ,u𝐾−1,0 и набор интегралов
𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑁−1, 𝐼𝑁

𝑢𝑖𝐾,0 = 𝑔𝑖(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝐾−1, 𝐼
1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑁−1, 𝐼𝑁), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁

или, учитывая (10),

𝑢𝑖𝐾,0 = 𝑔𝑖(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝐾−1, 𝐼
1, . . . , 𝐼𝑁−1, 𝐼𝑁 , 𝐷𝐾−𝑘1

𝑛 𝐼1, . . . , 𝐷𝐾−𝑘𝑁−1
𝑛 𝐼𝑁−1), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Применим оператор сдвига 𝐷𝑟
𝑛 к последним соотношениям, получим формулу

𝑢𝑖𝐾+𝑟,0 = 𝜓𝑖(𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝐾−1,0, 𝐷
𝐾−𝑘1
𝑛 𝐼1, 𝐷𝐾−𝑘1+1

𝑛 𝐼1, . . . , 𝐷𝐾−𝑘1+𝑟
𝑛 𝐼1,

𝐷𝐾−𝑘2
𝑛 𝐼2, 𝐷𝐾−𝑘2+1

𝑛 𝐼2, . . . , 𝐷𝐾−𝑘2+𝑟
𝑛 𝐼2, . . . , 𝐷𝐾−𝑘𝑁−1

𝑛 𝐼𝑁−1, 𝐷𝐾−𝑘𝑁−1+1
𝑛 𝐼𝑁−1, . . . ,

𝐷𝐾−𝑘𝑁−1+𝑟
𝑛 𝐼𝑁−1, 𝐼𝑁 , 𝐷𝑛𝐼

𝑁 , . . . , 𝐷𝑟
𝑚𝐼

𝑁), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Пусть 𝐺 — произвольный 𝑚-интеграл порядка 𝑠 ≥ 𝐾:

𝐺 = 𝐺(𝑛,𝑚,u,u1,0,u2,0, . . . ,u𝑠,0).

Далее, как и выше, от переменных 𝑛,𝑚,u,u1,0,u2,0, . . . ,u𝑠,0 перейдем к переменным
𝑛,𝑚,u, u1,0, u2,0, . . . , u𝐾−1,0, 𝐷𝐾−𝑘1

𝑛 𝐼1, 𝐷𝐾−𝑘1+1
𝑛 𝐼1, . . . , 𝐷𝐾−𝑘1+𝑟

𝑛 𝐼1, 𝐷𝐾−𝑘2
𝑛 𝐼2, 𝐷𝐾−𝑘2+1

𝑛 𝐼2, . . . ,
𝐷𝐾−𝑘2+𝑟

𝑛 𝐼2, . . . , 𝐷𝐾−𝑘𝑁−1
𝑛 𝐼𝑁−1, 𝐷𝐾−𝑘𝑁−1+1

𝑛 𝐼𝑁−1, . . . , 𝐷𝐾−𝑘𝑁−1+𝑟
𝑛 𝐼𝑁−1, 𝐼𝑁 , 𝐷𝑛𝐼

𝑁 , . . . , 𝐷𝑟
𝑚𝐼

𝑁 . В
окрестности точки (𝜉

(1)
𝐾−𝑘1,0

, 𝜉
(1)
𝐾−𝑘1+1,0, . . . , 𝜉

(1)
𝑟−𝑘1,0

, 𝜉(2)𝐾−𝑘2,0
, 𝜉(2)𝐾−𝑘2+1,0, . . . , 𝜉

(2)
𝑟−𝑘2,0

, . . . , 𝜉(𝑁−1)
𝐾−𝑘𝑁−1,0

,
𝜉
(𝑁−1)
𝐾−𝑘𝑁−1+1,0, . . . , 𝜉

(𝑁−1)
𝑠−𝑘𝑁−1,0

, 𝜉(𝑁), 𝜉(𝑁)
1,0 , . . . , 𝜉

(𝑁)
𝑠−𝐾,0) последнюю функцию 𝐺 представим в виде

степенного ряда

𝐺 =
∞∑︁

𝛼[1,𝐾−𝑘1]+···+𝛼[1,𝑠−𝑘1]=0

. . .

∞∑︁
𝛼[𝑁−1,𝐾−𝑘𝑁−1]+···+𝛼[𝑁−1,𝑠−𝑘𝑁−1]=0

∞∑︁
𝛼[𝑁,0]+𝛼[𝑁,1]+···+𝛼[𝑁,𝑠−𝐾]=0

𝐺𝛼1𝛼2...𝛼𝑁 (𝑛,𝑚,u,u1,0, . . . ,u𝐾−1,0)
(︁
𝐷𝐾−𝑘1

𝑛 𝐼1 − 𝜉
(1)
𝐾−𝑘1

)︁𝛼[1,𝐾−𝑘1]

.(︁
𝐷𝐾−𝑘1+1

𝑛 𝐼1 − 𝜉
(1)
𝐾−𝑘1+1

)︁𝛼[1,𝐾−𝑘1+1]

. . .
(︁
𝐷𝑠−𝑘1

𝑛 𝐼1 − 𝜉
(1)
𝑠−𝑘1

)︁𝛼[1,𝑠−𝑘1]

. . .(︁
𝐷𝐾−𝑘𝑁−1

𝑛 𝐼𝑁−1 − 𝜉
(𝑁−1)
𝐾−𝑘𝑁−1

)︁𝛼[𝑁−1,𝐾−𝑘𝑁−1]
(︁
𝐷𝐾−𝑘𝑁−1+1

𝑛 𝐼𝑁−1 − 𝜉
(𝑁−1)
𝐾−𝑘𝑁−1+1

)︁𝛼[𝑁−1,𝐾−𝑘𝑁−1+1]

. . .(︁
𝐷𝑠−𝑘𝑁−1

𝑛 𝐼𝑁−1 − 𝜉
(𝑁−1)
𝑠−𝑘𝑁−1

)︁𝛼[𝑁−1,𝑠−𝑘𝑁−1]

.
(︀
𝐼𝑁 − 𝜉(𝑁)

)︀𝛼[𝑁,0]
.
(︁
𝐷𝑛𝐼

𝑁 − 𝜉
(𝑁)
1

)︁𝛼[𝑁,1]

. . .(︁
𝐷𝑠−𝐾−1

𝑛 𝐼𝑁 − 𝜉
(𝑁)
𝑠−𝐾−1

)︁𝛼[𝑁,𝑠−𝐾−1]

.
(︁
𝐷𝑠−𝐾

𝑛 𝐼𝑁 − 𝜉
(𝑁)
𝑠−𝐾

)︁𝛼[𝑁,𝑠−𝐾]

.

Здесь 𝛼𝑗 = (𝛼[𝑘,𝐾 − 𝑘𝑗], 𝛼[𝑗,𝐾 − 𝑘𝑗 + 1], . . . , 𝛼[𝑗, 𝑠− 𝑘𝑗]) , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,
𝛼𝑁 = (𝛼[𝑁, 0], 𝛼[𝑁, 1], . . . , 𝛼[𝑁, 𝑠−𝐾]). Так как 𝐺 и все функции 𝐷𝐾−𝑘1

𝑛 𝐼1, 𝐷𝐾−𝑘1+1
𝑛 𝐼1, . . . ,
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𝐷𝑠−𝑘1
𝑛 𝐼1, 𝐷𝐾−𝑘2

𝑛 𝐼2, 𝐷𝐾−𝑘2+1
𝑛 𝐼2, . . . , 𝐷𝑠−𝑘2

𝑛 𝐼2, . . . , 𝐷
𝐾−𝑘𝑁−1
𝑛 𝐼𝑁−1, 𝐷

𝐾−𝑘𝑁−1+1
𝑛 𝐼𝑁−1, . . . ,

𝐷
𝑠−𝑘𝑁−1
𝑛 𝐼𝑁−1, 𝐼𝑁 ,𝐷𝑛𝐼

𝑁 , . . . , 𝐷𝑠−𝐾
𝑛 𝐼𝑁 являются𝑚-интегралами, то все коэффициенты этого

ряда должны быть также 𝑚-интегралами порядка не превосходящего 𝐾 − 1. Из опреде-
ления интегралов минимальных порядков вытекает, что 𝐺𝛼1𝛼2...𝛼𝑁 является функцией от
переменных 𝑛, 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑁−1, 𝐼𝑁 и их сдвигов по 𝑛.

Таким образом, произвольный 𝑚-интеграл 𝐺 имеет вид

𝐺 = 𝐺(𝑛, 𝐼1, . . . , 𝐼𝑁 , 𝐷𝑛𝐼
1, . . . , 𝐷𝑛𝐼

𝑁 , . . . , 𝐷𝑠−𝑘1
𝑛 𝐼1, . . . , 𝐷𝑠−𝑘𝑁

𝑛 𝐼𝑁),

и, следовательно, интегралы 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑁 образуют полный базис.
Теорема доказана.

1.2. Пример системы дискретных уравнений, имеющий полные наборы
интегралов.

Рассмотрим дискретную цепочку Тоды, соответствующую простой алгебре Ли серии 𝐴2

𝑎0,0𝑎1,1 − 𝑎1,0𝑎0,1 = 𝑏1,0,
𝑏0,0𝑏1,1 − 𝑏1,0𝑏0,1 = 𝑎0,1,

(11)

здесь 𝑎 = 𝑎(𝑛,𝑚), 𝑏 = 𝑏(𝑛,𝑚) — неизвестные функции двух дискретных переменных 𝑛,𝑚.
В работе [14] было построено характеристическое кольцо Ли 𝐿𝑚, имеющее базис

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑎0,−1

, 𝑋2 =
𝜕

𝜕𝑏0,−1

,

𝑌1 = 𝐷−1
𝑚

𝜕

𝜕𝑎0,1
𝐷𝑚 =

𝜕

𝜕𝑎0,0
+

(︃
𝑎1,0
𝑎0,0

− 𝑏1,0𝑏0,−1

𝑎0,0𝑏0,0𝑎0,−1

+
1

𝑎0,−1𝑏0,0

)︃
𝜕

𝜕𝑎1,0
+

+

(︂
𝑎−1,0

𝑎0,0
+

𝑏0,−1

𝑎0,0𝑎0,−1

)︂
𝜕

𝜕𝑎−1,0

+ · · ·+ 1

𝑏0,−1

𝜕

𝜕𝑏1,0
−
(︂

𝑎−1,0

𝑎0,0𝑏0,−1

+
1

𝑎0,0𝑎0,−1

)︂
𝜕

𝜕𝑏−1,0

+ . . . ,

𝑌2 = 𝐷−1
𝑚

𝜕

𝜕𝑏0,1
𝐷𝑚 =

𝜕

𝜕𝑏0,0
+

(︂
𝑏1,0
𝑏0,0

− 𝑎0,0
𝑏0,0𝑏0,−1

)︂
𝜕

𝜕𝑏1,0
+

(︂
𝑏−1,0

𝑏0,0
+

𝑎−1,0

𝑏0,0𝑏0,−1

)︂
𝜕

𝜕𝑏−1,0

+ . . . ,

𝑃1 = [𝑋1, 𝑌1], 𝑃2 = [𝑋2, 𝑌1], 𝑃3 = [𝑋2, 𝑌2]. В каждом из операторов отбросим слагаемые,
содержащие переменные с отрицательными сдвигами, и решим систему уравнений

𝑋1(𝐹 ) = 0, 𝑋2(𝐹 ) = 0, 𝑌1(𝐹 ) = 0, 𝑌2(𝐹 ) = 0,

𝑃1(𝐹 ) = 0, 𝑃2(𝐹 ) = 0, 𝑃3(𝐹 ) = 0. (12)

Для решения системы (12) достаточно считать, что 𝐹 зависит от 𝑏0,0, 𝑎0,0, 𝑏1,0, 𝑎1,0, 𝑏2,0, 𝑎2,0
или от 𝑎0,0, 𝑏1,0, 𝑎1,0, 𝑏2,0, 𝑎2,0, 𝑏3,0. Если предположить, что 𝐹 зависит от меньшего числа
переменных, то получим только тривиальные интегралы. В результате получаются две си-
стемы линейных дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка.
Решая эти системы, мы получим два независимых 𝑚-интеграла данной системы

𝐼1 =
𝑏0,0
𝑏1,0

+
𝑎0,0𝑏2,0
𝑎1,0𝑏1,0

+
𝑎2,0
𝑎1,0

, 𝐼2 =
𝑎0,0
𝑎1,0

+
𝑎2,0𝑏1,0
𝑎1,0𝑏2,0

+
𝑏3,0
𝑏2,0

.

Таким образом, найден полный набор 𝑚-интегралов минимальных порядков. Условие тео-
ремы 1 выполнено, поэтому любой другой 𝑚-интеграл является функцией, зависящей от
𝑛, 𝐼1, 𝐼2 и их сдвигов.

Автор благодарит И.Т. Хабибуллина за постановку задачи и постоянное внимание к
работе.
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