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Аннотация. В работе предложено решение некоторой обратной задачи Штурма-Ли-
увилля, позволяющее определять потенциал и краевые условия дифференциального
оператора по значениям дифференциалов Гато одного из нулей 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] ∈ (0, 𝜋) некото-
рой собственной функции 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛[𝑞]) при приращении 𝑤 из множества W. В качестве
W рассмотрены некоторые множества классических и обобщённых функций.
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1. Введение

Свойства собственных функций и собственных значений задачи Штурма-Лиувилля с
негладкими потенциалами являются предметом исследований ведущих научных школ
спектральной теории дифференциальных операторов уже довольно длительный промежу-
ток времени. Круг этих задач на данный момент достаточно полно изучен. Не претендуя
на полноту обзора публикаций по данной тематике, приведём ряд известных работ этого
научного направления, опубликованных относительно недавно.

В [1] для фиксированного суммируемого потенциала получены асимптотические фор-
мулы для собственных функций и собственных значений классической задачи Штурма-
Лиувилля с помощью современной трактовки метода Лиувилля-Стеклова.

Работы [2], [3] посвящены изучению асимптотики собственных функций и собственных
значений оператора Штурма-Лиувилля с сингулярным потенциалом, являющимся обоб-
щённой функцией первого порядка, 𝑞(𝑥) = 𝑢′(𝑥), где 𝑢 ∈ 𝐿2[0, 𝜋].

К исследованиям, в которых оценки изучаемых параметров операторов Штурма-
Лиувилля равномерны по потенциалу 𝑞 в шаре пространства Соболева, следует отнести
работы [4], [5].

Статья [6] посвящена доказательству того факта, что система собственных и присоеди-
нённых функций оператора Штурма-Лиувилля с суммируемым с квадратом потенциалом
и периодическими или антипериодическими краевыми условиями образует базис Рисса.

В [7] рассматривается класс дискретных операторов Штурма-Лиувилля, для которых в
существенной части носителя меры имеется конечное число лакун.

Исследованию свойств спектров различных видов периодических самосопряженных
дифференциальных операторов второго порядка на оси, имеющих важные приложения,
посвящена серия интересных публикаций [8], [9], [10]. В этих работах построены также
асимптотические разложения для собственных значений и соответствующих собственных
функций возмущённых операторов.

A.Yu. Trynin, On inverse nodal problem for Sturm-Liouville operator.
c○ Трынин А.Ю. 2013.
Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 13-01-00102).
Поступила 15 апреля 2013 г.

116



ОБ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ УЗЛОВОЙ ЗАДАЧЕ . . . 117

В фундаментальных работах [11], [12], [13] строится аналог осцилляционной теории
Штурма распределения нулей собственных функций на пространственной сети или гра-
фах.

В [14] получены некоторые асимптотические формулы для значений дифференциаль-
ных операторов, ассоциированных с задачей Коши, с дифференциальным выражением в
виде линейного уравнения второго порядка 𝑦′′ + [𝜆− 𝑞𝜆(𝑥)]𝑦 = 0, где потенциал 𝑞𝜆 может
меняться в зависимости от 𝜆, т.е. является функцией двух переменных 𝑥 и 𝜆. Харак-
тер зависимости потенциала от 𝜆 обусловлен лишь тем, что при каждом 𝜆 функция 𝑞𝜆
принадлежит шару с центром в нулевом элементе и радиусом, растущим медленнее

√
𝜆,

в пространстве функций ограниченной вариации, исчезающих в нуле. В [14] приводит-
ся также асимптотика узловых точек рассматриваемых дифференциальных операторов,
правда, при условии, что функция 𝑞𝜆 принадлежит шару с центром в нулевом элемен-
те и радиусом, растущим медленнее

√
𝜆/ ln𝜆. В работе [15] построен пример потенциала,

показывающий, что, если отказаться от ограниченности изменения 𝑞, то полученный по-
рядок аппроксимации асиптотики не может быть достигнут, не только на классе функций
𝑞 из 𝐶[0, 𝜋], например в шарах, но даже для конкретного представителя пространства
непрерывных потенциалов.

Начиная с широко известных классических работ [16] – [24] и по сей день (смотрите,
например, статьи [4], [25]), обратным задачам Штурма-Лиувилля, т.е. задачам построения
оператора Штурма-Лиувилля по тем или иным исходным данным, посвящено большое
количество интересных исследований. В [16] установлена эквивалентность представления
собственных значений в виде 𝜆𝑛 = 𝑛2, 𝑛 = 0, 1, 2, 3, . . . равенству нулю непрерывного
потенциала задачи Штурма-Лиувилля с краевыми условиями Неймана.

Работа [17] содержит исследование обратной задачи Штурма-Лиувилля восстановле-
ния параметров задачи по спектрам. Показано, что в общем случае по одному спектру
Λ = {𝜆𝑛}∞𝑛=1 оператор Штурма-Лиувилля восстановить нельзя, а знание двух спектров
задач с одним потенциалом и различными краевыми условиями достаточно для опреде-
ления как потенциала, так и граничных условий обеих задач.

Автор [18] доказал, что в случае неотрицательности всех собственных значений фаза
рассеяния, заданная для всех положительных энергий и любого фиксированного углового
момента, определяет потенциал однозначно.

В [21] приводятся методы восстановления дифференциального уравнения второго по-
рядка по его спектральной функции. Эта задача сводится к некоторому линейному ин-
тегральному уравнению. Выясняется также, какие монотонные функции могут служить
спектральными функциями дифференциального уравнения второго порядка.

В работе [22] показано, что по спектральной функции оператора Штурма-Лиувилля
можно однозначно его восстановить.

В интересных статьях [4], [25] получена точная и равномерная асимптотика спектраль-
ных данных для задач Штурма-Лиувилля в предположении, что потенциал изменяется в
шаре фиксированного радиуса в пространстве Соболева 𝑊𝛼

2 [0, 1] при некотором 𝛼 > −1.
Эти исследования позволяют гарантировать равномерную устойчивость при восстановле-
нии потенциала по спектральным данным.

Актуальная задача восстановления плотности струны по оператору реакции, отобража-
ющему граничное управление в величину силы, приложенной к концу струны, рассмат-
ривается в работе [26].

Начиная с пионерской работы [27], в статьях [28], [29], [30], [31], [32] приведены теоре-
мы единственности решения обратных узловых задач для различных дифференциальных
операторов второго порядка.

Достаточно полный обзор результатов, полученных в области изучения обратных задач
Штурма-Лиувилля, можно найти в известных монографиях [33], [34], [35].
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Пусть 𝑞 ∈ 𝐿[0, 𝜋], и 𝜆𝑛 = 𝜆𝑛[𝑞] — 𝑛-е собственное значение регулярной задачи Штурма-
Лиувилля (определение смотрите в [35])⎧⎨⎩ 𝑦′′ + [𝜆− 𝑞]𝑦 = 0,

sin𝛼𝑦′(0) + cos𝛼𝑦(0) = 0,
sin 𝛽𝑦′(𝜋) + cos 𝛽𝑦(𝜋) = 0,

(1)

где 𝛼, 𝛽 ∈ R, а 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛) ≡ 𝑦𝑛(𝑥) есть соответствующая ему ортонормированная собствен-
ная функция этой задачи ‖𝑦(·, 𝑞, 𝜆𝑛)‖𝐿2[0,𝜋] = 1. Будем нумеровать нули функции 𝑦𝑛, таким
образом 0 ≤ 𝑥0,𝑛 < 𝑥1,𝑛 < · · · < 𝑥𝑛,𝑛 ≤ 𝜋. Зафиксируем некоторые 𝑛 ∈ N и 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,
𝑘 ∈ Z. Обозначим через 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] функционал, ставящий в соответствие потенциалу 𝑞 𝑘+1-й
слева нуль 𝑛-й собственной функции 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛[𝑞]). Договоримся обозначать через

𝐷𝜑[𝑞, 𝑤] = lim
𝑡→0

𝜑(𝑞 + 𝑡𝑤) − 𝜑(𝑞)

𝑡

дифференциал Гато функционала 𝜑 : 𝐿[0, 𝜋] → R при приращении 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋].
В случае граничных условий первого рода в [27] получены некоторые дифференциаль-

ные соотношения в терминах дифференциалов Гато для узловых точек задачи Штурма-
Лиувилля, правда, содержащие производные собственных функций как по переменной 𝑥,
так и по спектральному параметру.

Теорема 1 ([27]). Пусть 𝑞, 𝑤 ∈ 𝐿2[0, 𝜋], тогда дифференциал Гато функционала 𝑥𝑘,𝑛[𝑞]
(𝑛 ∈ N и 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 при 𝛼 = 𝛽 = 0 в (1)) при приращении 𝑤 удовлетворяет соотношению

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] =
1[︀

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2 ∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

− �̇�(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

�̇�(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏,

где

𝑦′(𝑥, 𝑞, 𝜆) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆), �̇�(𝑥, 𝑞, 𝜆) =

𝜕

𝜕𝜆
𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆).

Это соотношение использовалось автором для исследования свойств обратной узловой
задачи Штурма-Лиувилля с потенциалом из пространства 𝐿2[0, 𝜋]. В [27] установлена тео-
рема единственности восстановления потенциала по произвольному плотному в отрезке
[0, 𝜋] множеству нулей собственных функций.

В работе [36] приведены дифференциальные соотношения, аналогичные соотношени-
ям, установленным в статье [27], в терминах дифференциалов Гато для узловых точек
регулярной задачи Штурма-Лиувилля с суммируемым потенциалом и краевыми усло-
виями третьего рода, из которых обязательно следовало удалять условия первого рода
(𝛼 ̸= 𝜋𝑙 и 𝛽 ̸= 𝜋𝑚, 𝑙,𝑚 ∈ Z). С их помощью, в частности, удалось показать отсутствие
устойчивости задачи представления непрерывной на отрезке [0, 𝜋] функции с помощью
интерполяционных процессов Лагранжа, построенных по собственным функциям задачи
Штурма-Лиувилля.

В работе [37] получены некоторые дифференциальные соотношения в терминах диф-
ференциалов Гато для узловых точек регулярной задачи Штурма-Лиувилля с произволь-
ными краевыми условиями третьего рода.

Теорема 2 ([37]). Пусть 𝑞, 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋], тогда дифференциал Гато функционала 𝑥𝑘,𝑛[𝑞]
(𝑛 ∈ N и 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛) при приращении 𝑤 удовлетворяет соотношению

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] =
1[︀

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2 ∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝜏) 𝑑𝜏, (2)
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где

𝛽𝑘,𝑛(𝜏) =

{︂
1 − 𝛼𝑘,𝑛, если 𝜏 ∈ [0, 𝑥𝑘,𝑛],
−𝛼𝑘,𝑛, если 𝜏 ∈ (𝑥𝑘,𝑛, 𝜋],

𝛼𝑘,𝑛 =

∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏.

Замечание. В случае, когда хотя бы одно краевое условие принимает вид условий Ди-
рихле: 𝛼 = 2𝜋𝑙, или 𝛽 = 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, т.е. 𝑥0,𝑛[𝑞] ≡ 0, или 𝑥𝑛,𝑛[𝑞] ≡ 𝜋 соответствующий
дифференциал Гато для любых 𝑞, 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋]

𝐷𝑥0,𝑛[𝑞, 𝑤] = 0 или 𝐷𝑥𝑛,𝑛[𝑞, 𝑤] = 0.

В настоящей работе предложено решение некоторой обратной задачи Штурма-Лиу-
вилля, позволяющее определять потенциал и краевые условия дифференциального опе-
ратора по значениям дифференциалов Гато одного из нулей 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] ∈ (0, 𝜋) некоторой
собственной функции 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛[𝑞]) при приращении 𝑤 из множества W. В случае, когда
W = {𝛿[1](𝑥), 𝑥 ∈ M}, (𝛿[1](𝑥) — дельта функция Дирака), и M плотно в [0, 𝜋], однознач-
но, с точностью до нормировки

∫︀ 𝜋

0
𝑞(𝑥) 𝑑𝑥 = 0, определяется потенциал задачи Штур-

ма-Лиувилля 𝑞 ∈ 𝐿[0, 𝜋] или 𝑞 ∈ 𝐶[0, 𝜋]. Для любого фиксированного 𝑞 ∈ 𝐿[0, 𝜋] значения
дифференциалов Гато и их производных по 𝑥 одного из нулей 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] ∈ (0, 𝜋) некоторой соб-
ственной функции 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛[𝑞]) на концах отрезка [0, 𝜋]: 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](0)], 𝑑𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞,𝛿[1](𝑥)]

𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

и

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝜋)], 𝑑𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞,𝛿[1](𝑥)]

𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝜋

, позволяют однозначно определить параметры краевых
условий задачи (1) 𝛼 и 𝛽 соответственно. В случае, когда W представляет собой множе-
ство непрерывно дифференцируемых, имеющих абсолютно непрерывную производную,
функций на [0, 𝜋] получена теорема единственности решения обратной задачи при усло-
вии нормировки потенциала

∫︀ 𝜋

0
𝑞(𝑥) 𝑑𝑥 = 0. Эти исследования опираются на изучение

дифференциального соотношения, полученного в работе [37].
Обоснование актуальности предложенных в настоящей работе исследований может быть

проиллюстрировано с точки зрения математической физики следующим образом. Возьмём
неоднородную струну, неизвестная линейная плотность которой может не только непре-
рывно меняться от точки к точке, но и допускает разрывы первого рода. Считаем, что
натяжение струны в состоянии покоя известно. Если начальные условия таковы, что ко-
лебания струны будут организованы в виде стоячей волны с одной из собственных частот,
то узлы этой стоячей волны будут находиться в нулях собственной функции, соответству-
ющей этой частоте. Результаты работы позволяют найти линейную плотность струны в
точке, где находится масса m, из наблюдений за динамикой движения одного из внутрен-
них узлов стоячей волны при перемещении с постоянной скоростью вдоль струны точеч-
ной массы m. Знание дифференциала Гато и его производной по независимой переменной
некоторого внутреннего узла задачи Штурма-Лиувилля при возмущении суммируемого
потенциала с помощью функции Дирака на концах отрезка даёт возможность опреде-
лить константы 𝛼 и 𝛽 в краевых условиях третьего рода задачи (1). Это, в свою очередь,
позволяет полностью определить силы сопротивления перемещению концов струны.

2. Основные результаты

Изменение потенциала 𝑞 ∈ 𝐿[0, 𝜋] задачи (1) на аддитивную константу 𝑞 + 𝐶 приводит
к сдвигу спектра Λ = {𝜆𝑛}∞𝑛=1 на ту же константу {𝜆𝑛 + 𝐶}∞𝑛=1. Поэтому, за исключением
специально оговорённых случаев, считаем, что выполнено условие нормировки∫︁ 𝜋

0

𝑞(𝑥) 𝑑𝑥 = 0. (3)

Определим 𝛿[𝑓 ](𝑥)-дельта функцию Дирака (строгое обоснование определения можно най-
ти, например, в [38, Гл.2, §5], [39, §16.7]) как функционал, ставящий в соответствие всякой
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суммируемой на отрезке [0, 𝜋] функции 𝑓 действительное число по правилу

𝛿[𝑓 ](𝑥) = lim
𝜀→0

∫︁ 𝜋

0

𝑓(𝜏)Ψ(𝜏, 𝑥, 𝜀) 𝑑𝜏,

где
𝐸(𝑥, 𝜀) = [𝑥− 𝜀, 𝑥 + 𝜀] ∩ [0, 𝜋],

Ψ(𝜏, 𝑥, 𝜀) =

{︂
1

𝑚𝑒𝑠𝐸(𝑥,𝜀)
, при 𝜏 ∈ 𝐸(𝑥, 𝜀),

0, при 𝜏 ∈ [0, 𝜋] ∖ 𝐸(𝑥, 𝜀).

Будем обозначать дифференциал Гато функционала 𝜑 на элементе 𝑞 ∈ 𝐿[0, 𝜋] при при-
ращении 𝛿[1](𝑥)

𝐷𝜑[𝑞, 𝛿[1](𝑥)] = lim
𝜀→0

lim
𝑡→0

𝜑(𝑞 + 𝑡Ψ(·, 𝑥, 𝜀)) − 𝜑(𝑞)

𝑡
.

А через
𝑑𝑘𝐷𝜑[𝑞, 𝛿[1](𝑥)]

𝑑𝑥𝑘
=

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘

{︁
lim
𝜀→0

lim
𝑡→0

𝜑(𝑞 + 𝑡Ψ(·, 𝑥, 𝜀)) − 𝜑(𝑞)

𝑡

}︁
его 𝑘-ю производную по 𝑥. Эта производная, вообще говоря, может понимать-
ся как обобщённая производная [38, Гл.2, §6, п.1]. Но в случае, когда функция
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘

{︁
lim𝜀→0 lim𝑡→0

𝜑(𝑞+𝑡Ψ(·,𝑥,𝜀))−𝜑(𝑞)
𝑡

}︁
, как функция переменного 𝑥, непрерывна, считаем, что

обобщённая производная совпадает с классической производной в смысле определений [38,
Гл.2, §5, п.5,6].

Знание дифференциала Гато некоторого внутреннего узла задачи Штурма-Лиувилля
при возмущении потенциала с помощью функции Дирака на плотном в [0, 𝜋] множестве
даёт возможность определить любой суммируемый потенциал изучаемой задачи.

Теорема 3. Пусть M произвольное плотное в отрезке [0, 𝜋] множество,

𝑥𝑘,𝑛 ∈ (0, 𝜋) (4)
некоторый нуль одной из собственных функций задачи Штурма-Лиувилля (1), и диффе-
ренциал Гато функционала 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] на элементе 𝑞 ∈ 𝐿[0, 𝜋] при приращении 𝛿[1](𝑥) прини-
мает в каждой точке 𝑥 множества M значение 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)].

Тогда потенциал задачи Штурма-Лиувилля (1), удовлетворяющий условию нормиров-
ки (3), может быть почти всюду представлен следующим образом

𝑞(𝑥)
п.в.
=

𝑑2
√︁⃒⃒

lim
𝑥𝑝

M→𝑥
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]

⃒⃒
𝑑𝑥2

(︁√︂⃒⃒
lim
𝑥𝑝

M→𝑥

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]
⃒⃒)︁−1

−

− 1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

{︃
𝑑2
√︁⃒⃒

lim
𝑥𝑝

M→𝑥
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]

⃒⃒
𝑑𝑥2

(︁√︂⃒⃒
lim
𝑥𝑝

M→𝑥

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]
⃒⃒)︁−1

}︃
𝑑𝑥, (5)

где {𝑥𝑝}∞𝑝=1 — любая, стремящаяся к 𝑥 вдоль множества M последовательность, т.е.
𝑥𝑝 ∈ M, 𝑥𝑝 → 𝑥.

Предложение 1. Пусть (4) некоторый нуль одной из собственных функций задачи
Штурма-Лиувилля (1), и дифференциал Гато функционала 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] на элементе 𝑞 ∈ 𝐿[0, 𝜋]
при приращении 𝛿[1](𝑥) принимает в почти каждой точке 𝑥 отрезка [0, 𝜋] значение
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)].

Тогда потенциал задачи Штурма-Лиувилля (1), удовлетворяющий условию нормиров-
ки (3), имеет вид

𝑞(𝑥)
п.в.
=

𝑑2
√︁⃒⃒

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)]
⃒⃒

𝑑𝑥2

(︁√︁⃒⃒
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)]

⃒⃒)︁−1

−
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− 1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

{︃
𝑑2
√︁⃒⃒

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)]
⃒⃒

𝑑𝑥2

(︁√︁⃒⃒
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)]

⃒⃒)︁−1
}︃
𝑑𝑥. (6)

Знание дифференциала Гато и его производной по независимой переменной некоторого
внутреннего узла задачи Штурма-Лиувилля при возмущении суммируемого потенциала
с помощью функции Дирака на концах отрезка даёт возможность определить константы
𝛼 и 𝛽 в краевых условиях третьего рода задачи (1). Это позволяет полностью определить
силы сопротивления перемещению концов струны.

Предложение 2. Пусть (4) — некоторый нуль одной из собственных функций задачи
Штурма-Лиувилля (1), и дифференциал Гато функционала 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] на элементе 𝑞 ∈ 𝐿[0, 𝜋]
при приращении 𝛿[1](𝑥) вместе с его производной по 𝑥 принимают на концах отрезка
[0, 𝜋] значения 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](0)], 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝜋)], 𝑑𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞,𝛿[1](𝑥)]

𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

и 𝑑𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞,𝛿[1](𝑥)]

𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝜋

.
Тогда параметры краевых условий задачи Штурма-Лиувилля (1) могут быть найдены

из соотношений

𝛼 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
− arcctg

{︂(︁
𝑑𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞,𝛿[1](𝑥)]

𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

)︁(︁
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](0)]

)︁−1
}︂

+ 𝜋𝑝, 𝑝 ∈ Z,

если 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](0)] ̸= 0,
𝜋𝑝, 𝑝 ∈ Z, если 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](0)] = 0,

𝛽 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
− arcctg

{︂(︁
𝑑𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞,𝛿[1](𝑥)]

𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝜋

)︁(︁
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝜋)]

)︁−1
}︂

+ 𝜋𝑟, 𝑟 ∈ Z,

если 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝜋)] ̸= 0,
𝜋𝑟, 𝑟 ∈ Z, если 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝜋)] = 0.

(7)

Для определения непрерывности потенциала задачи Штурма-Лиувилля (1) и его на-
хождения всюду на [0, 𝜋] можно предложить следующее уточнение теоремы 3.

Предложение 3. Пусть (4) некоторый нуль одной из собственных функций задачи
Штурма-Лиувилля (1), и дифференциал Гато функционала 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] на элементе 𝑞 ∈ 𝐿[0, 𝜋]
при приращении 𝛿[1](𝑥) принимает в каждой точке 𝑥 плотного в отрезке [0, 𝜋] множе-
ства M значение 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)]. Тогда, условие непрерывности на [0, 𝜋] функции пере-
менного 𝑥

𝑑2
√︁⃒⃒

lim
𝑥𝑝

M→𝑥
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]

⃒⃒
𝑑𝑥2

(︁√︂⃒⃒
lim
𝑥𝑝

M→𝑥

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]
⃒⃒)︁−1

необходимо и достаточно для непрерывности потенциала задачи Штурма-Лиувилля (1)
на [0, 𝜋]. И функция (5) представляет собой потенциал задачи Штурма-Лиувилля (1),
удовлетворяющий условию нормировки (3), всюду на [0, 𝜋].

Теорема 4. Пусть некоторые собственные функции 𝑦𝑛 и ˆ̃𝑦𝑚 𝑛,𝑚 ∈ N двух задач
Штурма-Лиувилля с суммируемыми потенциалами, удовлетворяющими условиям нор-
мировки (3), вида (1) и ⎧⎨⎩

ˆ̃𝑦′′ + [�̃�− 𝑞]ˆ̃𝑦 = 0,

sin �̃�ˆ̃𝑦′(0) + cos �̃�ˆ̃𝑦(0) = 0,

sin 𝛽 ˆ̃𝑦′(𝜋) + cos 𝛽 ˆ̃𝑦(𝜋) = 0

(8)

имеют общий нуль 𝑥*, т.е. найдутся такие 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚,𝑛,𝑚 ∈ N, что
𝑥* = 𝑥𝑘,𝑛 = �̃�𝑙,𝑚 ∈ (0, 𝜋), и дифференциалы Гато этого нуля совпадают для приращения
𝛿[1](𝑥) в каждой точке 𝑥 плотного в отрезке [0, 𝜋] множества M, т.е.

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)] = 𝐷�̃�𝑙,𝑚[𝑞, 𝛿[1](𝑥)], для любого 𝑥 ∈ M. (9)

Тогда 𝑞 = 𝑞 почти всюду на [0, 𝜋], 𝜆𝑛 = �̃�𝑚 и �̃� = 𝛼, 𝛽 = 𝛽.
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Через W1
∞[0, 𝜋] обозначим множество определённых на отрезке [0, 𝜋] функций, непре-

рывно дифференцируемых и имеющих абсолютно непрерывную производную на [0, 𝜋].

Теорема 5. Пусть некоторые собственные функции 𝑦𝑛 и ˆ̃𝑦𝑚 𝑛,𝑚 ∈ N двух задач
Штурма-Лиувилля с суммируемыми потенциалами, удовлетворяющими условиям нор-
мировки (3), вида (1) и (8) имеют общий нуль 𝑥*, т.е. найдутся такие 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,
0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚,𝑛,𝑚 ∈ N, что 𝑥* = 𝑥𝑘,𝑛 = �̃�𝑙,𝑚 ∈ (0, 𝜋), и дифференциалы Гато этого нуля
совпадают для любого приращения 𝑤 ∈ W1

∞[0, 𝜋], т.е.

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] = 𝐷�̃�𝑙,𝑚[𝑞, 𝑤], для любого 𝑤 ∈ W1
∞[0, 𝜋]. (10)

Тогда 𝑞 = 𝑞 почти всюду на [0, 𝜋], 𝜆𝑛 = �̃�𝑚 и �̃� = 𝛼, 𝛽 = 𝛽.

Обозначим через 𝐶2
𝑡 [0, 𝜋] множество функций пространства 𝐶1[0, 𝜋] дважды непрерывно

дифференцируемых на каждом из сегментов [0, 𝑡] и (𝑡, 𝜋]. В точке 𝑡 ∈ [0, 𝜋] вторые произ-
водные элементов множества 𝐶2

𝑡 [0, 𝜋] могут иметь разрыв первого рода. Для классических
решений уравнения задачи Штурма-Лиувилля (1) справедливо следующее

Предложение 4. Пусть некоторые собственные функции 𝑦𝑛 и ˆ̃𝑦𝑚 𝑛,𝑚 ∈ N двух за-
дач Штурма-Лиувилля с непрерывными потенциалами, удовлетворяющими условиям
нормировки (3), вида (1) и (8) имеют общий нуль 𝑥*, т.е. найдутся такие 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,
0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚,𝑛,𝑚 ∈ N, что 𝑥* = 𝑥𝑘,𝑛 = �̃�𝑙,𝑚 ∈ (0, 𝜋), и дифференциалы Гато этого нуля
совпадают для любого приращения 𝑤 ∈ 𝐶2

𝑥* [0, 𝜋], т.е.

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] = 𝐷�̃�𝑙,𝑚[𝑞, 𝑤], для любого 𝑤 ∈ 𝐶2
𝑥* [0, 𝜋].

Тогда 𝑞 = 𝑞 всюду на [0, 𝜋], 𝜆𝑛 = �̃�𝑚 и �̃� = 𝛼, 𝛽 = 𝛽.

Условие предложения 1, являющееся следствием теоремы 3, удобно, но использует из-
быточную информацию, т.к. для восстановления потенциала задачи Штурма-Лиувилля
требуется знание значения 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)] в почти каждой точке 𝑥 отрезка [0, 𝜋]. Утвер-
ждение теоремы 3 окончательно в том смысле, что отказаться от плотности множества M
в отрезке [0, 𝜋] нельзя, т.к. верно следующее предложение.

Предложение 5. Для произвольного интервала (𝑎, 𝑏) ⊂ [0, 𝜋] найдутся два нормиро-
ванных соотношением (3) потенциала ограниченной вариации

𝑞
п.в.
̸= 𝑞 (11)

такие, что существует 𝑛 ∈ N, для которого собственные функции 𝑦𝑛 и ˆ̃𝑦𝑛 двух задач
Штурма-Лиувилля вида (1) и (8) (с 𝛼 = �̃�, 𝛽 = 𝛽 и потенциалами 𝑞 и 𝑞 соответственно)
имеют одинаковые нули 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] = �̃�𝑘,𝑛[𝑞] ∈ [0, 𝜋], 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 и дифференциалы Гато любого
из этих нулей совпадают для любого приращения 𝛿[1](𝑥) в каждой точке 𝑥 множества
[0, 𝜋] ∖ (𝑎, 𝑏), т.е.

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)] = 𝐷�̃�𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)], (12)
для любых 𝑥 ∈ [0, 𝜋] ∖ (𝑎, 𝑏), 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] = �̃�𝑘,𝑛[𝑞] ∈ [0, 𝜋], 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

3. Доказательства основных результатов

Доказательство теоремы 3. Возьмём произвольный узел (4) задачи Штурма-Лиувилля
(1). В силу теоремы 2 имеем

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)] = lim
𝜀→0

1[︀
𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

]︀2 ∫︁ 𝜋

0

Ψ(𝜏, 𝑥, 𝜀)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝜏) 𝑑𝜏 =

=
1[︀

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2 𝛿[︀𝑦2(·, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(·)

]︀
(𝑥).
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Функция 𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝜏) непрерывно дифференцируема на [0, 𝜋]. Поэтому множество
[0, 𝜋] состоит из точек Лебега функции 𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝜏), и всюду на [0, 𝜋] имеет место
равенство

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)] =
1[︀

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2𝑦2(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝑥). (13)

В силу теоремы 2 и (4), функция 𝛽𝑘,𝑛(𝑥) ̸= 0. Таким образом, на множестве [0, 𝜋] имеет
место представление

⃒⃒
𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛)

⃒⃒
=

⎯⎸⎸⎷⃒⃒
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)]

⃒⃒ [︀𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2⃒⃒

𝛽𝑘,𝑛(𝑥)
⃒⃒ .

Отсюда следует, что на каждом из отрезков [0, 𝑥0,𝑛], [𝑥0,𝑛, 𝑥1,𝑛],. . . , [𝑥𝑛−1,𝑛, 𝑥𝑛,𝑛], [𝑥𝑛,𝑛, 𝜋]
собственная функция может быть представлена как

𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛) = 𝜂𝑙,𝑛
√︂⃒⃒

lim
𝑥𝑝

M→𝑥

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]
⃒⃒
, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛 + 1, (14)

где каждый индекс 𝑙 у константы 𝜂𝑙,𝑛 соответствует номеру отрезка, в который попадает
𝑥, а последовательность {𝑥𝑝}∞𝑝=1 произвольная, стремящаяся к 𝑥 вдоль плотного в отрезке
[0, 𝜋] множества M, т. е. 𝑥𝑝 ∈ M. По определению [40, Гл. IV, §1] обобщённого решения
дифференциального уравнения задачи Штурма-Лиувилля (1), функция 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛) на каж-
дом из отрезков [0, 𝑥0,𝑛], [𝑥0,𝑛, 𝑥1,𝑛],. . . [𝑥𝑛−1,𝑛, 𝑥𝑛,𝑛], [𝑥𝑛,𝑛, 𝜋] имеет абсолютно непрерывную
производную и почти всюду вторую производную, которая при подстановке в уравнение
задачи (1) обращает его в верное равенство почти всюду. Отсюда следуeт существование
для почти всех 𝑥 ∈ [0, 𝜋] второй производной

𝑑2
√︁⃒⃒

lim
𝑥𝑝

M→𝑥
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]

⃒⃒
𝑑𝑥2

и представление

𝑞(𝑥) − 𝜆𝑛
п.в.
=

𝑦′′(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛)

п.в.
=

𝑑2
√︁⃒⃒

lim
𝑥𝑝

M→𝑥
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]

⃒⃒
𝑑𝑥2

(︁√︂⃒⃒
lim
𝑥𝑝

M→𝑥

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]
⃒⃒)︁−1

. (15)

Таким образом, потенциал задачи Штурма-Лиувилля (1), удовлетворяющий условию
нормировки (3), может быть представлен через значения дифференциала Гато при при-
ращении в виде дельта функции Дирака следующим образом:

𝑞(𝑥)
п.в.
=

𝑑2
√︁⃒⃒

lim
𝑥𝑝

M→𝑥
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]

⃒⃒
𝑑𝑥2

(︁√︂⃒⃒
lim
𝑥𝑝

M→𝑥

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]
⃒⃒)︁−1

−

− 1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

{︃
𝑑2
√︁⃒⃒

lim
𝑥𝑝

M→𝑥
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]

⃒⃒
𝑑𝑥2

(︁√︂⃒⃒
lim
𝑥𝑝

M→𝑥

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]
⃒⃒)︁−1

}︃
𝑑𝑥.

Теорема 3 доказана.
�

Доказательство предложения 1. Утверждение предложения 1 сразу следует из теоремы
3, если в качестве M взять весь отрезок [0, 𝜋], а последовательность {𝑥𝑝}∞𝑝=1 выбирать
стационарной.

Предложение 1 доказано.
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�

Доказательство предложения 2. По определению [40, Гл. IV, §1] обобщённого решения
дифференциального уравнения задачи Штурма-Лиувилля (1) функция 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛) на каж-
дом из отрезков [0, 𝑥0,𝑛], [𝑥𝑛,𝑛, 𝜋] имеет абсолютно непрерывную производную. Из представ-

ления (14) следуeт существование
𝑑

√︂⃒⃒
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞,𝛿[1](𝑥)]

⃒⃒
𝑑𝑥

на концах отрезка [0, 𝜋] и возможность
определения параметров краевых условий задачи Штурма-Лиувилля (1) по формулам (7).

Предложение 2 доказано.
�

Замечание. Из представления (13) и теоремы 2, в частности, следует, что при
𝑥 < 𝑥𝑘,𝑛, 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)] ≥ 0, а при 𝑥 > 𝑥𝑘,𝑛 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)] ≤ 0. Если возмущать функци-
ей Дирака потенциал в узле, то сам этот узел и другие узлы останутся неподвижными.
Действительно, из (13) следует

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑙,𝑛)]

[︀
𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

]︀2
𝛽𝑘,𝑛(𝑥𝑙,𝑛)

= 𝑦2(𝑥𝑙,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) = 0, 𝑘, 𝑙 ∈ [0, 𝑛].

Доказательство предложения 3. В силу непрерывности функции (15) из (14) следует
истинность равенства (15) всюду на [0, 𝜋].

Предложение 3 доказано.
�

Замечание. В предположениях теоремы 3 для нормированного с помощью соотношения
(3) потенциала 𝑛-е собственное значение задачи (1) определяется формулой

𝜆𝑛 = − 1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

{︃
𝑑2
√︁⃒⃒

lim
𝑥𝑝

M→𝑥
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]

⃒⃒
𝑑𝑥2

(︁√︂⃒⃒
lim
𝑥𝑝

M→𝑥

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]
⃒⃒)︁−1

}︃
𝑑𝑥.

Значения дифференциала Гато позволяют не только вычислить собственное значение,
но и определить собственную функцию 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛). Для этого нужно соответствующим
образом подобрать константы 𝜂𝑙,𝑛 в представлении (14).

Доказательство теоремы 4. В силу (9) и (13) для любого 𝑥 ∈ M имеем равенство
1[︀

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2𝑦2(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝑥) = 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)] =

= 𝐷�̃�𝑙,𝑚[𝑞, 𝛿[1](𝑥)] =
1[︀

ˆ̃𝑦′(�̃�𝑙,𝑚, 𝑞, �̃�𝑚)
]︀2 ˆ̃𝑦2(�̃�, 𝑞, �̃�𝑚)𝛽𝑙,𝑚(𝑥).

Откуда следует, что множества узлов рассматриваемых задач совпадают, и на каждом
из отрезков [0, 𝑥0,𝑛], [𝑥0,𝑛, 𝑥1,𝑛],. . . , [𝑥𝑛−1,𝑛, 𝑥𝑛,𝑛], [𝑥𝑛,𝑛, 𝜋] собственные функции могут быть
представлены как

ˆ̃𝑦(𝑥, 𝑞, �̃�𝑚) = 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛) = 𝜂𝜈,𝑛
√︂⃒⃒

lim
𝑥𝑝

M→𝑥

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥𝑝)]
⃒⃒
, 0 ≤ 𝜈 ≤ 𝑛 + 1, (16)

где каждый индекс 𝜈 у константы 𝜂𝜈,𝑛 соответствует номеру отрезка, в который попадает
𝑥, а последовательность {𝑥𝑝}∞𝑝=1 произвольная, стремящаяся к 𝑥 вдоль плотного в отрезке
[0, 𝜋] множества M, т. е. 𝑥𝑝 ∈ M. Теперь из представления (15) устанавливаем, что

𝑞 − �̃�𝑚 = 𝑞 − 𝜆𝑛

почти всюду на [0, 𝜋]. Проинтегрировав по 𝜏 полученное соотношение в пределах от 0 до
𝜋 с учётом нормировки (3), получим 𝜆𝑛 = �̃�𝑚. Из (16) следуют также равенства �̃� = 𝛼 и
𝛽 = 𝛽.
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Теорема 4 доказана.
�

Замечание. Аналогично устанавливается, что некоторый нуль 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] (4) одной из соб-
ственных функций задачи Штурма-Лиувилля (1) и значения 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)] дифферен-
циала Гато функционала 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] на элементе 𝑞 ∈ 𝐶[0, 𝜋] при приращении 𝛿[1](𝑥) в каждой
точке 𝑥 плотного множества в отрезке [0, 𝜋] единственным образом определяют по-
тенциал 𝑞 ∈ 𝐶[0, 𝜋] с точностью до нормировки (3).

Доказательство теоремы 5. Пусть при некоторых 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚,𝑛,𝑚 ∈ N
𝑥* = 𝑥𝑘,𝑛 = �̃�𝑙,𝑚 ∈ (0, 𝜋) общий нуль рассматриваемых в теореме 5 задач Штурма-Лиувил-
ля, тогда из теоремы 2 и (10) для любого 𝑤 ∈ W1

∞[0, 𝜋] имеем равенство

0 = 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] −𝐷�̃�𝑙,𝑚[𝑞, 𝑤]

=

∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)

{︂
1[︀

𝑦′(𝑥*, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝜏)

− 1[︀
ˆ̃𝑦′(𝑥*, 𝑞, �̃�𝑚)

]︀2 ˆ̃𝑦2(𝜏, 𝑞, �̃�𝑚)𝛽𝑙,𝑚(𝜏)

}︂
𝑑𝜏. (17)

В силу (2) функция
1[︀

𝑦′(𝑥*, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝜏) − 1[︀

ˆ̃𝑦′(𝑥*, 𝑞, �̃�𝑚)
]︀2 ˆ̃𝑦2(𝜏, 𝑞, �̃�𝑚)𝛽𝑙,𝑚(𝜏)

принадлежит множеству W1
∞[0, 𝜋]. Взяв в качестве приращения обоих дифференциалов

Гато функцию

𝑤(𝜏) =
1[︀

𝑦′(𝑥*, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝜏) − 1[︀

ˆ̃𝑦′(𝑥*, 𝑞, �̃�𝑚)
]︀2 ˆ̃𝑦2(𝜏, 𝑞, �̃�𝑚)𝛽𝑙,𝑚(𝜏),

из (17) получим ∫︁ 𝜋

0

{︂
1[︀

𝑦′(𝑥*, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝜏)

− 1[︀
ˆ̃𝑦′(𝑥*, 𝑞, �̃�𝑚)

]︀2 ˆ̃𝑦2(𝜏, 𝑞, �̃�𝑚)𝛽𝑙,𝑚(𝜏)

}︂2

𝑑𝜏 = 0.

Так как подынтегральная функция неотрицательна, то в силу теоремы 2 имеем пред-
ставление

ˆ̃𝑦(𝜏, 𝑞, �̃�𝑚)
п.в.
=

{︂
𝐶1𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛), при 𝜏 ∈ [0, 𝑥*],
𝐶2𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛), при 𝜏 ∈ (𝑥*, 𝜋],

𝐶𝑖 ̸= 0, 𝑖 = 1, 2. (18)

Соотношение 𝐶𝑖 ̸= 0, 𝑖 = 1, 2 следует из условия 𝑥* = 𝑥𝑘,𝑛 = �̃�𝑙,𝑚 ∈ (0, 𝜋), и, значит,
𝛽𝑘,𝑛(𝜏) ̸= 0, 𝛽𝑙,𝑚(𝜏) ̸= 0. В силу того, что 𝑦 и ˆ̃𝑦 есть решения дифференциальных уравне-
ний задачи (1) при соответствующих собственных значениях 𝜆𝑛, �̃�𝑚 и потенциалах 𝑞 и 𝑞,
получаем

𝑞(𝜏) − 𝜆𝑛
п.в.
=

𝑦′′(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)
п.в.
=

ˆ̃𝑦′′(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)

ˆ̃𝑦(𝜏, 𝑞, �̃�𝑚)

п.в.
= 𝑞(𝜏) − �̃�𝑚. (19)

Проинтегрировав по 𝜏 полученное соотношение в пределах от 0 до 𝜋 с учётом нормировки
(3), получим 𝜆𝑛 = �̃�𝑚.

Соотношения �̃� = 𝛼, 𝛽 = 𝛽 также следуют из (1), (8) и (18).
Теорема 5 доказана.

�
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Доказательство предложения 4. Для того чтобы установить истинность предложения 4
в доказательстве теоремы 5, доопределим потенциалы 𝑞 и 𝑞 в соотношении (19) по непре-
рывности.

Предложение 4 доказано.
�

Доказательство предложения 5. Чтобы не усложнять рассуждения громоздкими тех-
ническими деталями, приведём доказательство для случая краевых условий Дирихле
𝛼 = 𝜋𝑚, 𝛽 = 𝜋𝑝,𝑚, 𝑝 ∈ Z.

В качестве 𝑞 возьмём 𝑞 ≡ 0, тогда �̃�𝑘,𝑛 = 𝑘𝜋
𝑛

для любых 𝑛 ∈ N и 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Для
произвольного интервала (𝑎, 𝑏) ⊂ [0, 𝜋] найдутся такие 𝑛 ∈ N и 0 ≤ 𝑘0 ≤ 𝑛 − 1, что
[𝑥𝑘0,𝑛, 𝑥𝑘0+1,𝑛] ⊂ (𝑎, 𝑏).

Пусть 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋
2𝑛

. Рассмотрим неудовлетворяющий условию нормировки (3) потен-
циал

𝑞(𝑥, 𝑧, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2

(𝑥−𝑥𝑘0,𝑛
−𝑡)2−𝑡2+𝑧2

, 𝑥𝑘0,𝑛 + 𝑧 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘0,𝑛 + 𝑡,
2

(𝑥𝑘0+1,𝑛−𝑥−𝑡)2−𝑡2+𝑧2
, 𝑥𝑘0+1,𝑛 − 𝑡 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘0+1,𝑛 − 𝑧,

−𝑛2, 𝑥 ∈ [0, 𝜋] ∖ [𝑥𝑘0,𝑛, 𝑥𝑘0+1,𝑛],
0, в остальных точках [0, 𝜋].

(20)

Собственная функция задачи (1) с потенциалом (20), соответствующая 𝑛-му собствен-
ному значению �̆�𝑛 = 0, имеет вид:

𝑦(𝑥, 𝑞, �̆�𝑛, 𝑧, 𝑡) =

=

⎧⎨⎩ (−1)𝑘0𝑌 (𝑥− 𝑥𝑘0,𝑛, 𝑧, 𝑡), 𝑥𝑘0,𝑛 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘0,𝑛
+𝑥𝑘0+1,𝑛

2
,

(−1)𝑘0𝑌 (𝑥𝑘0+1,𝑛 − 𝑥, 𝑧, 𝑡),
𝑥𝑘0,𝑛

+𝑥𝑘0+1,𝑛

2
< 𝑥 ≤ 𝑥𝑘0+1,𝑛,

sin𝑛𝑥, 𝑥 ∈ [0, 𝜋] ∖ [𝑥𝑘0,𝑛, 𝑥𝑘0+1,𝑛],

(21)

где

𝑌 (𝑥, 𝑧, 𝑡) =

⎧⎨⎩
𝑛𝑥, при 𝑥 ∈ [0, 𝑧],

− 𝑛
2(𝑡−𝑧)

(𝑥− 𝑡)2 + 𝑛𝑧 + 𝑛(𝑡−𝑧)
2

, при 𝑥 ∈ (𝑧, 𝑡],

𝑛𝑧 + 𝑛(𝑡−𝑧)
2

, при 𝑥 ∈ (𝑡, 𝜋
2𝑛

].

Здесь собственные функции задач (1) с потенциалами (20) и 𝑞 ≡ 0 при любых
0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

2𝑛
одинаково нормированы условием 𝑦′(0, 𝑞, �̆�𝑛, 𝑧, 𝑡) = 𝑦′(0, 𝑛2) = 𝑛. Кроме

того, множества их нулей 𝑥𝑘,𝑛 = �̃�𝑘,𝑛 = 𝑘𝜋
𝑛

, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 совпадают.
На треугольнике 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

2𝑛
рассмотрим функцию

𝐹 (𝑧, 𝑡) =
1

2
‖𝑦2(·, 𝑞, �̆�𝑛, 𝑧, 𝑡)‖2𝐿2(𝑥𝑘0,𝑛

,𝑥𝑘0+1,𝑛)
− 1

2
‖𝑦2(·, 𝑞, 𝑛2)‖2𝐿2(𝑥𝑘0,𝑛

,𝑥𝑘0+1,𝑛)
=

=
𝑛2𝑧3

3
+

𝑛2(𝑡− 𝑧)3

20
− 𝑛2(𝑡 + 𝑧)(𝑡− 𝑧)2

6
+
{︁𝑛(𝑡 + 𝑧)

2

}︁2(︁ 𝜋

2𝑛
− 𝑧

)︁
− 𝜋

4𝑛
.

В замкнутой области 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋
2𝑛

функция 𝐹 непрерывна. Через точки с коорди-
натами 𝑧 = 0, 𝑡 = 0 и 𝑧 = 𝜋

2𝑛
, 𝑡 = 𝜋

2𝑛
проведём непрерывную кривую Γ, принадлежащую

внутренности (кроме концов кривой) области 0 < 𝑧 < 𝑡 < 𝜋
2𝑛

. Так как 𝐹 (0, 0) = − 𝜋
4𝑛

,
а 𝐹 ( 𝜋

2𝑛
, 𝜋
2𝑛

) = 𝜋
4𝑛

(︀
𝜋2

6
− 1

)︀
, то на кривой Γ найдутся точки с координатами (𝑧*, 𝑡*) ∈ Γ,

0 < 𝑧* < 𝑡* < 𝜋
2𝑛

, для которых (смотрите (21)) справедливо равенство

𝐹 (𝑧*, 𝑡*) =
1

2
‖𝑦2(·, 𝑞, �̆�𝑛, 𝑧

*, 𝑡*)‖2𝐿2(𝑥𝑘0,𝑛
,𝑥𝑘0+1,𝑛)

− 1

2
‖𝑦2(·, 𝑞, 𝑛2)‖2𝐿2(𝑥𝑘0,𝑛

,𝑥𝑘0+1,𝑛)
= 0,

где 0 < 𝑧* < 𝑡* < 𝜋
2𝑛

.
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Отсюда, а также из теоремы 2 и (21) получаем соотношения

‖𝑦2(·, 𝑞, �̆�𝑛, 𝑧
*, 𝑡*)‖2𝐿2(0,𝜋)

= ‖𝑦2(·, 𝑞, 𝑛2)‖2𝐿2(0,𝜋)
, 𝛽𝑘,𝑛 ≡ 𝛽𝑘,𝑛 на [0, 𝜋], 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,

и
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)] = 𝐷�̃�𝑘,𝑛[𝑞, 𝛿[1](𝑥)],

для любого 𝑥 ∈ [0, 𝜋] ∖ (𝑥𝑘0,𝑛, 𝑥𝑘0+1,𝑛), 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Откуда следует (12).
После нормировки потенциала

𝑞(𝑥, 𝑧*, 𝑡*) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2

(𝑥−𝑥𝑘0,𝑛
−𝑡*)2−𝑡*2+𝑧*2

, 𝑥𝑘0,𝑛 + 𝑧* ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘0,𝑛 + 𝑡*,
2

(𝑥𝑘0+1,𝑛−𝑥−𝑡*)2−𝑡*2+𝑧*2
, 𝑥𝑘0+1,𝑛 − 𝑡* ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘0+1,𝑛 − 𝑧*,

−𝑛2, 𝑥 ∈ [0, 𝜋] ∖ [𝑥𝑘0,𝑛, 𝑥𝑘0+1,𝑛],
0, в остальных точках [0, 𝜋]

получаем удовлетворяющий условиям (3), (11) и (12) потенциал

𝑞(𝑥) = 𝑞(𝑥, 𝑧*, 𝑡*) − 1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑞(𝑥, 𝑧*, 𝑡*) 𝑑𝑥.

Так как функция (𝑥−𝑥𝑘0,𝑛− 𝑡*)2− 𝑡*2 + 𝑧*2 на отрезке 𝑥𝑘0,𝑛 + 𝑧* ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘0,𝑛 + 𝑡* и функция
(𝑥𝑘0+1,𝑛 − 𝑥− 𝑡*)2 − 𝑡*2 + 𝑧*2 на отрезке 𝑥𝑘0+1,𝑛 − 𝑡* ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘0+1,𝑛 − 𝑧* отделены от нуля,
то потенциал 𝑞 является функцией ограниченной вариации на [0, 𝜋]. В силу (21) все нули
собственных функций 𝑦(·, 𝑞, 𝜆𝑛, 𝑧

*, 𝑡*) и 𝑦(·, 𝑞, 𝑛2) совпадают.
Случай произвольных 𝛼, 𝛽 ∈ R доказывается аналогично.
Предложение 5 доказано.

�

Замечение. Так как кривая Γ в доказательстве предложения 5 выбиралась произволь-
ным образом во внутренности области 0 < 𝑧 < 𝑡 < 𝜋

2𝑛
, то различных точек (𝑡*, 𝑧*), а,

следовательно, и различных потенциалов 𝑞, удовлетворяющих условиям (11), (12) пред-
ложения 5, не менее континуума.
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