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УДК 517.5

ОБЛАСТЬ СХОДИМОСТИ РЯДОВ
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

О.А. КРИВОШЕЕВА

Аннотация. В работе изучаются вопросы сходимости рядов экспоненциальных мно-
гочленов, которые построены по почти экспоненциальным последовательностям таких
многочленов. Частными случаями этих рядов являются ряды экспоненциальных моно-
мов, ряды экспонент, ряды Дирихле и степенные ряды. Получен аналог теоремы Абе-
ля для таких рядов, из которого, в частности, вытекают результаты о продолжении
их сходимости. Получен также аналог теоремы Коши-Адамара. Приводится формула,
позволяющая восстанавливать область сходимости указанных рядов по их коэффици-
ентам. Полученные результаты включают в себя результаты, связанные с теоремами
Абеля и Коши-Адамара для рядов экспоненциальных мономов, рядов экспонент, рядов
Дирихле и степенных рядов.
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1. Введение

В работе изучается сходимость рядов
∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘𝑒𝑘(𝑧), (1.1)

где {𝑒𝑘}∞𝑘=1 — почти экспоненциальная последовательность.
Для каждой выпуклой области 𝐷 ⊂ C зафиксируем последовательность выпуклых ком-

пактов 𝐾(𝐷) = {𝐾𝑝}∞𝑝=1, которая строго исчерпывает ее, т.е. 𝐾𝑝 ⊂ 𝑖𝑛𝑡𝐾𝑝+1, 𝑝 = 1, 2, . . . ,
(int – внутренность множества) и 𝐷 = ∪∞

𝑝=1𝐾𝑝. Пусть Λ = {𝜆𝑘}∞𝑘=1 — последовательность
комплексных чисел такая, что |𝜆𝑘| → ∞ при 𝑘 → ∞, и 𝑒𝑚 — целая функция, 𝑚 = 1, 2, . . .
Будем говорить (см. [1]), что {𝑒𝑘}∞𝑘=1 — почти экспоненциальная последовательность с
показателями {𝜆𝑘}, если для любой выпуклой области 𝐷 ⊂ C выполнены два условия:
1) для каждого 𝑝 ≥ 1 существуют постоянная 𝑎 > 0 и номер 𝑠 такие, что

sup
𝑤∈𝐾𝑝

|𝑒𝑘(𝑤)| 6 𝑎 exp (𝐻𝐾𝑠(𝜆𝑘)) , 𝑘 = 1, 2, . . . ;

2) для каждого 𝑝 ≥ 1 существуют постоянная 𝑏 > 0 и номер 𝑠 такие, что

𝑏 exp
(︀
𝐻𝐾𝑝(𝜆𝑘)

)︀
6 sup

𝑤∈𝐾𝑠

|𝑒𝑘(𝑤)|, 𝑘 = 1, 2, . . .
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Здесь 𝐻𝑀(𝜆) обозначает опорную функцию множества 𝑀 (точнее говоря, комплексно
сопряженного с 𝑀 множества):

𝐻𝑀(𝜆) = sup
𝑤∈𝑀

𝑅𝑒(𝜆𝑤), 𝜆 ∈ C.

Условия 1) и 2) означают, что последовательность {𝑒𝑚}∞𝑚=1 в некотором смысле схожа с
последовательностью экспонент {exp(𝜆𝑚𝑧)}∞𝑚=1. Действительно, из условия 1) с учетом
определения опорной функции получаем соотношения:

sup
𝑤∈𝐾𝑝

|𝑒𝑚(𝑤)| 6 𝑎 exp(𝐻𝐾𝑠(𝜆𝑚)) = 𝑎 sup
𝑤∈𝐾𝑠

exp(𝑅𝑒(𝜆𝑚𝑤)) = 𝑎 sup
𝑤∈𝐾𝑠

| exp(𝜆𝑚𝑤)|, 𝑘 = 1, 2, . . .

Условие 2) дает аналогичную оценку снизу на модуль функции 𝑒𝑚(𝑤). Очевидно,
что указанная последовательность экспонент является почти экспоненциальной после-
довательностью. В качестве примера последней рассмотрим еще семейство функций
{𝑧𝑛 exp(𝜆𝑚𝑧)}∞,𝑘𝑚

𝑚=1,𝑛=0. В предложении 2.3 работы [2] по существу показано, что при условии
𝑘𝑚/|𝜆𝑚| → 0 это семейство является почти экспоненциальной последовательностью. Схо-
димость рядов экспоненциальных мономов, т.е. рядов по элементам такой системы изуча-
лась в работе [3]. В ней получены аналоги теорем Абеля и Коши-Адамара для рядов экспо-
ненциальных мономов. Почти экспоненциальные последовательности более общего вида
рассматривались в работе [4]. Они состоят из линейных комбинаций экспоненциальных
многочленов, показатели которых образуют так называемые "относительно малые" груп-
пы. Подобные последовательности используются в теории представления элементов инва-
риантных относительно оператора дифференцирования подпространств функций, анали-
тических в выпуклой области (см. [5]), и, в частности, пространств решений однородных
уравнений свертки и их систем. В этой связи возникает задача исследования сходимости
рядов экспоненциальных многочленов, построенных по почти экспоненциальным после-
довательностям таких многочленов. В настоящей работе изучаются области сходимости
указанных рядов. Для них получены аналоги теорем Абеля и Коши-Адамара.

2. Предварительные результаты

Пусть 𝐷 — выпуклая область в C, 𝐾(𝐷) = {𝐾𝑝}∞𝑝=1, Λ = {𝜆𝑘}∞𝑘=1 и 𝑝 = 1, 2, . . .
Рассмотрим банахово пространство комплексных последовательностей

𝑄𝑝(Λ) = {𝑑 = {𝑑𝑘} : ||𝑑𝑝|| = sup
𝑘≥1

|𝑑𝑘| exp𝐻𝐾𝑝(𝜆𝑘) < ∞}.

Символом 𝑄(Λ, 𝐷) обозначим проективный предел пространств 𝑄𝑝, 𝑝 ≥ 1. Пространство
𝑄(Λ, 𝐷) является пересечением 𝑄𝑝, 𝑝 ≥ 1. Топология в 𝑄(Λ, 𝐷) эквивалентна топологии,
определяемой метрикой

𝜌(𝑑, 𝑑′) =
∞∑︁
𝑝=1

2−𝑝 ||𝑑− 𝑑′||𝑝
1 + ||𝑑− 𝑑′||𝑝

.

С этой метрикой 𝑄(Λ, 𝐷) становится, очевидно, пространством Фреше.
Покажем, что последовательность коэффициентов сходящегося ряда (1.1) принадлежит

пространству 𝑄(𝐷) для некоторой специальной выпуклой области 𝐷.
Символом S будем обозначать окружность единичного радиуса с центром в начале

координат. Пусть 𝐸 — множество в C, Θ — замкнутое подмножество окружности S.
Θ-выпуклой оболочкой 𝐸 называется множество

𝐸(Θ) = {𝑧 ∈ C : 𝑅𝑒(𝑧𝜉) < 𝐻𝐸(𝜉), 𝜉 ∈ Θ}.
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Отметим, что внутренность 𝐸 лежит в 𝐸(Θ). В самом деле, если 𝑧 — внутренняя точка
𝐸, то из определения опорной функции следуют неравенства 𝑅𝑒(𝑧𝜉) < 𝐻𝐸(𝜉),∀𝜉 ∈ Θ. Это
означает, что 𝑧 ∈ 𝐸(Θ). В частном случае, когда Θ = S, Θ-выпуклая оболочка множества
совпадает с его обычной выпуклой оболочкой (точнее говоря, с внутренностью этой вы-
пуклой оболочки) и, таким образом, является выпуклой областью. Последнее имеет место
и в общем случае, что и подтверждает

Лемма 2.1. Пусть 𝐸 — множество в C, Θ – замкнутое подмножество окружности
S. Тогда множество 𝐸(Θ) является выпуклой областью.

Доказательство. По определению, множество 𝐸(Θ) есть пересечение полуплоскостей,
а потому выпукло. Выпуклость влечет за собой связность 𝐸(Θ). Остается показать, что
𝐸(Θ) — открытое множество. Предположим, что это не так. Тогда существует точка
𝑧0 ∈ 𝐸(Θ) и последовательность {𝑧𝑘} такие, что 𝑧𝑘 → 𝑧0 при 𝑘 → ∞ и 𝑧𝑘 /∈ 𝐸(Θ) для
всех 𝑘 ≥ 1, то есть 𝑅𝑒(𝑧𝑘𝜉𝑘) ≥ 𝐻𝐸(𝜉𝑘) для некоторого 𝜉𝑘 ∈ Θ, 𝑘 = 1, 2, . . . Переходя к под-
последовательности, можно считать, что {𝜉𝑘} сходится к точке 𝜉0 ∈ Θ. Тогда из последнего
неравенства с учетом полунепрерывности снизу опорной функции получаем

𝑅𝑒(𝑧0𝜉0) = lim
𝑘→∞

𝑅𝑒(𝑧𝑘𝜉𝑘) = lim
𝑘→∞

𝑅𝑒(𝑧𝑘𝜉𝑘) ≥ lim
𝑘→∞

𝐻𝐸(𝜉𝑘) ≥ 𝐻𝐸(𝜉0).

Это противоречит определению 𝐸(Θ), так как 𝑧0 ∈ 𝐸(Θ), а 𝜉0 ∈ Θ. Лемма доказана.
Пусть Λ = {𝜆𝑘}∞𝑘=1. Через Θ(Λ) обозначим множество всех частичных пределов после-

довательности {𝜆𝑘/|𝜆𝑘|}∞𝑘=1 (исключая точку 𝜆𝑘 = 0, если она есть). Очевидно, что Θ(Λ)
— замкнутое подмножество окружности S. Символом 𝐵(𝑥, 𝛿) будем обозначать открытый
круг с центром в точке 𝑥 и радиусом 𝛿.

Лемма 2.2. Пусть Λ = {𝜆𝑘}∞𝑘=1 — последовательность комплексных чисел, |𝜆𝑘| → ∞
при 𝑘 → ∞, {𝑒𝑘}∞𝑘=1 — почти экспоненциальная последовательность с показателями
{𝜆𝑘}∞𝑘=1. Предположим, что общий член ряда (1.1) ограничен на каждом компакте 𝐾
открытого множества 𝐸 ⊂ C, т.е. |𝑑𝑘𝑒𝑘(𝑧)| 6 𝐴, 𝑘 = 1, 2, . . ., 𝑧 ∈ 𝐾. Тогда имеет
место включение 𝑑 = {𝑑𝑘} ∈ 𝑄(Λ, 𝐷), где 𝐷 = 𝐸(Θ(Λ)).

Доказательство. Предположим, что 𝑑 /∈ 𝑄(Λ, 𝐷). Тогда 𝑑 /∈ 𝑄𝑝(Λ) для некоторого
номера 𝑝 = 1, 2, . . . Это означает, что найдется подпоследовательность {𝑑𝑘𝑙} такая, что

|𝑑𝑘𝑙 | exp𝐻𝐾𝑝(𝜆𝑘𝑙) → +∞, 𝑙 → ∞. (2.1)

Переходя еще раз к подпоследовательности, можно считать, что {𝜆𝑘𝑙/|𝜆𝑘𝑙 |} сходится к
некоторой точке 𝑥0 ∈ Θ(Λ). Поскольку 𝐾𝑝 — компакт в области 𝐷 = 𝐸(Θ(𝜆)), то из опре-
делений множества 𝐸(Θ(Λ)) и опорной функции следует, что для некоторого 𝑧0 ∈ 𝐸 верна
оценка: 𝑅𝑒(𝑧0𝑥0) > 𝐻𝐾𝑝(𝑥0). Тогда с учетом непрерывности опорной функции компакта
найдется 𝛿 > 0 такое, что

𝑅𝑒(𝑧0𝑥) > 𝐻𝐾𝑝(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0, 𝛿). (2.2)

По условию 𝐸 — открытое множество. Поэтому оно содержит некоторый круг 𝐷̃ с
центром в точке 𝑧0. Пусть 𝐾(𝐷̃) = {𝐾̃𝑚}∞𝑚=1. Выберем номер 𝑠, для которого компакт 𝐾̃𝑠

содержит 𝑧0. Тогда верно неравенство

𝐻𝐾̃𝑠
(𝑥) ≥ 𝑅𝑒(𝑧0𝑥), 𝑥 ∈ C. (2.3)

Поскольку {𝑒𝑘}∞𝑘=1 — почти экспоненциальная последовательность с показателями
{𝜆𝑘}∞𝑘=1, то существуют постоянная 𝑏 > 0 и номер 𝑛 такие, что

𝑏 exp(𝐻𝐾̃𝑠
(𝜆𝑘)) 6 sup

𝑤∈𝐾̃𝑛

|𝑒𝑘(𝑤)|, 𝑘 = 1, 2, . . . (2.4)
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Выберем номер 𝑙0 так, что 𝜆𝑘𝑙/|𝜆𝑘𝑙 | ∈ 𝐵(𝑥0, 𝛿), 𝑙 ≥ 𝑙0. Тогда из неравенств (2.2)–(2.4) и
положительной однородности опорной функции для всех 𝑙 ≥ 𝑙0 получаем:

sup
𝑤∈𝐾̃𝑛

|𝑒𝑘𝑙(𝑤)| ≥ 𝑏 exp(𝐻𝐾𝑝(𝜆𝑘𝑙)).

Таким образом, в силу (2.1) имеем:

|𝑑𝑘𝑙 | sup
𝑤∈𝐾̃𝑛

|𝑒𝑘𝑙(𝑤)| → +∞, 𝑙 → ∞.

С другой стороны, согласно условию верно неравенство

|𝑑𝑘𝑙 | sup
𝑤∈𝐾̃𝑛

|𝑒𝑘𝑙(𝑤)| 6 𝐴, 𝑙 = 1, 2, . . .

Полученное противоречие завершает доказательство леммы.
Из леммы 2.2 вытекает один из результатов работы [1] (лемма 1).
Следствие. Пусть 𝐷 — выпуклая область в C, Λ = {𝜆𝑘}∞𝑘=1 — последовательность

комплексных чисел, |𝜆𝑘| → ∞, 𝑘 → ∞, {𝑒𝑘}∞𝑘=1 — почти экспоненциальная последова-
тельность с показателями {𝜆𝑘}∞𝑘=1. Предположим, что ряд (1.1) сходится равномерно
на каждом компакте области 𝐷. Тогда верно включение 𝑑 = {𝑑𝑘} ∈ 𝑄(Λ, 𝐷).

Доказательство. Достаточно заметить, что 𝐷 ⊂ 𝐷(Θ(Λ)), а потому имеет место вло-
жение 𝑄(Λ, 𝐷(Θ(Λ))) ⊂ 𝑄(Λ, 𝐷).

В работе [1] доказывается, что при условии 𝜎(Λ) = lim
𝑘→∞

ln 𝑘/|𝜆𝑘| = 0 имеет место утвер-
ждение обратное к этому следствию и даже более сильное утверждение:

Лемма 2.3. Пусть 𝐷 — выпуклая область в C, Λ = {𝜆𝑘}∞𝑘=1 — последовательность
комплексных чисел, |𝜆𝑘| → ∞, 𝑘 → ∞, {𝑒𝑘}∞𝑘=1 — почти экспоненциальная последова-
тельность с показателями {𝜆𝑘}∞𝑘=1, такими, что 𝜎(Λ) = 0, и 𝑑 = {𝑑𝑘} ∈ 𝑄(Λ, 𝐷). Тогда
для каждого номера 𝑝 ≥ 1 существуют номер 𝑠 и постоянная 𝐶𝑝 > 0, не зависящие от
𝑑 = {𝑑𝑘}, для которых выполнено неравенство

∞∑︁
𝑘=1

|𝑑𝑘| sup
𝑧∈𝐾𝑝

|𝑒𝑘(𝑧)| 6 𝐶𝑝||𝑑||𝑠. (2.5)

В частности, ряд (1.1) сходится абсолютно и равномерно на каждом компакте области
𝐷.

3. Аналог теоремы Абеля

Следующий результат является аналогом теоремы Абеля для ряда (1.1).

Теорема 3.1. Пусть Λ = {𝜆𝑘}∞𝑘=1 — последовательность комплексных чисел, |𝜆𝑘| → ∞,
𝑘 → ∞, такая, что 𝜎(Λ) = 0, {𝑒𝑘}∞𝑘=1 — почти экспоненциальная последовательность
с показателями {𝜆𝑘}∞𝑘=1. Предположим, что общий член ряда (1.1) ограничен на каж-
дом компакте 𝐾 открытого множества 𝐸 ⊂ C. Тогда для каждого номера 𝑝 = 1, 2, . . .
найдутся номер 𝑠 и число 𝐶𝑝 > 0 (не зависящие от последовательности 𝑑) такие, что
выполнено (2.5), где нормы ||𝑑𝑝|| построены по последовательности 𝐾(𝐷) = {𝐾𝑝}∞𝑝=1 и
𝐷 = 𝐸(Θ(Λ)). В частности, ряд (1.1) сходится абсолютно и равномерно на любом ком-
пакте области 𝐷.

Доказательство. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда по лемме 2.2 имеет место
включение 𝑑 = {𝑑𝑘} ∈ 𝑄(Λ, 𝐷). Отсюда по лемме 2.3 для каждого 𝑝 = 1, 2, . . . найдутся
номер 𝑠 и число 𝐶𝑝 > 0 (не зависящие от последовательности 𝑑) такие, что выполнено
(2.5). Теорема доказана.
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Замечания. 1. Из теоремы 3.1 следует, что при условии 𝜎(Λ) = 0 внутренность мно-
жества равномерной сходимости ряда (1.1) всегда является выпуклой и даже Θ – выпук-
лой областью (т.е. областью, которая представляет из себя пересечение полуплоскостей
{𝑧 : 𝑅𝑒(𝑧𝜉) < ℎ(𝜉), 𝜉 ∈ Θ}).

2. Если из теоремы 3.1 изъять условие 𝜎(Λ) = 0, то ее утверждение становится невер-
ным. В лемме 4 работы [1] доказывается, что из сходимости ряда

∞∑︁
𝑘=1

|𝑑𝑘| sup
𝑧∈𝐾𝑝

|𝑒𝑘(𝑧)|

при любой последовательности 𝑑 = {𝑑𝑘} ∈ 𝑄(Λ, 𝐷), где 𝐷 — ограниченная область, выте-
кает равенство 𝜎(𝜆) = 0.

4. Аналог теоремы Коши-Адамара

Приведем результат, который является аналогом теоремы Коши-Адамара для степен-
ных рядов. Прежде чем его сформулировать, введем еще обозначения. Пусть 𝜉 ∈ Θ(Λ).
Для последовательности коэффициентов 𝑑 = {𝑑𝑘} ряда (1.1) положим

ℎ(𝑑, 𝜉) = inf lim
𝑗→∞

ln(1/|𝑑𝑘(𝑗)|)
|𝜆𝑘(𝑗)|

,

где инфимум берется по всем подпоследовательностям {𝜆𝑘(𝑗)} последовательности {𝜆𝑘}
таким, что 𝜆𝑘(𝑗)/|𝜆𝑘(𝑗)| сходится к 𝜉, когда 𝑗 → ∞. Таким образом, мы получили функцию
ℎ(𝑑, 𝜉), 𝜉 ∈ Θ(Λ). Она является полунепрерывной снизу. Действительно, пусть 𝜉, 𝜉𝑝 ∈ Θ(Λ),
𝑝 ≥ 1, 𝜉𝑝 → 𝜉 и последовательность {𝜉𝑝} такая, что

lim
𝜁→𝜉

ℎ(𝑑, 𝜁) = lim
𝑝→∞

ℎ(𝑑, 𝜉𝑝) = 𝑎.

По определению функции ℎ(𝑑, 𝜁) для каждого 𝑝 ≥ 1 найдем точку 𝜆𝑘(𝑝), удовлетворяющую
условиям: |𝜆𝑘(𝑝)/|𝜆𝑘(𝑝)|−𝜉𝑝| < 1/𝑝 и ln(1/|𝑑𝑘(𝑝)|)/|𝜆𝑘(𝑝)| < 𝑎+1/𝑝. Тогда последовательность
𝜆𝑘(𝑝)/|𝜆𝑘(𝑝)| сходится к 𝜉 и

lim
𝑝→∞

ln(1/|𝑑𝑘(𝑝)|)
|𝜆𝑘(𝑝)|

6 𝑎.

Это означает, что
lim
𝜁→𝜉

ℎ(𝑑, 𝜁) ≥ ℎ(𝑑, 𝜉),

т.е. ℎ(𝑑, 𝜁) полунепрерывна снизу. Тогда, как и в лемме 2.1, показывается, что множество

𝐷(𝑑,Λ) = {𝑧 : 𝑅𝑒(𝑧𝜉) < ℎ(𝑑, 𝜉), 𝜉 ∈ Θ(Λ)}

является Θ(Λ) — выпуклой областью. Символом 𝐷̃(𝑑,Λ) обозначим множество точек плос-
кости, в окрестности каждой из которых ряд (1.1) сходится равномерно.

Теорема 4.1. Пусть Λ = {𝜆𝑘}∞𝑘=1 — последовательность комплексных чисел, |𝜆𝑘| → ∞,
𝑘 → ∞, такая, что 𝜎(Λ) = 0, {𝑒𝑘}∞𝑘=1 — почти экспоненциальная последовательность с
показателями {𝜆𝑘}∞𝑘=1. Тогда области 𝐷̃(𝑑,Λ) и 𝐷(𝑑,Λ) совпадают.

Доказательство. Покажем, что 𝑑 = {𝑑𝑘} ∈ 𝑄(Λ, 𝐷(𝑑,Λ)). Пусть 𝐾𝑝 — произвольный
элемент множества 𝐾(𝐷(𝑑,Λ)). Достаточно доказать, что

lim
𝑘→∞

|𝑑𝑘| exp𝐻𝐾𝑝(𝜆𝑘) < +∞. (4.1)

Предположим, что это не так. Тогда для некоторой подпоследовательности {𝑘(𝑗)} имеем:

lim
𝑘→∞

|𝑑𝑘| exp𝐻𝐾𝑝(𝜆𝑘) = +∞,
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или, что эквивалентно
lim
𝑗→∞

(ln |𝑑𝑘(𝑗)| + 𝐻𝐾𝑝(𝜆𝑘(𝑗))) = +∞.

Отсюда
lim
𝑗→∞

|𝜆𝑘(𝑗)|−1(ln |𝑑𝑘(𝑗)| + 𝐻𝐾𝑝(𝜆𝑘(𝑗))) ≥ 0. (4.2)

Переходя еще раз к подпоследовательности, можно считать, что 𝜆𝑘(𝑗)/|𝜆𝑘(𝑗)| сходится к
некоторой точке 𝜉 ∈ Θ(Λ). Тогда с учетом непрерывности, положительной однородности
опорной функции компакта и определения величины ℎ(𝑑, 𝜉) получаем

lim
𝑗→∞

|𝜆𝑘(𝑗)|−1(ln |𝑑𝑘(𝑗)| + 𝐻𝐾𝑝(𝜆𝑘(𝑗))) 6 lim
𝑗→∞

|𝜆𝑘(𝑗)|−1 ln |𝑑𝑘(𝑗)| + lim
𝑗→∞

|𝜆𝑘(𝑗)|−1𝐻𝐾𝑝(𝜆𝑘(𝑗)) 6

6 lim
𝑗→∞

|𝜆𝑘(𝑗)|−1 ln |𝑑𝑘(𝑗)| + 𝐻𝐾𝑝(𝜉) 6 −ℎ(𝑑, 𝜉) + 𝐻𝐾𝑝(𝜉).

Поскольку 𝐾𝑝 — компакт в области 𝐷(𝑑,Λ), то верно неравенство 𝐻𝐾𝑝(𝜉) < 𝐻𝐷(𝑑,Λ)(𝜉).
Кроме того, в силу определения области 𝐷(𝑑,Λ) и ее опорной функции 𝐻𝐷(𝑑,Λ) верно
также неравенство 𝐻𝐷(𝑑,Λ)(𝜉) 6 ℎ(𝑑, 𝜉). Таким образом, с учетом предыдущего получаем:

lim
𝑗→∞

|𝜆𝑘(𝑗)|−1(ln |𝑑𝑘(𝑗)| + 𝐻𝐾𝑝(𝜆𝑘(𝑗))) 6 −ℎ(𝑑, 𝜉) + 𝐻𝐾𝑝(𝜉) < −ℎ(𝑑, 𝜉) + 𝐻𝐷(𝑑,𝜆)(𝜉) 6 0.

Это противоречит (4.2). Следовательно, (4.1) верно, т.е. 𝑑 ∈ 𝑄(Λ, 𝐷(𝑑,Λ)). Тогда, соглас-
но лемме 2.3, ряд (1.1) сходится абсолютно и равномерно на каждом компакте области
𝐷(𝑑,Λ). Это означает, что верно вложение 𝐷(𝑑,Λ) ⊂ 𝐷̃(𝑑,Λ).

Покажем, что имеет место и обратное вложение. Пусть 𝑧 ∈ 𝐷̃(𝑑,Λ). По определению об-
ласти 𝐷̃(𝑑,Λ), в некоторой окрестности 𝐸 точки 𝑧 ряд (1.1) сходится равномерно. Поэтому
общий член этого ряда ограничен на множестве 𝐸. Тогда по лемме 2.2 последовательность
𝑑 = {𝑑𝑘} является элементом пространства 𝑄(Λ, 𝐸(Θ(Λ)). Выше отмечалось, что множе-
ство 𝐸 лежит в области 𝐸(Θ(Λ)). Поэтому один из компактов 𝐾̃𝑝 последовательности
𝐾(𝐸(Θ(Λ)) содержит точку 𝑧 в своей внутренности. Согласно определению пространства
𝑄(Λ, 𝐸(Θ(Λ)) для некоторого 𝐶 > 0 верно неравенство

|𝑑𝑘| 6 𝐶 exp(−𝐻𝐾̃𝑝
(𝜆𝑘)), 𝑘 = 1, 2, . . . (4.3)

Фиксируем произвольную точку 𝜉 ∈ Θ(Λ). Согласно определению величины ℎ(𝑑, 𝜉) най-
дем подпоследовательность {𝑘(𝑗)} такую, что 𝜆𝑘(𝑗)/|𝜆𝑘(𝑗)| сходится к точке 𝜉 и

ℎ(𝑑, 𝜉) = lim
𝑗→∞

ln(1/|𝑑𝑘(𝑗)|)
|𝜆𝑘(𝑗)|

.

Отсюда, с учетом (4.3), положительной однородности и непрерывности опорной функции
компакта получаем

ℎ(𝑑, 𝜉) ≥ lim
𝑗→∞

ln(1/𝐶 exp(−𝐻𝐾̃𝑝
(𝜆𝑘(𝑗))))

|𝜆𝑘(𝑗)|
= lim

𝑗→∞

(𝑙𝑛(1/𝐶) + 𝐻𝐾̃𝑝
(𝜆𝑘(𝑗)))

|𝜆𝑘(𝑗)|
=

= lim
𝑗→∞

𝐻𝐾̃𝑝
𝜆𝑘(𝑗))

|𝜆𝑘(𝑗)|
= lim

𝑗→∞
𝐻𝐾̃𝑝

(︂
𝜆𝑘(𝑗)

|𝜆𝑘(𝑗)|

)︂
= 𝐻𝐾̃𝑝

(𝜉).

Поскольку точка 𝑧 лежит внутри компакта 𝐾̃𝑝, то верно неравенство 𝑅𝑒(𝑧𝜉) < 𝐻𝐾̃𝑝
(𝜉).

Следовательно, в силу предыдущего неравенства имеем: 𝑅𝑒(𝑧𝜉) < ℎ(𝑑,Λ). Напомним, что
𝜉 — произвольная точка множества Θ(Λ). Поэтому согласно своему определению область
𝐷(𝑑,Λ) содержит 𝑧. Теорема доказана.
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Замечание. Формула, определяющая величину ℎ(𝑑,Λ) как частные случаи содержит в
себе соответствующие формулы для рядов экспоненциальных мономов, рядов экспонент
и формулу Коши-Адамара для степенных рядов. В частном случае для ряда

∑︀
𝑑𝑘 exp(𝑘𝑧)

имеем формулу

ℎ(𝑑, 1) = lim
𝑘→∞

ln(1/|𝑑𝑘|)
𝑘

= lim
𝑘→∞

(− ln 𝑘
√︀
|𝑑𝑘|).

Делая преобразование 𝑤 = exp 𝑧, переводящее этот ряд в степенной ряд, получаем следу-
ющую формулу для радиуса сходимости последнего

𝑅 = expℎ(𝑑, 1) = lim
𝑘→∞

1
𝑘
√︀
|𝑑𝑘|

.

Таким образом, мы получили формулу Коши-Адамара для степенных рядов.
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