
ISSN 2074-1871 Уфимский математический журнал. Том 5. № 3 (2013). С. 38-50.

УДК 517.918

СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА
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Аннотация. В работе исследуются некоторые спектральные свойства несамосопря-
женного эллиптического оператора 𝐴 в пространстве ℋ𝑙 = 𝐿2(0, 1)

𝑙, ассоциированного
с некоэрцитивной полуторалинейной формой.

Рассмотрены такие вопросы, как полнота системы корневых вектор-функций опера-
тора 𝐴 в ℋ𝑙, описание области определения оператора 𝐴, оценка резольвенты оператора
𝐴, асимптотическое распределение собственных значений оператора 𝐴.
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Введение

Настоящая статья является продолжением работы [1]. В ней исследуются некоторые
спектральные свойства одного класса несамосопряженных вырожденно-эллиптических
операторов 𝐴 в пространстве ℋ𝑙 = 𝐿2(0, 1)𝑙, ассоциированных с некоэрцитивными по-
луторалинейными формами.

Рассмотрены такие вопросы, как полнота системы корневых вектор-фукций оператора
𝐴 в ℋ𝑙, описание области определения оператора 𝐴, оценки резольвенты оператора 𝐴,
асимптотическое распределение собственных значений оператора 𝐴.

Спектральные асимптотики вырождающихся эллиптических операторов, далеких от са-
мосопряженных, изучались в работах [2–7] в ситуации, когда собственные значения опе-
ратора делятся на две серии, одна из которых лежит вне угла | 𝑎𝑟𝑔 𝑧| 6 𝜙, 𝜙 < 𝜋, а другая
локализуется к лучу 𝑅+ = (0,+∞). Эта статья, как и [1], примыкает к работам [2, 3, 7],
в которых наиболее общие результаты получены в [7], где предполагается, что старший
коэффициент оператора 𝐴

𝑎(𝑡) ≡ 𝑎𝑚𝑚(𝑡) ∈ 𝐶𝑚([0, 1];𝐸𝑛𝑑C𝑙) (0.1)

и имеет простые различные собственные значения (с.з.) при каждом 𝑡 ∈ [0, 1].
Вместо (0.1) мы требуем лишь, чтобы 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶([0, 1];𝐸𝑛𝑑C𝑙).

M.G. Gadoev, S.A. Iskhokov, Spectral properties of degenerate elliptic operators with
matrix coefficients.
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§1. Формулировка основных результатов

1. Оператор 𝐴, заданный в гильбертовом пространстве 𝐻, мы назовем далеким от са-
мосопряженного, если он не приводится к виду

𝐴 = 𝐵(𝐸 +𝐷), 𝐵 = 𝐵*, 𝐷 ∈ 𝜎∞(𝐻). (1.1)

Здесь и далее, символ 𝜎∞(𝐻), обозначает класс линейных вполне непрерывных опера-
торов в 𝐻; 𝐵* — оператор, сопряженный к 𝐵.

Спектральные свойства эллиптических дифференциальных и псевдодифференциаль-
ных операторов, близких к самосопряженным, т.е. приводящихся к виду (1.1), в литера-
туре достаточно подробно изучены (см. [8, 9]). Также подробно исследованы спектраль-
ные свойства эллиптических дифференциальных операторов (д.о.) и псевдодифференци-
альных операторов (п.д.о.), далеких от самосопряженных в случае, если они заданы на
компактном многообразии без края (см. [7, 10–12], где имеется библиография). В случае
областей с краями, д.о. и п.д.о., далекие от самосопряженных, изучались в [3, 4, 13–18];
из них вырожденно-эллиптическим задачам посвящены [3, 4, 13].

2. В данной статье изучаются спектральные свойства несамосопряженного оператора в
𝐿2(0, 1)𝑙, порожденного полуторалинейной формой

𝒜[𝑢, 𝑣] =
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=0

1∫︁
0

< 𝑝𝑖(𝑡)𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝑢
(𝑖)(𝑡), 𝑝𝑗(𝑡)𝑣

(𝑗)(𝑡) >C𝑙 𝑑𝑡. (1.2)

Здесь

𝑝𝑖(𝑡) = {𝑡(1 − 𝑡)}𝜃+𝑖−𝑚 (𝑖 = 0,𝑚), 𝜃 < 𝑚, 𝑢(𝑖)(𝑡) =
𝑑𝑖𝑢(𝑡)

𝑑𝑡𝑖
,

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(𝐽 ; 𝐸𝑛𝑑C𝑙) (𝑖, 𝑗 = 0,𝑚),

где 𝐽 = (0, 1). Символ < , >C𝑙 обозначает скалярное произведение в C𝑙.
Обозначим через ℋ+ замыкание линейного многообразия 𝐶∞

0 (𝐽) по норме

|𝜙|+ =

⎛⎝∫︁
𝐽

𝑝2𝑚(𝑡)|𝜙(𝑚)(𝑡)|2𝑑𝑡+

∫︁
𝐽

|𝜙(𝑡)|2𝑑𝑡

⎞⎠1/2

.

Положим
ℋ = 𝐿2(𝐽), ℋ𝑙 = ℋ⊕ · · · ⊕ ℋ (𝑙 − раз),

ℋ𝑙
+ = ℋ+ ⊕ · · · ⊕ ℋ+ (𝑙 − раз).

В дальнейшем скалярное произведение в пространствах ℋ,ℋ𝑙 будет обозначаться одним
и тем же символом ( , ). Аналогично, нормы в пространствах ℋ+,ℋ𝑙

+ и ℋ,ℋ𝑙,C𝑙 будут
обозначаться соответственно через | |+, | |. Символом ‖𝑇‖ обозначим норму ограниченного
оператора 𝑇, заданного в ℋ или ℋ𝑙.

За область определения полуторалинейной формы 𝒜[𝑢, 𝑣] (1.2) примем пространство
ℋ𝑙

+.
Предположим, что 𝑎𝑚𝑚(𝑡) ∈ 𝐶𝑚(𝐽 ; 𝐸𝑛𝑑C𝑙), и матрица 𝑎(𝑡) = 𝑎𝑚𝑚(𝑡) при каждом 𝑡 ∈ 𝐽

имеет 𝑙 различных ненулевых собственных значений 𝜇1(𝑡), ..., 𝜇𝑙(𝑡). Тогда собственные зна-
чения матрицы 𝑎(𝑡) можно так перенумеровать, что 𝜇𝑗(𝑡), 𝜇

−1
𝑗 (𝑡) ∈ 𝐶𝑚(𝐽), 𝑗 = 1, 𝑙.

Пусть выполнены следующие условия:

|𝑎𝑖𝑗(𝑡)| 6𝑀𝑡𝛿(1 − 𝑡)𝛿 (𝑖+ 𝑗 < 2𝑚), 𝛿 > 0, (1.3)

𝜇𝑗(𝑡) ̸∈ 𝑆 (𝑗 = 1, 𝑙, 𝑡 ∈ 𝐽), (1.3′)

где 𝑆 ⊂ C — некоторый замкнутый угол с началом в нуле, а 𝜇𝑗(𝑡) с.з. матрицы 𝑎(𝑡).
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При выполнении перечисленных выше условий имеют место следующие теоремы
(см. [1]):

Теорема 1.1. Существует единственный замкнутый оператор 𝐴 в ℋ𝑙, обладающий
следующими свойствами:

(𝑖) 𝐷(𝐴) ⊂ ℋ𝑙
+, (𝐴𝑢, 𝑣) = 𝒜[𝑢, 𝑣] (∀𝑢 ∈ 𝐷(𝐴), 𝑣 ∈ ℋ𝑙

+),
(𝑖𝑖) при некотором 𝑧0 ∈ C существует непрерывный обратный

(𝐴− 𝑧0𝐸)−1 : ℋ𝑙 → ℋ𝑙.

Пусть 𝐴 такой же оператор, как в условиях (𝑖), (𝑖𝑖).
Теорема 1.2. Оператор 𝐴 имеет дискретный спектр. Система корневых вектор-

функций оператора 𝐴 полна в ℋ𝑙, т.е. их конечные линейные комбинации плотны в
ℋ𝑙. Порядок резольвенты оператора 𝐴 не превосходит число 1

2𝑚
. Для числа 𝑁(𝜆) соб-

ственных значений оператора 𝐴, не превосходящих по модулю 𝜆, с учетом их корневых
кратностей, справедлива оценка 𝑁(𝜆) 6𝑀𝜆1/2𝑚, (𝜆 ≥ 1).

Отметим, что сформулированные выше результаты в случае симметрической формы
(1.2) хорошо известны.

3. Обозначим через ℋ− пополнение пространства ℋ по норме

|𝑢|− = sup
0̸=𝜙∈ℋ+

|(𝑢, 𝜙)|
|𝜙|+

.

Положим ℋ𝑙
− = ℋ− ⊕ · · · ⊕ ℋ− (𝑙 - раз). Элемент 𝐹 = (𝐹1, . . . , 𝐹𝑙) ∈ ℋ𝑙

− порождает
антилинейный непрерывный функционал над ℋ𝑙

+ по формуле:

< 𝐹, 𝑣 >= lim
𝑖→+∞

(𝑢𝑖, 𝑣), 𝑣 ∈ ℋ𝑙
+,

где последовательность вектор-функций 𝑢1, 𝑢2, . . . ∈ ℋ𝑙 выбирается так, что
𝑢𝑖 → 𝐹 (𝑖→ +∞) в ℋ𝑙

−.
Заметим, что если 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑙) ∈ ℋ𝑙

+, то

< 𝐹, 𝑣 >=
𝑙∑︁

𝑖=1

< 𝐹𝑖, 𝑣𝑖 >, |𝐹 |− = (
𝑙∑︁

𝑖=1

|𝐹𝑖|2−)1/2.

Здесь и далее, как при 𝑙 = 1, так и в случае произвольного 𝑙 ∈ 𝑁 приняты одни и те же
обозначения: | |−, < , >.

Обратно, для любого антилинейного непрерывного функционала 𝑔(𝑣) (𝑣 ∈ ℋ𝑙
+) суще-

ствует единственный элемент 𝐹 ∈ ℋ𝑙
− такой, что 𝑔(𝑣) =< 𝐹, 𝑣 >, ∀𝑣 ∈ ℋ𝑙

+. При этом
норма функционала 𝑔 равна |𝐹 |−.

В дальнейшем антилинейные непрерывные функционалы над ℋ𝑙
+ отождествляются с

элементами пространства ℋ𝑙
−.

4. При выполнении условия (1.3) согласно неравенству Харди имеем

|𝒜[𝑢, 𝑣]| 6𝑀 |𝑢|+|𝑣|+ (∀𝑢, 𝑣 ∈ ℋ𝑙
+).

Поэтому можно ввести в рассмотрение оператор 𝒜 : ℋ𝑙
+ → ℋ𝑙

−, действующий по формуле

< 𝒜𝑢, 𝑣 >= 𝒜[𝑢, 𝑣] (∀𝑢, 𝑣 ∈ ℋ𝑙
+).

Пусть 𝐴 такой же оператор, как в теоремах 1.1, 1.2. Имеет место следующая
Теорема 1.3. Для достаточно больших по модулю 𝜆 ∈ 𝑆 существуют непрерывные

обратные
(𝒜− 𝜆𝐸)−1 : ℋ𝑙

− → ℋ𝑙
−, (𝐴− 𝜆𝐸)−1 : ℋ𝑙 → ℋ𝑙,

и выполняется равенство

(𝒜− 𝜆𝐸)−1𝑢 = (𝐴− 𝜆𝐸)−1𝑢 (∀𝑢 ∈ ℋ𝑙).
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При этом 𝐴𝑢 = 𝒜𝑢 (∀𝑢 ∈ 𝐷(𝐴)), и

𝐷(𝐴) = {𝑢 ∈ ℋ𝑙
+ : 𝒜𝑢 ∈ ℋ𝑙}.

Аналогичный результат для д.о. в частных производных, имеющих скалярные коэффици-
енты, получен в работе [19]. Отметим, что первая часть утверждения теоремы 1.3 может
быть установлена по схеме статьи [19] лишь в том случае, если дополнительно предполо-
жить, что при некоторой непрерывной в 𝐽 функции 𝛾(𝑡), которая не обращается в нуль,
и для достаточно малых 𝜀 > 0 выполняется условие

| 𝑎𝑟𝑔 {𝛾(𝑡) < 𝑎(𝑡)ℎ, ℎ >C𝑙}| < 𝜋 − 𝜀

2
(∀𝑡 ∈ 𝐽, 0 ̸= ℎ ∈ C𝑙). (1.4)

Здесь и далее, мы считаем, что функция 𝑎𝑟𝑔 𝑧 принимает значения на отрезке (−𝜋, 𝜋].
Из (1.4), в частности, следует, что

| 𝑎𝑟𝑔 𝛾(𝑡)𝜇𝑗(𝑡)| 6
𝜋 − 𝜀

2
(∀𝑡 ∈ 𝐽, 𝑗 = 1, 𝑙).

5. Доказательства теоремы 1.2 приведена в S2. Отметим, что в S2 получена также сле-
дующая оценка резольвенты оператора 𝐴 в секторе 𝑆:

‖(𝐴− 𝜆𝐸)−1‖ 6𝑀 |𝜆|−1, (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝑐(𝑆)),

где 𝑐(𝑆) > 0. Суммируемость рядов Фурье элементов 𝑓 ∈ ℋ𝑙 по системе корневых вектор-
функций оператора 𝐴 методом Абеля со скобками установлена в [1]. В данной работе
доказана полнота системы корневых вектор-функций оператора 𝐴 в ℋ𝑙.

В S3 работы дано описание области определения оператора 𝐴. В S4 исследуется асимп-
тотическое поведение собственных значений оператора 𝐴.

Результаты данной работы частично анонсированы в [20].

§2. Оценка резольвенты оператора 𝐴

1. Пусть 𝑃 – самосопряженный оператор в ℋ, ассоциированный с полуторалинейной
формой

𝑃
′
[𝑢, 𝑣] = (𝜌𝜃𝑢(𝑚), 𝜌𝜃𝑣(𝑚)), 𝐷[𝑃

′
] = ℋ+,

где 𝜌(𝑡) = 𝑡(1 − 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1], 𝜃 — такое же, как в (1.2).
Обозначим (см.[1, стр. 32]) через ℋ𝑟

𝜈 , 𝜈 > 0 пространство функций 𝑢 ∈ ℋ𝑟
+ с нормой

|𝑢|𝜈 =

⎛⎝∫︁
𝐽

𝜌2𝜃(𝑡)|𝑢(𝑚)(𝑡)|2𝑑𝑡+ 𝜈

∫︁
𝐽

|𝑢(𝑡)|2𝑑𝑡

⎞⎠1/2

.

Пусть ℋ𝑟
−𝜈 , 𝜈 > 0, обозначает пространство элементов 𝐹 ∈ ℋ𝑟

− с нормой

|𝐹 |−𝜈,𝑟 = sup
𝑣∈ℋ𝑟

+
|𝑣|𝜈61

| < 𝐹, 𝑣 > |.

При 𝜈1, 𝜈2 > 0 множества ℋ𝑟
±𝜈1

,ℋ𝑟
±𝜈2

совпадают, а как нормированные простран-
ства отличаются друг от друга только эквивалентными нормами. Для 𝜈 = 1 имеем
ℋ𝑟

𝜈 = ℋ𝑟
+,ℋ𝑟

−𝜈 = ℋ𝑟
−. Пространство ℋ𝑟

−𝜈 , 𝜈 > 0, является негативным пространством в
тройке ℋ𝑟

𝜈 ⊂ ℋ𝑟 ⊂ ℋ𝑟
−𝜈 по отношению к позитивному пространству ℋ𝑟

𝜈 . (см., например,
[21, стр. 51]).

В дальнейшем нам понадобится следующая (см. [1, стр.36])
Лемма 2.1. Существует непрерывный обратный оператор 𝑇𝜔 : ℋ− → ℋ, 𝜔 ≥ 1, такой,

что 𝑇𝜔𝑢 = (𝑃 + 𝜔𝐸)−
1
2𝑢, ∀𝑢 ∈ ℋ , причем

|𝑇𝜔𝐹 | 6𝑀 |𝐹 |−𝜈 (∀𝜔 ≥ 1, 𝜈 ∈ [1, 2𝜔), ∀𝐹 ∈ ℋ−𝜈),
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где число 𝑀 > 0 не зависит от 𝜔, 𝜈.
2. Пусть 𝑇𝜔 – такой же оператор, как в лемме 2.1, 𝒯𝜔 : ℋ → ℋ− – оператор, обратный к

оператору 𝑇𝜔 : ℋ− → ℋ. Так же, как в лемме 2.1, доказывается, что

|𝒯𝜔𝑢|−𝜈 6𝑀 |𝑢| (∀𝜔 ≥ 1, 𝜈 ∈ [1, 2𝜔),∀𝑢 ∈ ℋ),

где число 𝑀 > 0 не зависит от 𝜔, 𝜈. При этом, если 𝑢 ∈ ℋ𝜈 , то

𝒯𝜔𝑢 = (𝑃 + 𝜔𝐸)
1
2𝑢.

Введем операторы 𝑇 𝑙
𝜔 : ℋ𝑙

− → ℋ𝑙, 𝒯 𝑙
𝜔 : ℋ𝑙 → ℋ𝑙

− по формулам:

𝑇 𝑙
𝜔 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑇𝜔, ..., 𝑇𝜔}, 𝒯 𝑙

𝜔 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝒯𝜔, ..., 𝒯𝜔}.
Положим 𝑃𝑙 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑃, ..., 𝑃}. Имеет место следующая

Теорема 2.1. Для 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎, где 𝜎 > 0 – достаточно большое число, справедливы
представления

(𝒜− 𝜆𝐸)−1 = (𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−1Φ(𝜆)𝑇𝜆 (2.1)

(𝐴− 𝜆𝐸)−1 = (𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−
1
2 Φ(𝜆)(𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−

1
2 , (2.1′)

где Φ(𝜆) : ℋ𝑙 → ℋ𝑙 – ограниченный оператор

sup
𝜆∈𝑆, |𝜆|≥𝜎

||Φ(𝜆)|| < +∞. (2.2)

Доказательство. Докажем, что если 𝜈 = |𝜆|, то для достаточно больших по модулю
𝜆 ∈ 𝑆,

|(𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)
1
2 (𝒜𝜈 − 𝜆𝐸)−1𝒯 𝑙

|𝜆|𝑢| 6𝑀 |𝑢| (∀𝑢 ∈ ℋ𝑙).

Для этого используем равенство (см. [1], §4, (4.6), (4.7))

(𝒜𝜈 − 𝜆𝐸)−1 = 𝑋𝜈(𝜆)Γ
′

𝜈(𝜆).

Здесь оператор 𝒜𝜈 : ℋ𝑙
𝜈 → ℋ𝑙

−𝜈 определен по формуле

< 𝒜𝜈𝑢, 𝑣 >= 𝒜[𝑢, 𝑣], (∀𝑢, 𝑣 ∈ ℋ𝑙
𝜈).

Ясно, что

|𝑇 𝑙
|𝜆|Γ

(𝜆)
|𝜆| 𝒯

𝑙
|𝜆|𝑢| 6 |Γ(𝜆)

|𝜆| 𝒯
𝑙
|𝜆|𝑢|−|𝜆|

6𝑀1|𝒯 𝑙
|𝜆|𝑢|−|𝜆|

6𝑀2|𝑢|, (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎1).

Остается показать (см. [1], §4, (4.6), (4.7)), что

|(𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)
1
2𝑋|𝜆|(𝜆)𝒯 𝑙

|𝜆|𝑢| 6𝑀3|𝑢|, (𝑢 ∈ ℋ𝑙). (2.3)

Используя (4.3), (3.13) из [1], сведем доказательство оценки (2.3), так же, как выше, к
доказательству следующего неравенства:

|(𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)
1
2𝑅𝑘,|𝜆|(𝜆)𝒯|𝜆|𝑣| 6𝑀4|𝑣|, (𝑣 ∈ ℋ).

Справедливость этого неравенства для достаточно больших по модулю 𝜆 ∈ 𝑆 вытекает из
представления (3.12) работы [1]. Таким образом, имеем

(𝒜𝜈 − 𝜆𝐸)−1 = (𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−
1
2 Φ(𝜆)𝑇 𝑙

|𝜆|, (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎) (2.4)

где где Φ(𝜆) : ℋ𝑙 → ℋ𝑙 – ограниченный оператор, удовлетворяющий оценке (2.2).
Заметим, что

(𝒜𝜈 − 𝜆𝐸)−1𝐹 = (𝒜− 𝜆𝐸)−1𝐹. (∀ 𝜈 ≥ 1, 𝐹 ∈ ℋ𝑙
−). (2.5)

Для 𝑢 ∈ ℋ𝑙 имеем

𝑇 𝑙
|𝜆|𝑢 = (𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−

1
2𝑢, (𝒜− 𝜆𝐸)−1𝑢 = (𝐴− 𝜆𝐸)−1𝑢,

что вместе с (2.4), (2.5) доказывает (2.1), (2.1′). Теорема доказана.
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3. Из представления (2.1′) следует оценка

||(𝐴− 𝜆𝐸)−1|| 6𝑀 |𝜆|−1. (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎). (2.6)

Так как порядок резольвенты оператора 𝑃𝑙 равен 1
2𝑚

, то из (2.1′) вытекает, что порядок
резольвенты оператора 𝐴 не превосходит числа 1

2𝑚
. Отсюда и из (2.6), применяя теорему

6.4.1 из [10], устанавливаем, что система корневых вектор-функций оператора 𝐴 полна в
ℋ𝑙.

Отметим, что суммируемость методом Абеля со скобками рядов Фурье элементов 𝑓 ∈ ℋ𝑙

по системе корневых вектор-функций оператора 𝐴 установлена в [1].
4. Пусть 𝐻 – сепарабельное гильбертово пространство. Обозначим через 𝜎𝜏 (𝐻), 𝜏 ≥ 1

класс операторов 𝐿 ∈ 𝜎∞(𝐻), сумма 𝑠-чисел которых в степени 𝜏 сходится ([22]):

||𝐿||𝜏 =

(︃
∞∑︁
𝑗=1

𝑠𝜏𝑗 (𝐿)

)︃ 1
𝜏

< +∞.

(Нижняя грань чисел 𝜏 , таких, что 𝐿 ∈ 𝜎𝜏 (𝐻), называется порядком оператора 𝐿.)
Обозначим через 𝜈1(𝑡), 𝜈2(𝑡), ... последовательность с.з. оператора 𝐿 ∈ 𝜎∞(𝐻), занумеро-

ванных в порядке невозрастания их модулей, с учетом их корневых кратностей. Отметим,
что

𝜈𝑗

(︁
(𝐿*𝐿)

1
2

)︁
= 𝑠𝑗(𝐿), 𝑗 = 1, 2, ... .

В дальнейшем нам понадобятся следующие, хорошо известные (см., например, [22]) нера-
венства

+∞∑︁
𝑗=1

|𝜇𝑗(𝑡)| 6 ||𝐿||1, (∀𝐿 ∈ 𝜎1(𝐻)) (2.7)

||𝐿𝐿′||𝑝 6 ||𝐿||𝑝||𝐿′||, ||𝐿′𝐿||𝑝 6 ||𝐿′||||𝐿||𝑝, (2.8)

если 𝐿 ∈ 𝜎𝑝(𝐻), 𝑝 ≥ 1, 𝐿′ – ограниченный оператор;

||𝐿1...𝐿𝑟||𝑝 6 ||𝐿1||𝜅1 ...||𝐿𝑟||𝜅𝑟 , (2.9)

если 𝐿𝑗 ∈ 𝜎𝜅𝑗
(𝐻), 1 6 𝑝 6 𝜅𝑗 (𝑗 = 1, 𝑟),

𝑟∑︀
𝑗=1

𝜅−1
𝑗 = 1

𝑝
.Из (2.9) при 𝐿1 = ... = 𝐿𝑟 = 𝐿 ∈ 𝜎1(𝐻),

𝜅𝑗 = 𝑟 (𝑗 = 1, 𝑟) следует неравенство

||𝐿𝑟||1 6 ||𝐿||𝑟𝑟. (2.10)

Из (2.7) следует сходимость ряда

𝑠𝑝𝐿
𝑑𝑒𝑓
=

+∞∑︁
𝑗=1

𝜈𝑗(𝑡), ∀𝐿 ∈ 𝜎1(𝐻).

5. В заключении этого параграфа докажем утверждение теоремы 1.2 об оценке спектра
оператора 𝐴.

Обозначим через 𝜆1, 𝜆2, ... последовательность с.з. оператора 𝐴, занумерованных в по-
рядке неубывания их модулей, с учетом корневых кратностей.

Используя (2.1′), (2.8) - (2.10), находим

||(𝐴− 𝜆𝐸)−𝑟||1 6 ||(𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−
1
2 Φ(𝜆)(𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−

1
2 ||

𝑟

𝑟 6𝑀 ||(𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−
1
2 ||

2𝑟

2𝑟,

(𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎) (2.11)

где 𝑟 = 4𝑚,𝜎 > 0 – достаточно большое число. Известно, что

𝑁0(𝑡)
𝑑𝑒𝑓
=
∑︁
𝜔𝑗6𝑡

1 ∼ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑡
1

2𝑚 (𝑡→ +∞),
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где 𝜔1, 𝜔2, ... обозначает последовательность с.з. оператора 𝑃 . Поэтому

||(𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−
1
2 ||

8𝑚

8𝑚 =
+∞∑︁
𝑗=1

(𝜔𝑗 + |𝜆|)−4𝑚 =

+∞∫︁
0

𝑑𝑁0(𝑡)

(𝑡+ |𝜆|)4𝑚
6𝑀 |𝜆|

1
2𝑚

−4𝑚 (|𝜆| ≥ 1).

Отсюда и из (2.7), (2.11) заключаем, что
+∞∑︁
𝑗=1

|(𝜆𝑗 − 𝜆)−4𝑚| 6𝑀 |𝜆|
1

2𝑚
−4𝑚 (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎).

Выберем число 𝜙 ∈ (−𝜋; 𝜋] так, что луч Γ = {𝜆 = 𝑡𝑒𝑖𝜙 : 𝑡 ≥ 0} будет биссектрисой угла
𝑆. Тогда

|𝑧| + |𝜆| 6 𝑐′|𝑧 − 𝜆| (∀𝑧 ̸∈ 𝑆, 𝜆 ∈ Γ), (2.12)

где число 𝑐′ > 0 зависит только от раствора угла 𝑆. Для достаточно больших 𝑗 ≥ 𝑗0 имеем
𝜆𝑗 ̸∈ 𝑆. Очевидно, что

𝑁(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑑𝑁(𝜏) 6 (2𝑡)4𝑚
𝑡∫︁

0

𝑑𝑁(𝜏)

(𝑡+ 𝜏)4𝑚
6 (2𝑡)4𝑚

+∞∫︁
0

𝑑𝑁(𝜏)

(𝑡+ 𝜏)4𝑚
=

= (2𝑡)4𝑚
+∞∑︁
𝑗=1

(|𝜆𝑗| + 𝑡)−4𝑚,

где 𝑁(𝑡) = 𝑐𝑎𝑟𝑑{𝑗 : |𝜆𝑗| 6 𝑡}. Следовательно, (см. (2.12))

𝑁(𝑡) 6𝑀1 +𝑀2𝑡
4𝑚

+∞∑︁
𝑗=𝑗0

|𝜆𝑗 − 𝑡𝑒𝑖𝜙|−4𝑚 6𝑀2𝑡
1

2𝑚 (𝑡 ≥ 1).

Тем самым, нами полностью завершено доказательство теоремы 1.2.

§3. Описание области определения оператора 𝐴

1. Пусть 𝐴 – такой же оператор, как в теореме 1.1; коэффициенты

𝑎𝑖𝑗(𝑡) ∈ 𝐶𝑗(𝐽 ; 𝐸𝑛𝑑C𝑙) (𝑖, 𝑗 = 0,𝑚). (3.1)

Имеет место следующая
Теорема 3.1. Область определения 𝐷(𝐴) оператора 𝐴 описывается как класс вектор-

функций 𝑢 ∈ 𝑊 2𝑚
2,𝑙𝑜𝑐(𝐽)𝑙 ∩ℋ𝑙

+ таких, что

𝑓 =
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=0

(−1)𝑗(𝑝𝑖(𝑡)𝑝𝑗(𝑡)𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝑢
(𝑖)(𝑡))(𝑗) ∈ ℋ𝑙.

При этом 𝑓 = 𝐴𝑢.
Доказательство. Пусть 𝑢 ∈ 𝑊 2𝑚

2,𝑙𝑜𝑐(𝐽)𝑙 ∩ ℋ𝑙
+ и вектор-функция 𝑓(𝑡) ∈ ℋ𝑙. Тогда для

произвольной вектор-функции 𝑣(𝑡) ∈ 𝐶∞
0 (𝐽)𝑙 путем интегрирования по частям получим

(𝑓, 𝑣) =
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=0

(𝑝𝑖(𝑡)𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝑢
(𝑖)(𝑡), 𝑝𝑗(𝑡)𝑣

(𝑗)(𝑡)) = 𝒜[𝑢, 𝑣].

Эти равенства по непрерывности справедливы для всех 𝑣 ∈ ℋ𝑙
+. Поэтому, согласно теореме

1.1, 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴), 𝑓 = 𝐴𝑢.
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Обратно, пусть 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴), 𝑓1 = 𝐴𝑢. Тогда

(𝑓1, 𝑣) =
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=0

(𝑝𝑖𝑎𝑖𝑗𝑢
(𝑖), 𝑝𝑗𝑣

(𝑗)), ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝐽)𝑙,

так что элемент

𝑓2 =
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=0

(−1)𝑗(𝑝𝑖(𝑡)𝑝𝑗(𝑡)𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝑢
(𝑗)(𝑡))(𝑗),

понимаемый в смысле распределений, принадлежит ℋ𝑙. При этом имеем 𝑓1 = 𝑓2. Далее
из общей теории эллиптических уравнений следует, что 𝑢 ∈ 𝑊 2𝑚

2,𝑙𝑜𝑐(𝐽)𝑙.

2. В связи с теоремой 3.1, отметим, что пространство ℋ𝑙
+ при −1

2
< 𝜃 < 𝑚−1

2
описыва-

ется (см. [23]) как класс вектор-функций 𝑢(𝑡) ∈ ℋ𝑙 с конечной нормой

|𝑢|+ =

⎛⎝∫︁
𝐽

|𝜌2𝜃(𝑡)𝑢(𝑡)|2𝑑𝑡+

∫︁
𝐽

|𝑢(𝑡)|2𝑑𝑡

⎞⎠ 1
2

< +∞, (3.2)

которые имеют нулевые следы

𝑢(𝑗)(0) = 𝑢(𝑗)(1) = 0, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑠0 − 1;

здесь 𝑠0 – целое число, такое, что 𝑚−𝜃−1
2
6 𝑠0 < 𝑚−𝜃+ 1

2
. Если 𝜃 6 −1

2
или 𝑚−1

2
6 𝜃 < 𝑚,

то пространство ℋ𝑙
+ состоит из вектор-функций 𝑢(𝑡) ∈ ℋ𝑙 (см. [23]) c конечной нормой |𝑢|+

(3.2).
3. Наряду с теоремой 3.1 имеет место следующая
Теорема 3.2. Пусть выполнено (3.1) и

|𝑎(𝑘)𝑖𝑗 (𝑡)| 6𝑀{𝑡(1 − 𝑡)}−𝑘, (𝑘 = 0, 1, ..., 𝑗).

Пусть, кроме того, 𝜃 + 1
2
̸∈ {1, 2, ...,𝑚}. Тогда область определения оператора 𝐴 описы-

вается как класс вектор-функций 𝑢 ∈ 𝑊 2𝑚
2,𝑙𝑜𝑐(𝐽)𝑙 ∩ℋ𝑙

+ таких, что

𝑝0(𝑡)𝑢(𝑡),
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=0

(−1)𝑗(𝑝𝑖(𝑡)𝑝𝑗(𝑡)𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝑢
(𝑗)(𝑡))(𝑗) ∈ ℋ𝑙.

§4. Асимптотическое распределение собственных значений оператора 𝐴

1. Пусть 𝐴 такой же оператор, как в теореме 1.1. Предположим, что собственные зна-
чения 𝜇1(𝑡), ..., 𝜇𝑙(𝑡) матрицы 𝑎(𝑡) расположены в комплексной плоскости следующим об-
разом:

𝜇1(𝑡), ..., 𝜇𝑛(𝑡) ∈ 𝑅+
𝑑𝑒𝑓
= {𝑧 ∈ C : 𝑅𝑒𝑧 > 0, 𝐼𝑚𝑧 = 0}, 𝜇𝑛+1(𝑡), ..., 𝜇𝑙(𝑡) ̸∈ Φ,

где 1 6 𝑛 6 𝑙, Φ = {𝑧 ∈ C : |𝑎𝑟𝑔𝑧| < 𝜙}, 𝜙 ∈ (0, 𝜋). Тогда, согласно теореме 1.3, в любом
замкнутом секторе 𝑆 ⊂ Φ∖𝑅+, с началом в нуле, содержится конечное число с.з. оператора
𝐴. Отсюда нетрудно вывести, что

lim
𝑗→+∞

𝑎𝑟𝑔𝜆𝑗 = 0,

где 𝜆1, 𝜆2, ... обозначает последовательность с.з. оператора 𝐴, расположенных в углу Φ и
занумерованных в порядке неубывания их модулей, с учетом корневых кратностей.

Имеет место следующая
Теорема 4.1. Для функции

𝑁(𝑡) = 𝑐𝑎𝑟𝑑{𝑗 : |𝜆𝑗| 6 𝑡},
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при 𝑡→ +∞ справедлива асимптотическая формула

𝑁(𝑡) ∼ 𝑐𝑡
1

2𝑚 , 𝑐 =
1

𝜋

𝑛∑︁
𝑗=1

1∫︁
0

𝜌−
𝜃
𝑚 (𝑡)𝜇

− 1
2𝑚

𝑗 (𝑡)𝑑𝑡.

Аналогичный результат для дифференциальных операторов второго порядка установ-
лен в [4, 13]. Отметим, однако, что схема работ [4, 13] не может непосредственно при-
меняться в случае 𝑚 > 1, даже если выполнено условие (1.4). Существенным моментом
методики данной работы является то, что мы "выделяем" в явном виде главный член
"обобщенной резольвенты" как оператор, действующий из ℋ𝑙

−𝜈 в ℋ𝑙
𝜈 .

Отметим, также, что аналогичный результат для одного класса несамосопряженных
эллиптических систем второго порядка установлен в [24].

В сочетании с применением некоторых других аналитических приемов, это позволяет
вычислить главный член асимптотики функции 𝑠𝑝(𝐴 − 𝑧𝐸)−1 при 𝑧 → +∞ по некото-
рым лучам Γ ⊂ Φ∖𝑅+, с началом в нуле. Установленные на этом пути асимптотические
формулы даже в случае 𝑚 = 1 относятся к более широким классам операторов, нежели в
работах [4, 13].

2. Для доказательства теоремы 4.1 используем (4.6), (4.7) из [1], при 𝜈 = |𝜆|. Пусть
𝑃𝑙, 𝑇

𝑙
𝜔, 𝒯 𝑙

𝜔 такие же операторы, как в п.1, S2.
Обозначим через 𝑢1, 𝑢2, ... ортонормированную последовательность собственных вектор-

функций оператора 𝑃𝑙. Пусть 𝑃𝑙𝑢𝑗 = 𝜔𝑗𝑢𝑗, 𝜔1 6 𝜔2 6 ... . Так как 𝑢1, 𝑢2, ... – ортонорми-
рованный базис в ℋ𝑙 и (𝐴− 𝜆𝐸)−1𝑢𝑗 = (𝒜𝜈 − 𝜆𝐸)−1𝑢𝑗 ∀𝜈 ≥ 1, то

𝑠𝑝(𝐴− 𝜆𝐸)−1 =
+∞∑︁
𝑗=1

((𝐴− 𝜆𝐸)−1𝑢𝑗, 𝑢𝑗) =
+∞∑︁
𝑗=1

((𝒜𝜈 − 𝜆𝐸)−1𝑢𝑗, 𝑢𝑗) =

=
+∞∑︁
𝑗=1

(𝑋𝜈(𝜆)𝑢𝑗, 𝑢𝑗) +
+∞∑︁
𝑗=1

(𝑋𝜈(𝜆)Γ𝜈(𝜆)𝑢𝑗, 𝑢𝑗), (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎 = 𝜎(𝑆)), (4.1)

где 𝑆 ⊂ Φ∖𝑅+ – произвольный замкнутый угол с началом в нуле. Учитывая, что

(𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)±
1
2𝑢𝑗 = (𝜔𝑗 + |𝜆|)±

1
2𝑢𝑗,

получим
+∞∑︁
𝑗=1

(𝑋𝜈(𝜆)Γ𝜈(𝜆)𝑢𝑗, 𝑢𝑗) =
+∞∑︁
𝑗=1

(𝑋𝜈(𝜆)Γ𝜈(𝜆)(𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)
1
2𝑢𝑗, (𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−

1
2𝑢𝑗) =

=
+∞∑︁
𝑗=1

((𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−
1
2𝑋𝜈(𝜆)𝒯|𝜆|𝑇|𝜆|Γ𝜈(𝜆)𝒯|𝜆|𝑢𝑗, 𝑢𝑗). (4.2)

Имеем при 𝜈 = |𝜆|, 𝑢 ∈ ℋ𝑙, согласно (4.6) (см. [1], S4),

|𝒯|𝜆|Γ𝜈(𝜆)𝑇|𝜆|𝑢| 6𝑀 |Γ𝜈(𝜆)𝑇|𝜆|𝑢|−|𝜆| 6𝑀1|𝜆|−𝜀′|𝑇|𝜆|𝑢|−|𝜆| = 𝑀2|𝜆|−𝜀′|𝑢|.

Таким образом, оператор 𝒯|𝜆|Γ𝜈(𝜆)𝑇|𝜆| индуцирует ограниченный оператор в ℋ𝑙, норма
которого не превосходит 𝑀2|𝜆|−𝜀′ . Отсюда, согласно (4.1), (4.2), находим

𝑍(𝜆)
𝑑𝑒𝑓
= |𝑠𝑝(𝐴− 𝜆𝐸)−1 −

+∞∑︁
𝑗=1

(𝑋𝜈(𝜆)𝑢𝑗, 𝑢𝑗)| 6𝑀 |𝜆|−𝜀′ ||(𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−
1
2𝑋𝜈(𝜆)𝒯|𝜆|||1.
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Здесь, хотя 𝒯|𝜆| – неограниченный оператор в ℋ𝑙, оператор 𝑋𝜈(𝜆)𝒯|𝜆| индуцирует в ℋ𝑙

ограниченный оператор. Применяя (2.3), находим

𝑍(𝜆) 6𝑀 |𝜆|−𝜀′|(𝑃𝑙 + |𝜆|𝐸)−1|1 6𝑀1|𝜆|
1

2𝑚
−1−𝜀′ .

Далее имеем (см. [1], §4, (4.3)),
+∞∑︁
𝑗=1

(𝑋𝜈(𝜆)𝑢𝑗, 𝑢𝑗) =
+∞∑︁
𝑗=1

(𝑈(ℬ𝜈 − 𝜆𝐸)−1𝑈−1𝑢𝑗, 𝑢𝑗) =
+∞∑︁
𝑗=1

((ℬ𝜈 − 𝜆𝐸)−1𝑢𝑗, 𝑢𝑗) =

=
𝑙∑︁

𝑘=1

𝑠𝑝( ̃︀𝑄𝑘 − 𝜆𝐸)−1.

Здесь операторы ̃︀𝑄𝑘, 𝑘 = 1, 𝑙 определены в пространстве ℋ следующим образом:

𝐷( ̃︀𝑄𝑘) = {𝑣 ∈ ℋ+ : 𝑄𝜈,𝑘𝑣 ∈ ℋ},∀𝜈 ≥ 1,

̃︀𝑄𝑘𝑣 = 𝑄𝜈,𝑘𝑣, ∀𝑣 ∈ 𝐷( ̃︀𝑄𝑘).

Операторы 𝑄𝜈,𝑘 введены в [1, S4, п. 1]. Напомним, что

(ℬ𝜈 − 𝜆𝐸)−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{(𝑄𝜈,1 − 𝜆𝐸)−1, ..., (𝑄𝜈, 𝑙 − 𝜆𝐸)−1}.

Определенные выше операторы ̃︀𝑄1, ..., ̃︀𝑄𝑙 не зависят от числа 𝜈 ≥ 1.

Воспользуемся теоремой 1.3 применительно к такой ситуации, когда 𝑙 = 1, 𝐴 = ̃︀𝑄𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙.
Тогда мы получим, что оператор ̃︀𝑄𝑗, 𝑗 = 𝑛+ 1, 𝑙 в угле Φ имеет конечное число с.з. Так
как 𝜇𝑗(𝑡) ∈ 𝑅+(𝑗 = 1, 𝑛), то ̃︀𝑄𝑗 = ̃︀𝑄*

𝑗 ≥ 0, (𝑗 = 1, 𝑛). Таким образом, имеем

𝑠𝑝(𝐴− 𝜆𝐸)−1 =
+∞∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑖,𝑘 − 𝜆)−1 +𝑂(|𝜆|
1

2𝑚
−1−𝜀′), (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎(𝑆)), (4.3)

где 𝜀′ > 0, 𝑆 ⊂ Φ∖𝑅+ – замкнутый угол с началом в нуле, а 𝜆1,𝑘, 𝜆2,𝑘, ... обозначает после-
довательность с.з. оператора ̃︀𝑄𝑘, занумерованных в порядке неубывания их модулей.

Пусть 𝜓 ∈ (0, 𝜙),

ℒ = {𝑧 ∈ C : 𝑎𝑟𝑔𝑧 = ±𝜓} ∪ {0}
– контур, огибающий𝑅+ слева. Выберем числа 𝑐, 𝛿 > 0 так, чтобы выполнялись следующие
условия:

(𝑖) |(𝑎𝑟𝑔𝜆′𝑗) ± 𝜙| ≥ 𝛿, |(𝑎𝑟𝑔𝜆𝑗,𝑘) ± 𝜙| ≥ 𝛿, если, соответственно, |𝜆′𝑗| ≥ 𝑐 или |𝜆𝑗,𝑘| ≥ 𝑐,

(𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘 = 1, 𝑙),
(𝑖𝑖) 𝜆𝑗,𝑘 ̸∈ Φ, (𝑘 = 𝑛+ 1, 𝑙), если |𝜆𝑗,𝑘| ≥ 𝑐.
Здесь 𝜆′1, 𝜆′2, ... обозначает последовательность с.з. оператора 𝐴, занумерованных в по-

рядке неубывания модулей.
Тогда, в случае |𝜆′𝑗| ≥ 𝑐, |𝜆𝑗,𝑘| ≥ 𝑐, для 𝜆 ∈ ℒ имеем |𝜆 − 𝜆′𝑗|−1 6 𝑀 |𝜆′𝑗|−𝜏 |𝜆|𝜏−1,

|𝜆− 𝜆𝑗,𝑘|−1 6𝑀 |𝜆𝑗,𝑘|−𝜏 |𝜆|𝜏−1, где 𝜏 ∈
(︀

1
2𝑚
, 1
)︀
. Поэтому∑︁

𝑞6|𝜆′
𝑗 |

|𝜆′𝑗 − 𝜆|−1 6𝑀1𝑟(𝑞)|𝜆|𝜏−1, (4.4)

𝑟(𝑞)
𝑑𝑒𝑓
=
∑︁
𝑞6|𝜆′

𝑗 |

|𝜆′𝑗|−𝜏 → 0, (𝑞 → +∞). (4.5)

Здесь мы использовали утверждение теоремы 1.2 об оценке спектра оператора 𝐴.
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Далее имеем

1

2𝜋𝑖

∫︁
ℒ

⎛⎝ ∑︁
𝑎<|𝜆′

𝑗 |6𝑞

(𝑡+ 𝜆)−1(𝜆− 𝜆′𝑗)
−1

⎞⎠ 𝑑𝜆 =
∑︁

𝑎<|𝜆′
𝑗 |6𝑞

′
(𝑡+ 𝜆′𝑗)

−1, (4.6)

где символ
∑︀′ обозначает, что при суммировании берутся только такие 𝑗, для которых

|𝑎𝑟𝑔𝜆′𝑗| < 𝜓.
Учитывая, что (см. (4.4), (4.5))

lim
𝑞→+∞

𝑟(𝑞)

∫︁
ℒ

|𝜆|𝜏−1|𝑡+ 𝜆|−1𝑑𝜆 = 0,

и, переходя в (4.6) к пределу при 𝑞 → +∞, находим

1

2𝜋𝑖

∫︁
ℒ

(𝑡+ 𝜆)−1

⎛⎝∑︁
𝑎<|𝜆′

𝑗 |

(𝜆− 𝜆′𝑗)
−1

⎞⎠ 𝑑𝜆 =
∑︁
𝑎<|𝜆′

𝑗 |

′
(𝑡+ 𝜆′𝑗)

−1. (4.7)

Аналогично имеем

1

2𝜋𝑖

∫︁
ℒ

(𝑡+ 𝜆)−1

⎛⎝ ∑︁
𝑎<|𝜆𝑗,𝑘|

(𝜆− 𝜆𝑗,𝑘)−1

⎞⎠ 𝑑𝜆 =
∑︁

𝑎<|𝜆𝑗,𝑘|

′′
(𝑡+ 𝜆𝑗,𝑘)−1, 𝑘 = 1, 𝑙, (4.8)

где символ
∑︀′′ обозначает, что при суммировании берутся только те индексы 𝑗, для кото-

рых |𝑎𝑟𝑔𝜆𝑗,𝑘| 6 𝜓.
Операторы ̃︀𝑄𝑛+1, ..., ̃︀𝑄𝑙 имеют конечное число с.з. в углу Φ. Отсюда и из (4.3), (4.7), (4.8)

заключаем, что
+∞∑︁
𝑗=1

(𝑡+ 𝜆𝑗)
−1 =

+∞∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=0

(𝑡+ 𝜆𝑗,𝑘)−1 +𝑂(𝑡
1

2𝑚
−1−𝜀′), 𝑡→ +∞.

Так как 𝑎𝑟𝑔𝜆𝑗 → 0 (𝑗 → +∞), то 𝜆𝑗|𝜆𝑗|−1 → 1 (𝑗 → +∞). Поэтому для 𝑞 = 1, 2, ... имеем
+∞∑︁
𝑗=𝑞

|(𝑡+ 𝜆𝑗)
−1 − (𝑡+ |𝜆𝑗|)−1| 6

6 2
+∞∑︁
𝑗=𝑞

{︂
|𝜆𝑗 − |𝜆𝑗||
(𝑡+ |𝜆𝑗|)2

}︂
6 𝑐𝑞

+∞∑︁
𝑗=𝑞

|𝜆𝑗|
(𝑡+ |𝜆𝑗|)2

6 𝑐′𝑞

+∞∑︁
𝑗=𝑞

(𝑡+ |𝜆𝑗|)−1,

где 𝑐𝑞, 𝑐′𝑞 → 0 (𝑞 → +∞). Отсюда нетрудно вывести, что
+∞∑︁
𝑗=1

(𝑡+ 𝜆𝑗)
−1 ∼

+∞∑︁
𝑗=1

(𝑡+ |𝜆𝑗|)−1 (𝑡→ +∞).

Для с.з. оператора 𝑄𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 известна оценка

+∞∑︁
𝑗=1

(𝑡+ 𝜆𝑗,𝑘)−1 ∼
+∞∫︁
0

𝑑𝑁𝑗(𝜏)

𝜏 + 𝑡
, (𝑡→ +∞),

где

𝑁𝑗(𝜏) =
1

𝜋
𝜏

1
2𝑚

+∞∫︁
0

𝜌−
𝜃
𝑚 (𝑡)𝜇

− 1
2𝑚

𝑗 (𝑡)𝑑𝑡.
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Таким образом, имеем
+∞∫︁
0

𝑑𝑁(𝜏)

𝜏 + 𝑡
∼

+∞∫︁
0

𝑑 ̃︀𝑁(𝜏)

𝜏 + 𝑡
, (𝑡→ +∞),

где ̃︀𝑁(𝜏) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑁𝑗(𝜏).

Применяя соответствующую тауберову теорему, получим формулу

𝑁(𝑡) ∼
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑁𝑗(𝑡), (𝑡→ +∞),

что и доказывает теорему 4.1.
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