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О КЛАССЕ БЕСКОНЕЧНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ
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МНОЖЕСТВЕ В Rn, ДОПУСКАЮЩИХ ГОЛОМОРФНОЕ
ПРОДОЛЖЕНИЕ В Cn

И.Х. МУСИН, П.В. ФЕДОТОВА

Аннотация. Изучается подпространство пространства Шварца быстро убывающих
функций класса C∞ на замкнутом выпуклом неограниченном множестве в Rn, допус-
кающих голоморфное продолжение в Cn. Рассматривается задача описания сопряжен-
ного пространства к этому пространству в терминах преобразования Фурье-Лапласа
функционалов.
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1. Введение

1.1. Постановка задачи. Пусть C — открытый острый выпуклый конус в Rn с вер-
шиной в начале [1, с. 73], b — выпуклая непрерывная позитивно однородная степени 1
функция на C — замыкании конуса C в Rn. Пара (b, C) определяет замкнутое выпуклое
неограниченное множество

U(b, C) = {ξ ∈ Rn : − < ξ, y > ≤ b(y),∀y ∈ C},

не содержащее целую прямую. Отметим, что внутренность U(b, C) не пуста и совпадает с
множеством

V (b, C) = {ξ ∈ Rn : − < ξ, y > < b(y),∀y ∈ C},
а замыкание V (b, C) есть множество U(b, C). Для краткости будем обозначать множество
U(b, C) через U , а множество V (b, C) – через V .

По неограниченной неубывающей последовательности M = (Mk)
∞
k=0 вещественных чи-

сел Mk с M0 = 1, удовлетворяющей условию lim
k→∞

lnMk

k
= +∞, определим пространство

GM(U) функций класса C∞ на U следующим образом. Для произвольных m ∈ N и ε > 0
введём пространство Gm,ε(U), состоящее из C∞(U)-функций f , для которых конечны нор-
мы

pm,ε(f) = sup
x∈V,α∈Zn+

|(Dαf)(x)|(1 + ‖x‖)m

ε|α|M|α|
, m ∈ N, ε > 0.
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Положим GM(U) =
∞⋂
m=1

⋂
ε>0

Gm,ε(U). С обычными операциями сложения и умножения на

комплексные числа GM(U) становится линейным пространством. Определим локально вы-
пуклую топологию в GM(U) с помощью семейства норм pm,ε. Отметим, что, если (εm)∞m=1

— произвольная убывающая к нулю последовательность положительных чисел εm, то то-
пологию в GM(U) можно задать с помощью семейства норм

pm(f) = sup
x∈V,α∈Zn+

|(Dαf)(x)|(1 + ‖x‖)m

ε
|α|
mM|α|

.

Таким образом, функции из GM(U) образуют подкласс в классе Шварца C∞(U)-
функций, быстро убывающих на U .

В данной работе рассматривается задача описания сильного сопряженного пространства
к пространствам типа GM(U) в терминах преобразования Фурье-Лапласа функционалов.

Детальное рассмотрение этой задачи зависит от дополнительных условий на последо-
вательность M . Так, Роевером [2] она изучалась при следующих предположениях на по-
следовательность M :

1). M2
k ≤Mk−1Mk+1, ∀k ∈ N;

2). ∃H1 > 1 ∃H2 > 1 ∀k,m ∈ Z+ Mk+m ≤ H1H
k+m
2 MkMm;

3). ∃A > 0 ∀m ∈ N
∞∑

k=m+1

Mk−1

Mk

≤ Am
Mm

Mm+1

.

Заметим, что в этом случае последовательность M – неквазианалитическая, а из усло-
вий 1) и 3) следует, что найдутся числа h1, h2 > 0 такие, что Mk ≥ h1h

k
2k!, ∀k ∈ Z+.

В [3] эта задача рассматривалась (на основе других подходов) при меньших ограниче-
ниях на последовательность M , чем у Роевера. А именно, вместо условий 2) и 3) предпо-
лагалось выполнение условий:

2)′. ∃H1 > 1 ∃H2 > 1 ∀k ∈ Z+ Mk+1 ≤ H1H
k
2Mk;

3)′. ∃Q1 > 0 ∃Q2 > 0 ∀k ∈ Z+ Mk ≥ Q1Q
k
2k!.

В данной работе указанная задача изучается в предположении, что последовательность
M с M0 = 1 удовлетворяет условиям:
i1). M2

k ≤Mk−1Mk+1, ∀k ∈ N;
i2). ∃H1 > 1 ∃H2 > 1 ∀k,m ∈ Z+ Mk+m ≤ H1H

k+m
2 MkMm;

i3). ∀ε > 0 ∃aε > 0 ∀k ∈ Z+ Mk ≤ aεε
kk!;

i4). ∃γ ∈ (0, 1) ∃b1 > 0 ∃b2 > 0 ∀k ∈ Z+ Mk ≥ b1b
k
2k!γ;

i5). существует логарифмически выпуклая неубывающая последовательность (Km)∞m=0

с K0 = 1 такая, что при некоторых t1 > 1, t2 > 1

t−1
1 t−m2 Km ≤

m!

Mm

≤ t1t
m
2 Km, m ∈ Z+.

Простым примером такой последовательности является последовательность (m!α)∞m=0,
где α ∈ (0, 1).

1.2. Обозначения. Для точек u = (u1, . . . , um), v = (v1, . . . , vm) из Rm(Cm) пусть
< u, v >= u1v1 + · · ·+ umvm, ‖u‖ — евклидова норма в Rm(Cm).

Для z ∈ Cm, R > 0 через BR(z) обозначаем шар в Cm радиуса R с центром в точке z.
Пусть νm(R) = νm(1)R2m — объём шара BR(z).

Через TC обозначаем трубчатую область Rn + iC.
Если Ω ⊂ Rm (Ω ⊂ Cm), то расстояние от точки x ∈ Rm (z ∈ Cm) до множества Ω

обозначим через dΩ(x)(dΩ(z)), расстояние от точки x ∈ Ω (z ∈ Ω) до границы множества
Ω обозначим через ∆Ω(x)(∆Ω(z)).
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Для локально выпуклого пространства X X ′ — пространство линейных непрерывных
функционалов на X, X∗ — сильное сопряжённое пространство.

Для открытого множества Ω в Cm H(Ω) — множество функций, голоморфных в Ω,
psh(Ω) — множество функций, плюрисубгармонических в Ω.

С последовательностью L = (Lk)
∞
k=0 положительных чисел Lk с L0 = 1 таких, что

lim
k→∞

lnLk
k

= +∞, свяжем функцию ωL: ωL(r) = sup
k∈Z+

ln
rk

Lk
для r > 0, ωL(0) = 0.

Для выбранной убывающей к нулю последовательности (εm)∞m=1 чисел εm для краткости
обозначаем ωM( r

εm
) через ωm(r), r ≥ 0.

1.3. О результатах. Отметим, что в силу условия i3) на последовательностьM каждая
функция из GM(U) допускает голоморфное продолжение в Cn. Условия i4) и i5) позволяют
получить явное описание указанных продолжений. Оказалось (Теорема 1), что простран-
ство GM(U) топологически изоморфно пространству E(U) целых функций f в Cn таких,
что для любых ε > 0,m ∈ N существует постоянная Cm,ε > 0 такая, что

|f(z)| ≤ Cm,ε
ewK(εdU (x))+wK(ε‖y‖)

(1 + ‖z‖)m
, z ∈ Cn,

с топологией, определяемой системой норм

qm,ε(f) = sup
z∈Cn

|f(z)|(1 + ‖z‖)m

ewK(εdU (x))+wK(ε‖y‖) , ε > 0,m ∈ N.

Здесь, как обычно, x = Re z, y = Im z.
При описании сопряжённого для GM(U) мы использовали подход из работы Б.А. Тей-

лора [4], применение которого потребовало дополнительного изучения преобразования
Фурье-Лапласа обобщённых функций медленного роста с носителем в U(b, C). Поэтому
мы рассматриваем пространство S(U) C∞(U)-функций f таких, что для любого p ∈ Z+

‖f‖p,U = sup
x∈V,|α|6p

|(Dαf)(x)|(1 + ‖x‖)p <∞.

Пусть Sp(U) — пополнение S(U) по норме ‖ · ‖p,U . В S(U) введём топологию проективного
предела пространств Sp(U). Известно, что S∗(U) топологически изоморфно пространству
S∗U обобщенных функций медленного роста с носителем в U (см. [5, с. 21]).

Для каждого m ∈ N определим нормированные пространства

Vb,m(TC) = {f ∈ H(TC) : Nm(f) = sup
z∈TC

|f(z)|e−b(y)

(1 + ‖z‖)m(1 + 1
∆C(y)

)m
<∞},

Hm(TC) = {F ∈ H(TC) : ‖F‖m = sup
z∈TC

|F (z)|
eωm(‖z‖)(1 + 1

∆C(y)
)m

<∞} ,

где z = x + iy, x ∈ Rn, y ∈ C. Пусть HM(TC) =
⋃∞
m=1Hm(TC), Vb(TC) =

⋃∞
m=1 Vb,m(TC). С

обычными операциями сложения и умножения на комплексные числа HM(TC) и Vb(TC)
становятся линейными пространствами. Наделим HM(TC) (Vb(TC)) топологией индуктив-
ного предела пространств Hm(TC) (Vb,m(TC)).

Преобразование Фурье-Лапласа функционала Φ ∈ S∗(U) (Φ ∈ G∗M(U)) определим по
формуле Φ̂(z) = (Φ, ei<ξ,z>), z ∈ TC .

Преобразование Лапласа функционала Φ ∈ E∗(U) определим по формуле

Φ̃(z) = (Φ, ei<λ,z>), z ∈ TC .
По описанию сопряжённых пространств получены следующие результаты.
Теорема 2. Преобразование Фурье-Лапласа F : S∗(U) → V (TC), действующее по пра-

вилу F(T ) = T̂ , — топологический изоморфизм.
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Для случая, когда b(y) = a‖y‖(a ≥ 0), — это результат В.С. Владимирова [1, с. 170]. По
существу, в теореме 2 требовалось показать лишь, что F — отображение "в".

Теорема 3. Преобразование Фурье-Лапласа устанавливает топологический изомор-
физм пространств G∗M(U) и HM(TC).

Теорема 4. Преобразование Лапласа устанавливает топологический изоморфизм про-
странств E∗(U) и HM(TC).

Доказательство теоремы 1 приведено в третьем разделе, теоремы 2 — в четвёртом,
теоремы 3 — в пятом, теоремы 4 — в шестом разделе. В разделе 2 изучены некоторые
свойства функциий, ассоциированных с последовательностями M и K. Простой пример
множества U(b, C) имеется в [3].

Замечание 1. Определение пространств GM(U) и Hb,M(TC) не зависит от выбора
последовательности (εm)∞m=1. Считаем далее, что εm = H−m2 , m ∈ N. Таким образом,
ωm(r) = ωM(Hm

2 r), r ≥ 0.

2. Вспомогательные результаты

Лемма 1. Для любых x > 0, s > 1

x ≤ ln
s

s− 1
+ sup

m∈Z+

ln
(sx)m

m!
.

Доказательство. Пусть x > 0, s > 1. Имеем

ex =
∞∑
m=0

(sx)m

m!

1

sm
≤ sup

m∈Z+

(sx)m

m!

∞∑
m=0

1

sm
=

s

s− 1
sup
m∈Z+

(sx)m

m!
.

Отсюда следует утверждение леммы.

Лемма 2. Пусть s > 1. Тогда для любого r ≥ 0

wM(sr) + r ≤ wM(sH2r) + ln
a1H1s

s− 1
.

Доказательство. Очевидно, утверждение леммы верно при r = 0. Пусть теперь r > 0.
Тогда для s > 1

wM(sr) + r ≤ sup
k∈Z+

ln
(sr)k

Mk

+ ln
s

s− 1
+ sup

m∈Z+

ln
(sr)m

m!
≤

≤ sup
k∈Z+

ln
(sr)k

Mk

+ ln
s

s− 1
+ sup

m∈Z+

ln
a1(sr)m

Mm

= sup
k,m∈Z+

ln
(sr)k+m

MkMm

+ ln
a1s

s− 1
≤

≤ sup
k,m∈Z+

ln
H1(sH2r)

k+m

Mk+m

+ ln
a1s

s− 1
≤ wM(sH2r) + ln

a1H1s

s− 1
.

Лемма 2 доказана.
Применяя лемму 2 с s = Hm

2 (m ∈ N), имеем для всех r ≥ 0

wM(Hm
2 r) + r ≤ wM(Hm+1

2 r) + ln
a1H1H

m
2

Hm
2 − 1

≤ wM(Hm+1
2 r) + ln

a1H1H2

H2 − 1
.

Полагая Q = ln
a1H1H2

H2 − 1
и учитывая обозначения, имеем ∀m ∈ N

wm(r) + r ≤ wm+1(r) +Q, r ≥ 0. (1)

Определим функцию N на [0,∞) следующим образом:

N (r) = min

{
k ∈ Z+ : wM(r) = ln

rk

Mk

}
, r > 0;N (0) = 0.
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Легко проверяется, что при r ∈ ( Mk

Mk−1
, Mk+1

Mk
] (k ∈ N) wM(r) = ln

rk

Mk

, N (r) = k; w(r) = 0,

N (r) = 0 при r ∈ (0,M1]. Отметим, что wM ∈ C[0,∞). Ясно, что и функция wK также
непрерывна на [0,∞).

Из условия i4) на последовательностьM следует, что найдётся постоянная Aγ > 0 такая,
что

wM(r) ≤ Aγr
1
γ , r ≥ 0. (2)

Пользуясь условием i3) на последовательностьM и леммой 1, имеем при любом ε ∈ (0, 1)

wM(r) ≥ sup
k∈Z+

ln
rk

aε2ε2kk!
≥ r

ε
− ln

aε2

1− ε
, r > 0.

Таким образом,

lim
r→+∞

wM(r)

r
= +∞.

Оценим ещё рост функции N (r). Пользуясь представлением

wM(r) =

∫ r

0

N (t)

t
dt, r ≥ 0, (3)

имеем

wM(er) ≥
∫ er

r

N (t)

t
dt ≥ N (r).

Отсюда и из оценки (2) следует, что

N (r) ≤ Aγ(er)
1
γ , r ≥ 0. (4)

Лемма 3. Для любых r1, r2 ≥ 0

|wM(r2)− wM(r1)| ≤ Aγe
1
γ (r1 + r2)

1
γ
−1|r2 − r1|.

Доказательство. Пусть r2 ≥ r1 ≥ 0. Пользуясь (3) и (4), имеем

wM(r2)− wM(r1) =

∫ r2

r1

N (t)

t
dt ≤ γAγe

1
γ (r2

1
γ − r1

1
γ ) ≤

≤ Aγe
1
γ (r1 + r2)

1
γ
−1(r2 − r1).

Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Для любого N ∈ N

wK(r) +N ln r ≤ wK(er) + lnKN , r > 0.

Доказательство. Отметим вначале, что в силу логарифмической выпуклости после-
довательности M для любых p, q ∈ Z+ Mp+q ≥MpMq. Поэтому

Kp+q =
(p+ q)!

Mp+q

≤ ep+q
p!q!

MpMq

= ep+qKpKq , p, q ∈ Z+.

Пусть r > 0. Тогда для любого N ∈ N

wK(r) +N ln r ≤ sup
m∈Z+

ln
rm

Km

+ ln rN = sup
m∈Z+

ln
rm+N

Km

≤

≤ sup
m∈Z+

ln
(er)m+NKN

Km+N

≤ wK(er) + lnKN .

Лемма 4 доказана.
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Из леммы 4 следует, что для любых N ∈ N, µ > 0 и A > 0

wK(µr) +N ln(1 + Ar) ≤ wK(eµr) +N ln

(
1 +

A

µ

)
+ lnKN , r ≥ 0. (5)

Лемма 5. Справедливо неравенство

2wK(r) ≤ wK(er), r ≥ 0.

Доказательство. При r = 0 неравенство выполнено. При r > 0 имеем

2wK(r) = 2 sup
m∈Z+

ln
rm

Km

= sup
m∈Z+

ln
r2m

K2
m

≤ sup
m∈Z+

ln
(er)2m

K2m

≤ wK(er).

3. Изоморфизм пространств GM(U) и E(U)

Теорема 1. Пространства GM(U) и E(U) топологически изоморфны.
Доказательство. Пусть f — произвольная функция из GM(U). Тогда при любых

α ∈ Zn
+, ε > 0,m ∈ N

|(Dαf)(x)| ≤ pm,ε(f)
ε|α|M|α|

(1 + ‖x‖)m
, x ∈ V. (6)

Из оценки (6) следует, что каковы бы ни были точки x, x0 ∈ V , справедливо представление

f(x) =
∑
|α|≥0

(Dαf)(x0)

α!
(x− x0)α,

причём ряд, стоящий справа, сходится равномерно на компактных подмножествах V к f
[6].

Построим отображение T : GM(U) → E(U) следующим образом. Пусть x0 ∈ V . В силу
оценки (6) и условия i3) на M функция

Fx0(z) =
∑
|α|≥0

(Dαf)(x0)

α!
(z − x0)α , z ∈ Cn,

является целой. Причём, для x ∈ V Fx0(x) = f(x). Отсюда следует, что для любых
x1, x2 ∈ V Fx1(z) = Fx2(z), z ∈ Cn. Тем самым определена функция F ∈ H(Cn) такая, что
для каждого ξ ∈ V всюду в Cn F (z) = Fξ(z) и F (x) = f(x), x ∈ V . Через T обозначим
отображение, которое каждой функции из GM(U) ставит в соответствие её голоморфное
продолжение в Cn. Очевидно, отображение T взимнооднозначно и линейно.

Пусть f ∈ GM(U). Оценим рост функции F = T (f). Пусть z = x + iy, x ∈ V, y ∈ Rn.
Так как

F (z) =
∑
|α|≥0

(Dαf)(x)

α!
(iy)α ,

то при любых m ∈ N и ε > 0

|F (z)| ≤ pm,ε(f)
∑
|α|≥0

ε|α|M|α|‖y‖|α|

(1 + ‖x‖)mα!
=

pm,ε(f)

(1 + ‖x‖)m
∞∑
N=0

εNMN‖y‖N
∑
|α|=N

1

α!
=

=
pm,ε(f)

(1 + ‖x‖)m
∞∑
N=0

εNMN‖y‖N
nN

N !
≤ 2t1pm,ε(f)

(1 + ‖x‖)m
sup
N∈Z+

(2εnt2‖y‖)N

KN

=

=
2t1pm,ε(f)

(1 + ‖x‖)m
ewK(2εnt2‖y‖). (7)
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Теперь оценим сверху |F (z)| в точках z = x + iy, для которых x /∈ V, y ∈ Rn. Пусть ξ —
произвольная точка множества V . Тогда из представления

F (z) =
∑
|α|≥0

(Dαf)(ξ)

α!
(z − ξ)α

имеем при любых m ∈ N и ε > 0

|F (z)| ≤ pm,ε(f)
∑
|α|≥0

ε|α|M|α|
(1 + ‖ξ‖)mα!

‖z − ξ‖|α| =

=
pm,ε(f)

(1 + ‖ξ‖)m
∞∑
N=0

εNMN‖z − ξ‖NnN

N !
≤ t1pm,ε(f)

(1 + ‖ξ‖)m
∞∑
N=0

(εnt2‖z − ξ‖)N

KN

≤

≤ 2t1pm,ε(f)

(1 + ‖ξ‖)m
ewK(2εnt2‖z−ξ‖).

Таким образом, в этом случае при любых m ∈ N и ε > 0

|F (z)| ≤ 2t1pm,ε(f) inf
ξ∈V

ewK(2εnt2‖z−ξ‖)

(1 + ‖ξ‖)m
. (8)

Для m ∈ N и s > 0 пусть gm,s(z) = inf
ξ∈V

(wK(s‖z− ξ‖)−m ln(1 +‖ξ‖)), где z = x+ iy, причём

x /∈ V, y ∈ Rn. Так как

wK(s‖z − ξ‖)−m ln(1 + ‖ξ‖) ≤ wK(2s‖x− ξ‖)−m ln(1 + ‖ξ‖) + wK(2s‖y‖) ≤

≤ wK(2s‖x− ξ‖) +m ln(1 + ‖x− ξ‖) + wK(2s‖y‖)−m ln(1 + ‖x‖),
то

gm,s(z) ≤ wK(2sdU(x)) +m ln(1 + dU(x)) + wK(2s‖y‖)−m ln(1 + ‖x‖).
Пользуясь неравенством (5) и полагая dm,s = m ln(1 + 1

2s
) + lnKm, имеем для z = x+ iy с

x /∈ V, y ∈ Rn

gm,s(z) ≤ wK(2esdU(x)) + wK(2s‖y‖)−m ln(1 + ‖x‖) + dm,s. (9)

Возвращаясь к (8) и пользуясь (9) с s = 2εnt2, выводим, что, каковы бы ни были ε > 0,
m ∈ N в точках z = x+ iy с x /∈ V, y ∈ Rn, справедлива оценка

|F (z)| ≤ Am,εpm,ε(f)ewK(4εent2dU (x))+wK(4εnt2‖y‖)−m ln(1+‖x‖), (10)

где Am,ε = 2t1e
dm,s . А принимая во внимание неравенство (7), делаем вывод, что оценка

(10) справедлива всюду в Cn.
Продолжим оценку (10). Для любого z ∈ Cn

|F (z)| ≤ Am,εpm,ε(f)ewK(4εent2dU (x))+wK(4εnt2‖y‖)−m ln(1+‖z‖)+m ln(1+‖y‖).

Снова пользуясь неравенством (5) и полагая Bm,ε = KmAm,ε(1 + 1
4εnt2

)m, имеем для любых
ε > 0, m ∈ N

|F (z)| ≤ Bm,εpm,ε(f)ewK(4εent2dU (x))+wK(4eεnt2‖y‖)−m ln(1+‖z‖), z ∈ Cn.

Отсюда следует, что для любых ε > 0, m ∈ N

qm,4eεnt2(T (f)) ≤ Bm,εpm,ε(f).

Таким образом, T – непрерывное отображение из GM(U) в E(U).
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Покажем теперь, что обратное отображение T−1 непрерывно. Пусть F — произвольная
функция из E(U). Покажем, что функция f = F|U принадлежит пространству GM(U).
Пусть m ∈ N, ε ∈ (0, 1), R > 0 произвольны. Пусть x ∈ V . Для любого α ∈ Zn

+

(1 + ‖x‖)m(Dαf)(x) =
α!

(2πi)n

∫
· · ·
∫

LR(x)

(1 + ‖x‖)mF (ζ)

(ζ1 − x1)α1+1 · · · (ζn − xn)αn+1
dζ,

где LR(x) = {ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Cn : |ζj − xj| = R, j = 1, . . . , n}, dζ = dζ1 · · · dζn. Отсюда

(1 + ‖x‖)m|(Dαf)(x)| ≤ α!

R|α|
max
ζ∈LR

(1 + ‖ζ − x‖)m(1 + ‖ζ‖)m|F (ζ)| ≤

≤ α!

R|α|
(1 +

√
nR)mqm,ε(F ) max

ζ=ξ+iη∈LR
ewK(εdU (ξ))+wK(ε‖η‖) ≤

≤ α!

R|α|
qm,ε(F )e2wK(ε

√
nR)+m ln(1+

√
nR).

Пользуясь леммой 5, имеем

(1 + ‖x‖)m|(Dαf)(x)| ≤ |α|!
R|α|

qm,ε(F )ewK(eε
√
nR)+m ln(1+

√
nR).

Теперь, привлекая неравенство (5), получаем

(1 + ‖x‖)m|(Dαf)(x)| ≤ |α|!
R|α|

Kmqm,ε(F )ewK(e2ε
√
nR)+m ln(1+ 1

eε
).

Переходя к точной нижней грани по R > 0, получаем

(1 + ‖x‖)m|(Dαf)(x)| ≤ |α|!
K|α|

Km(e2ε
√
n)|α|

(
1 +

1

eε

)m
qm,ε(F ) ≤

≤ t1(e2r2ε
√
n)|α|M|α|Km

(
1 +

1

eε

)m
qm,ε(F ).

Отсюда следует, что

pm,e2t2ε
√
n(f) ≤ t1Km

(
1 +

1

eε

)m
qm,ε(F ).

Это неравенство означает, что отображение T−1 непрерывно.
Таким образом, доказано, что пространства GM(U) и E(U) топологически изоморфны.

4. Описание пространства S∗(U) в терминах преобразования
Фурье-Лапласа

Пусть C∗ = {ξ ∈ Rm : < ξ, x > ≥ 0,∀x ∈ C} – конус, сопряженный к конусу C, pr C
– пересечение C с единичной сферой. Для r ≥ 0 пусть Br = {ξ ∈ Rn : ‖ξ‖ ≤ r}, B̃r –
внешность шара Br.

Лемма 6. Для y ∈ C,m ∈ N пусть g(ξ) = − < ξ, y > +m ln(1 + ‖ξ‖), ξ ∈ Rn. Тогда
найдётся число d > 0, не зависящее от y, такое, что

sup
ξ∈U

g(ξ) ≤ b(y) + dm+ 3m ln

(
1 +

1

∆C(y)

)
+ 2m ln(1 + ‖y‖).

Доказательство. В силу непрерывности и позитивной однородности b на C найдётся
число r > e такое, что |b(y)| ≤ r‖y‖ для y ∈ C. Отсюда следует, что U ⊂ C∗+ Br. Найдётся
и число R0 > 0 такое, что для всех R > R0 множество UR = U ∩ BR непусто. Положим
ŨR = U \ UR, IR = (C∗ + Br) ∩BR, ĨR = (C∗ + Br) \ IR.
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Пусть ξ0 — произвольная точка из V . Покажем, что для каждого y ∈ C найдётся число
R1 > R0 такое, что sup

ξ∈ĨR1

g(ξ) < g(ξ0). Отметим, что, если R > R2 = max(R0, 2r + m
∆C(y)

), то

sup
ξ∈ĨR

g(ξ) ≤ sup
ξ1∈C∗∩B̃R−r

g(ξ1) + sup
ξ2∈Br

g(ξ2) =

= sup
σ∈pr C∗

sup
t>R−r

(−t < σ, y > +m ln(1 + t)) + sup
ξ2∈Br

g(ξ2) =

≤ sup
σ∈pr C∗

(−(R− r) < σ, y >) +m ln(1 +R− r) + r‖y‖+m ln(1 + r) =

= −(R− r)∆C(y) +m ln(1 +R− r) + r‖y‖+m ln(1 + r). (11)

Покажем теперь, что для каждого y ∈ C можно найти число R3 > 0 так, что для R ≥ R3

будет выполнено неравенство

−(R− r)∆C(y) + (2m+ (r + ‖ξ0‖)‖y‖) ln(1 +R− r) < 0. (12)

Тогда тем более будет справедливо неравенство

−(R− r)∆C(y) +m ln(1 +R− r) + r‖y‖+m ln(1 + r) < g(ξ0). (13)

Отметим, что множество решений неравенства x−λ ln(1+x) > 0 с параметром λ > 1 содер-
жит интервал [λ2,∞). В качестве λ возьмём число 2m+(r+‖ξ0‖)‖y‖

∆C(y)
.Поскольку r > 1, то λ > 1.

Таким образом, неравенство (12) будет выполнено для всех R ≥ R3 = r +
(

2m+(r+‖ξ0‖)‖y‖
∆C(y)

)2

.

Положим теперь R1 = 3r+R0 + m
∆C(y)

+
(

2m+(r+‖ξ0‖)‖y‖
∆C(y)

)2

. Тогда, из (11) и (13) следует, что

sup
ξ∈ŨR1

g(ξ) < g(ξ0). Значит, sup
ξ∈U

g(ξ) = sup
ξ∈UR1

g(ξ). Таким образом, точка ξ̃, в которой дости-

гается точная верхняя грань функции g на U , принадлежит UR1 . Проводя элементарные
оценки, найдём постоянную d > 0, зависящую от r, R0,m и ξ0, такую, что

ln(1 + ‖ξ̃‖) ≤ d+ 3 ln

(
1 +

1

∆C(y)

)
+ 2 ln(1 + ‖y‖).

Следовательно,
sup
ξ∈U

g(ξ) = g(ξ̃) = − < ξ̃, y > +m ln(1 + ‖ξ̃‖) ≤

≤ b(y) + dm+ 3m ln

(
1 +

1

∆C(y)

)
+ 2m ln(1 + ‖y‖).

Лемма 6 доказана.
Доказательство теоремы 2. Пусть Φ — произвольный функционал из S∗(U). Хорошо

известно, что функция Φ̂ голоморфна в TC (см. [1], [2], [5], [7], [8]). Далее найдутся числа
m ∈ N и c > 0 такие, что

|(Φ, f)| 6 c‖f‖m,U , f ∈ S(U).

Полагая f(ξ) = ei<ξ,z>, где z = x+ iy, x ∈ Rn, y ∈ C, имеем

|Φ̂(z)| 6 c sup
ξ∈V,|α|≤m

|(iz)αei<ξ,z>|(1 + ‖ξ‖)m ≤

≤ c(1 + ‖z‖)me
sup
ξ∈V

(−<ξ,y>+m ln(1+‖ξ‖)
.

Воспользовавшись леммой 6, получаем

|Φ̂(z)| ≤ c(1 + ‖z‖)3meb(y)+dm

(
1 +

1

∆C(y)

)3m

, z ∈ TC .
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Таким образом, отображение F , ставящее каждому функционалу Φ из S∗(U) его преобра-
зование Фурье-Лапласа Φ̂, действует из S∗(U) в Vb(TC).

Как известно, S∗(U) (см., например, [5, с. 20]) есть индуктивный предел возрастающей
последовательности банаховых пространств S∗p(U), где S∗p(U) — сильное сопряжённое к
пространству Sp(U). Если Φ ∈ S∗m(U), то

|(Φ, f)| 6 ‖Φ‖−m,U‖f‖m,U , f ∈ S(U),

где ‖Φ‖−m,U — норма функционала Φ в S∗m(U), m ∈ N. Отсюда, пользуясь леммой 6,
получаем

N3m(Φ̂) ≤ edm‖Φ‖−m,U .
Из этого неравенства следует непрерывность F .

Доказательство биективности отображения F , непрерывности F−1 такое же, как в [1,
с. 170–173]. Таким образом, F — изоморфизм.

Замечание 2. Рассуждения Роевера в конце работы [9] позволяют получить следую-
щую оценку преобразования Фурье-Лапласа функционала Φ ∈ S∗(U):

Пусть ε > 0, η ∈ prC. Тогда найдутся числа Cε > 0 и m ∈ N (не зависящее от ε > 0)
такие, что |Φ̂(z)| ≤ Cε(1 + ‖z‖)meb(y), z = x+ iy, y ∈ εη + C.

5. Пространство GM(U) и сопряженное к нему

Пользуясь теоремой Арцела-Асколи, нетрудно показать, что для каждого m ∈ N еди-
ничный шар пространства Gm+1(U) относительно компактен в Gm(U). Поэтому GM(U) —
пространство (M∗) (о пространствах (M∗) см. [10], [11]).

Далее понадобится общий вид функционала из G′M(U). Пусть

Cm(U) = {f ∈ C(U) : p̃m(f) = sup
x∈U
|f(x)|(1 + ‖x‖)m <∞}, m ∈ N.

По стандартной схеме (см., [4, Предложения 2.10, 2.11, Следствие 2.12]) доказывается

Лемма 7. Пусть функционал T ∈ G′M(U), числа c > 0 и m ∈ N таковы, что

|(T, f)| 6 cpm(f), f ∈ GM(U).

Тогда найдутся функционалы Tα ∈ C ′m(U) (α ∈ Zn
+) такие, что

|(Tα, f)| 6 Cp̃m(f)

ε
|α|
mM|α|

, f ∈ Cm(U),

и (T, f) =
∑
|α|≥0

(Tα, D
αf), f ∈ GM(U).

Лемма 8. Пусть S ∈ G′M(U). Тогда Ŝ ∈ HM(TC).

Доказательство. Отметим вначале, что для любого z = x + iy ∈ TC (x ∈ Rn, y ∈ C)
функция fz(ξ) = ei<ξ,z> принадлежит пространству GM(U). Действительно, для любого
m ∈ N

pm(fz) = sup
ξ∈V,α∈Zn+

|(iz)αei<ξ,z>|(1 + ‖ξ‖)m

ε
|α|
mM|α|

≤

≤ sup
α∈Zn+

‖z‖|α|

ε
|α|
mM|α|

· sup
ξ∈V

e−<ξ,y>+m ln(1+‖ξ‖) = e
ωm(‖z‖)+sup

ξ∈V
(−<ξ,y>+m ln(1+‖ξ‖))

.

Пользуясь леммой 6 и неравенством (1), найдем постоянную A > 0, зависящую только от
m, такую, что

pm(fz) ≤ Aeωm+[r]+1(‖z‖)
(

1 +
1

∆C(y)

)3m

, (14)
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где r — число, определенное в ходе доказательства леммы 6.
Пусть теперь S ∈ G′M(U). В силу выше написанного на TC корректно определена

функция Ŝ(z) = (S, ei<ξ,z>). Пользуясь леммами 7 и 6, условием i4), легко показать, что
Ŝ ∈ H(TC). Далее найдутся числа m ∈ N и c > 0 такие, что

|(S, f)| 6 cpm(f), f ∈ GM(U).

Отсюда и из (14) получаем

|Ŝ(z)| 6 cAeωm+[r]+1(‖z‖)
(

1 +
1

∆C(y)

)3m

.

Лемма 8 доказана.
Пользуясь теоремой Монтеля и неравенством (1), получаем, что для каждого m ∈ N

вложения jm : Hb,m(TC) → Hb,m+1(TC) вполне непрерывны. Это означает, что HM(TC) —
пространство (LN∗) (о пространствах (LN∗) см. [10], [11]).

В леммах 9 и 10 будут использованы следующие обозначения. Точку z = (z1, . . . , zk) ∈ Ck

(k = 2, 3, . . .) будем записывать в виде z = (z′, zk), где z′ = (z1, . . . , zk−1) ∈ Ck−1.
Если в Cn определена функция ϕ, то при k = 1, . . . , n − 1 для z = (z1, . . . , zk) ∈ Ck и

ζ ∈ Cn пусть ϕk(z, ζ) = ϕ(z1 + ζ1, . . . , zk + ζk, ζk+1, . . . , ζn), для z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn и ζ ∈ Cn

пусть ϕn(z, ζ) = ϕ(z1 + ζ1, . . . , zn + ζn).
Для формы f =

∑m
k=1 fkdzk типа (0, 1), где f1, . . . , fm — функции в Cm, положим

‖f(z)‖2 =
∑m

k=1 |fk(z)|2.
Для u ∈ C1(Ω) (Ω – открытое множество в Cm) ∂u =

∑m
1

∂u
∂zj
dzj. Определение оператора

∂ на формах имеется в [12].
Через λm обозначаем меру Лебега в Cm.

Лемма 9. Пусть O — область голоморфности в Cn. Пусть функция ϕ ∈ psh(Cn) при
некоторых cϕ > 0 и ν > 0 удовлетворяет условию |ϕ(z) − ϕ(t)| 6 cϕ для всех z, t ∈ Cn

таких, что ‖z−t‖ 6 1
(1+‖t‖)ν , а функция h ∈ psh(O) при некотором ch > 0 удовлетворяет

условию |h(z)− h(t)| 6 ch для всех z, t ∈ O таких, что ‖z − t‖ 6 min
(

1, ∆O(t)
4

)
.

Пусть функция f ∈ H(Ck−1 × O) (где k = 2, . . . , n) удовлетворяет в Ck−1 × O при
некоторых cf > 0,mk−1 ≥ 0 неравенству

|f(z′, ζ)| 6 cf (1 + ‖(z′, ζ)‖)mk−1

(
1 +

1

∆O(ζ)

)mk−1

eϕk−1(z′,ζ)+h(ζ).

Тогда существует функция F ∈ H(Ck × O) такая, что F (z′, 0, ζ) = f(z′, ζ) для
z′ ∈ Ck−1, ζ ∈ O, и при некоторых C > 0 и mk ≥ 0 для z = (z′, zk) ∈ Ck, ζ ∈ O

|F (z, ζ)| 6 C(1 + ‖(z, ζ)‖)mk
(

1 +
1

∆O(ζ)

)mk
eϕk(z,ζ)+h(ζ).

Доказательство. Пусть функция µ ∈ C∞[0,∞) такова, что при t ≥ 0 0 6 µ(t) 6 1 и
|µ′(t)| 6 4, µ(t) = 1 при t ∈ [0, 1

3
], µ(t) = 0 при t ≥ 1. Для z ∈ Ck, ζ ∈ Cn пусть

Hk(z, ζ) = µ((1 +
√

2‖(z′, ζ)‖)ν |zk|).
Отметим, что Hk(z, ζ) = 0 вне множества

Ωk = {(z, ζ) ∈ Ck+n : (1 +
√

2‖(z′, ζ)‖)ν |zk| < 1}.
При j = 1, . . . , n

∂Hk

∂ζj
(z, ζ) =

√
2

2
ν|zk|µ′((1 +

√
2‖(z′, ζ)‖)ν |zk|)(1 +

√
2‖(z′, ζ)‖)ν−1 ζj

‖(z′, ζ)‖
.
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Для каждого j = 1, . . . , k − 1

∂Hk

∂zj
(z, ζ) =

√
2

2
ν|zk|µ′((1 +

√
2‖(z′, ζ)‖)ν |zk|)(1 +

√
2‖(z′, ζ)‖)ν−1 zj

‖(z′, ζ)‖
.

Далее
∂Hk

∂zk
(z, ζ) =

1

2
µ
′
((1 +

√
2‖(z′ , ζ)‖)ν |zk|)(1 +

√
2‖(z′ , ζ)‖)ν zk

|zk|
.

Пусть

Wk = {(z, ζ) ∈ Cn+k :
1

3
< (1 +

√
2‖(z′ , ζ)‖)ν |zk| < 1}.

Очевидно, ∂Hk(z, ζ) = 0 вне Wk. Если (z, ζ) ∈ Wk, то

‖∂Hk(z, ζ)‖2 =
k∑
j=1

∣∣∣∣∂Hk

∂zj
(z, ζ)

∣∣∣∣2 +
n∑
j=1

∣∣∣∣∣∂Hk

∂ζj
(z, ζ)

∣∣∣∣∣
2

=

=
(µ′(1 +

√
2‖(z′, ζ)‖ν |zk|)(1 +

√
2‖(z′, ζ)‖)ν)2

4

(
2ν2|zk|2

(1 +
√

2‖(z′, ζ)‖)2
+ 1

)
6

6 4(1 +
√

2‖(z′, ζ)‖)2ν

(
2ν2

(1 +
√

2‖(z′, ζ)‖)2+2ν
+ 1

)
6

≤ 4(2ν2 + 1)(1 +
√

2‖(z′, ζ)‖)2ν .

Итак, всюду в Ck ×O
‖∂Hk(z, ζ)‖2 6 4(2ν2 + 1)(1 +

√
2‖(z′, ζ)‖)2ν .

Выберем функцию vk ∈ C∞(Ck ×O) с подходящми оценками так, чтобы функция

F (z, ζ) = f(z′, ζ)Hk(z, ζ)− zkvk(z, ζ), (z, ζ) ∈ Ck ×O,
(для которой F (z′, 0, ζ) = f(z′, ζ), если (z′, ζ) ∈ Ck−1 × O) была голоморфна на Ck × O.
Итак, функция vk ∈ C∞(Ck ×O) должна удовлетворять уравнению

∂vk(z, ζ) =
f(z′, ζ)∂Hk(z, ζ)

zk
, (z, ζ) ∈ Ck ×O. (15)

Форму типа (0, 1), стоящую справа в (15), обозначим gk(z, ζ). Отметим, что gk(z, ζ) —
нулевая форма вне Wk. Непосредственно проверяется, что ∂gk(z, ζ) = 0 в Ck × O. Если
(z, ζ) ∈ Wk, то

‖gk(z, ζ)‖2 =
|f(z′, ζ)|2‖∂Hk(z, ζ)‖2

|zk|2
6

≤ 36(2ν2 + 1)c2
f4

ν(1 + ‖(z′, ζ)‖)2mk−1+4νe
2(ϕk−1(z′,ζ)+h(ζ)+mk−1 ln(1+ 1

∆O(ζ)
))
.

Полагая A1 = 36(2ν2 + 1)c2
f4

ν , имеем в Ck ×O

‖gk(z, ζ)‖2 6 A1(1 + ‖(z′, ζ)‖)2mk−1+4νe
2(ϕk−1(z′,ζ)+h(ζ)+mk−1 ln(1+ 1

∆O(ζ)
))
.

Отметим, что для (z, ζ) ∈ Ωk

‖(z1 + ζ1, . . . , zk + ζk, ζk+1, . . . , ζn)− (z1 + ζ1, . . . , zk−1 + ζk−1, ζk, . . . , ζn)‖ 6

≤ 1

(1 +
√

2‖(z′, ζ)‖)ν
≤ 1

(1 + ‖(z1 + ζ1, . . . , zk−1 + ζk−1, ζk, . . . , ζn)‖)ν
.

Поэтому для (z, ζ) ∈ Ωk |ϕk(z, ζ)− ϕk−1(z′, ζ)| 6 cϕ.
Далее получим интегральные оценки на ‖gk(z, ζ)‖. Имеем∫

Ck×O

‖gk(z, ζ)‖2e
−2(ϕk(z,ζ)+h(ζ)+mk−1 ln(1+ 1

∆O(ζ)
))

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+mk−1+k+ν)−1
dλn+k(z, ζ) =
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=

∫
Wk

‖gk(z, ζ)‖2e
−2(ϕk(z,ζ)+h(ζ)+mk−1 ln(1+ 1

∆O(ζ)
))

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+mk−1+k+ν)−1
dλn+k(z, ζ) 6

6 A1

∫
Wk

(1 + ‖(z′, ζ)‖)2νe2(ϕk−1(z′,ζ)−ϕk(z,ζ))

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+k)−1
dλn+k(z, ζ) 6

6 A1e
2cϕ

∫
Wk

(1 + ‖(z′, ζ)‖)2ν

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+k)−1
dλn+k(z, ζ) 6

6 A1e
2cϕ

∫
Cn+k−1

∫
|zk|< 1

(1+
√

2‖(z′,ζ)‖)ν

(1 + ‖(z′, ζ)‖)2ν

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+k)−1
dλ1(zk)dλn+k−1(z′, ζ) =

= πA1e
2cϕ

∫
Cn+k−1

dλn+k−1(z′, ζ)

(1 + ‖(z′, ζ)‖)2(n+k−1)+1
<∞.

Пользуясь теоремой 2.2.1′ из [13] найдём решение vk ∈ C∞(Ck ×O) уравнения (15) такое,
что

2

∫
Ck×O

|vk(z, ζ)|2e−2(ϕk(z,ζ)+h(ζ)+mk−1 ln(1+ 1
∆O(ζ)

))

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+mk−1+k+ν)−1(1 + ‖(z, ζ)‖2)2
dλn+k(z, ζ) 6

6
∫

Ck×O

|vk(z, ζ)|2e−2(ϕk(z,ζ)+h(ζ)+mk−1 ln(1+ 1
∆O(ζ)

))

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+mk−1+k+ν)−1
dλn+k(z, ζ).

Найдём интегральные оценки на F . Имеем∫
Ck×O

|F (z, ζ)|2e−2(ϕk(z,ζ)+h(ζ)+mk−1 ln(1+ 1
∆O(ζ)

))

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+mk−1+k+ν)−1(1 + ‖(z, ζ)‖2)3
dλn+k(z, ζ) 6

6 2

∫
Ck×O

|f(z′, ζ)|2|Hk(z, ζ)|2e−2(ϕk(z,ζ)+h(ζ)+mk−1 ln(1+ 1
∆O(ζ)

))

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+mk−1+k+ν)−1(1 + ‖(z, ζ)‖2)3
dλn+k(z, ζ)+

+2

∫
Ck×O

|zk|2|vk(z, ζ)|2e−2(ϕk(z,ζ)+h(ζ)+mk−1 ln(1+ 1
∆O(ζ)

))

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+mk−1+k+ν)−1(1 + ‖(z, ζ)‖2)3
dλn+k(z, ζ) 6

6 2c2
f

∫
Ωk

e2(ϕk−1(z′,ζ)−ϕk(z,ζ))

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+k+ν)−1(1 + ‖(z, ζ)‖2)3
dλn+k(z, ζ)+

+2

∫
Ck×O

|vk(z, ζ)|2e−2(ϕk(z,ζ)+h(ζ))+mk−1 ln(1+ 1
∆O(ζ)

))
dλn+k(z, ζ)

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+mk−1+k+ν)−1(1 + ‖(z, ζ)‖2)2
6

6 2c2
fe

2cϕ

∫
Cn+k

dλn+k(z, ζ)

(1 + ‖(z, ζ)‖2)n+k+ν+2
+

+

∫
Ck×O

‖gk(z, ζ)‖2e
−2(ϕk(z,ζ)+h(ζ))+mk−1 ln(1+ 1

∆O(ζ)
))
dλn+k(z, ζ)

(1 + ‖(z, ζ)‖)2(n+mk−1+k+ν)−1
= A2 <∞.

От интегральных оценок на F стандартным образом (см., например, [14, с. 205]) перехо-
дим к равномерным. Пусть R = min(∆O(ζ)

4
, 1

2(1+
√

2‖(z,ζ)‖)ν ). Пользуясь плюрисубгармонич-
ностью |F (z, ζ)|2 в Ck ×O и, далее, интегральными оценками на F , имеем

|F (z, ζ)|2 6
1

νn+k(R)

∫
BR(z,ζ)

|F (t, w)|2 dλn+k(t, w) ≤

6 A2 sup
(t,w)∈BR(z,ζ)

(e
2(ϕk(t,w)+h(w)+mk−1 ln(1+ 1

∆O(w)
))

(1 + ‖(t, w)‖)2(n+mk−1+k+ν)+5). (16)
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Так как ‖w − ζ‖ 6 min
(

1, ∆O(ζ)
4

)
, то |h(w) − h(ζ)| 6 ch. Отметим ещё, что для

(t, w) ∈ BR(z, ζ)

‖(t1 + w1, . . . , tk + wk, wk+1, . . . , wn)− (z1 + ζ1, . . . , zk + ζk, ζk+1, . . . , ζn)‖ =

= ‖(t1, . . . , tk, 0, . . . , 0) + w − (z1, . . . , zk, 0, . . . , 0)− ζ‖ 6 ‖t− z‖+ ‖w − ζ‖ 6

≤ 2R ≤ 1

(1 +
√

2‖(z, ζ)‖)ν
6

1

(1 + ‖(z1 + ζ1, . . . , zk + ζk, ζk+1, . . . , ζn)‖)ν
.

Поэтому для (t, w) ∈ BR(z, ζ) имеем |ϕk(t, w) − ϕk(z, ζ)| 6 cϕ. Отсюда и из (16) имеем
∀(z, ζ) ∈ Ck ×O

|F (z, ζ)|2 6
A2

νn+k(1)
(2 + ‖(z, ζ)‖)2(n+mk−1+k+ν)+5

(
1 +

2

∆O(ζ)

)2mk−1

·

·
(

4

∆O(ζ)
+ 2(1 +

√
2‖(z, ζ)‖)ν

)2(n+k)

e2(cϕ+ch)eϕk(z,ζ)+h(ζ).

Таким образом, найдётся постоянная C > 0 такая, что всюду в Ck ×O

|F (z, ζ)| 6 C(1 + ‖(z, ζ)‖)mk
(

1 +
1

∆O(ζ)

)mk
eϕk(z,ζ)+h(ζ),

где mk = (n+ k)(ν + 1) +mk−1 + 3.
Лемма доказана.

Лемма 10. Пусть O — область голоморфности в Cn. Пусть функция ϕ ∈ psh(Cn)
при некоторых cϕ > 0 и ν > 0 удовлетворяет условию |ϕ(z)−ϕ(t)| 6 cϕ для всех z, t ∈ Cn

таких, что ‖z−t‖ 6 1
(1+‖t‖)ν , а функция h ∈ psh(O) при некотором ch > 0 удовлетворяет

условию |h(z)− h(t)| 6 ch для всех z, t ∈ O таких, что ‖z − t‖ 6 min
(

1, ∆O(t)
4

)
.

Пусть функция f ∈ H(O) удовлетворяет при некотором cf > 0 неравенству

|f(ζ)| 6 cfe
ϕ(ζ)+h(ζ), ζ ∈ O.

Тогда существует функция F ∈ H(Cn×O) такая, что для ζ ∈ O F (ζ, ζ) = f(ζ) и при
некоторых C > 0 и N ≥ 0

|F (z, ζ)| 6 C(1 + ‖(z, ζ)‖)N
(

1 +
1

∆O(ζ)

)N
eϕ(z)+h(ζ), z ∈ Cn, ζ ∈ O.

Доказательство. Пусть функция µ ∈ C∞[0,∞) такова, что при t ≥ 0 0 6 µ(t) 6 1
и |µ′(t)| 6 4, µ(t) = 1 при t ∈ [0, 1

3
], µ(t) = 0 при t ≥ 1. На C × O рассмотрим функцию

H1(z1, ζ) = µ((1 + ‖ζ‖)ν |z1|). Отметим, что H1(z1, ζ) = 0 вне множества

Ω1 = {(z1, ζ) ∈ Cn+1 : (1 + ‖ζ‖)ν |z1| < 1}.

Пусть

W1 = {(z1, ζ) ∈ Cn+1 :
1

3
< (1 + ‖ζ‖)ν |z1|) < 1}.

Для любого (z1, ζ) ∈ C×O
∂H1

∂ζj
(z1, ζ) =

1

2
µ′((1 + ‖ζ‖)ν |z1|)ν|z1|(1 + ‖ζ‖)ν−1 ζj

‖ζ‖
, j = 1, . . . , n,

∂H1

∂z1

(z1, ζ) =
1

2
µ′((1 + ‖ζ‖)ν |z1|)(1 + ‖ζ‖)ν z1

|z1|
.
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Очевидно, ∂H1(z1, ζ) = 0 вне W1. Для (z1, ζ) ∈ W1

‖∂H1(z1, ζ)‖2 =
n∑
j=1

∣∣∣∣∂H1(z1, ζ)

∂ζj

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂H1(z1, ζ)

∂z1

∣∣∣∣2 =

=
1

4
(µ′((1 + ‖ζ‖)ν |z1|)(1 + ‖ζ‖)ν)2

(
ν2|z1|2

(1 + ‖ζ‖)2
+ 1

)
6

6 4(1 + ‖ζ‖)2ν

(
ν2

(1 + ‖ζ‖)2+2ν
+ 1

)
6 4(ν2 + 1)(1 + ‖ζ‖)2ν .

Итак, всюду в C×O
‖∂H1(z1, ζ)‖2 6 4(ν2 + 1)(1 + ‖ζ‖)2ν .

Выберем функцию v1 ∈ C∞(C×O) с нужными оценками так, чтобы функция

F1(z1, ζ) = f(ζ)H1(z1, ζ)− z1v1(z1, ζ)

была голоморфна на C × O. Очевидно, функция F1 будет удовлетворять условию:
F1(0, ζ) = f(ζ), ζ ∈ O. Итак, v1 ∈ C∞(C×O) должна удовлетворять уравнению

∂v1(z1, ζ) =
f(ζ)∂H1(z1, ζ)

z1

, (z1, ζ) ∈ C×O. (17)

Форму, стоящую справа в (17), обоначим через g1(z1, ζ). Легко проверить, что
∂g1(z1, ζ) = 0 всюду в C × O. Ясно, что g1(z1, ζ) — нулевая форма типа (0, 1) вне W1.
Если (z1, ζ) ∈ W1, то

‖g1(z1, ζ)‖2 =
|f(ζ)|2

|z1|2
‖∂H1(z1, ζ)‖2 6 c2

fe
2(ϕ(ζ)+h(ζ))36(ν2 + 1)(1 + ‖ζ‖)4ν .

Итак, полагая B1 = 36(ν2 + 1)c2
f , всюду в C×O

‖g1(z1, ζ)‖2 6 B1e
2(ϕ(ζ)+h(ζ))(1 + ‖ζ‖)4ν .

Напомним, что для (z1, ζ) ∈ Cn+1 ϕ1(z1, ζ) = ϕ(ζ1 + z1, ζ2, . . . , ζn) и если (z1, ζ) ∈ Ω1, то
|ϕ1(z1, ζ)− ϕ(ζ)| 6 cϕ.

Далее ∫
C×O

‖g1(z1, ζ)‖2e−2(ϕ1(z1,ζ)+h(ζ))

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+1+2ν
dλn+1(z1, ζ) =

=

∫
W1

‖g1(z1, ζ)‖2e−2(ϕ1(z1,ζ)+h(ζ))

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+1+2ν
dλn+1(z1, ζ) 6

6 B1

∫
W1

(1 + ‖ζ‖)2νe2(ϕ(ζ)−ϕ1(z1,ζ))

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+1
dλn+1(z1, ζ) 6

6 B1e
2cϕ

∫
W1

(1 + ‖ζ‖)2ν

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+1
dλn+1(z1, ζ) 6

6 B1e
2cϕ

∫
Cn

(1 + ‖ζ‖)2ν

(1 + ‖ζ‖)2n+1

(∫
|z1|< 1

(1+‖ζ‖)ν

dλ1(z1)

)
dλn(ζ) =

= πB1e
2Cϕ

∫
Cn

dλn(ζ)

(1 + ‖ζ‖)2n+1
<∞.

Пользуясь теоремой 2.2.1′ из [13] найдём решение v1 ∈ C∞(C×O) уравнения (17) такое,
что

2

∫
C×O

|v1(z1, ζ)|2e−2(ϕ1(z1,ζ)+h(ζ))

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+2ν+1(1 + ‖(z1, ζ)‖2)2
dλn+1(z1, ζ) 6
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6
∫

C×O

‖g1(z1, ζ)‖2e−2(ϕ1(z1,ζ)+h(ζ))

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+2ν+1
dλn+1(z1, ζ).

Оценим рост функции F1(z1, ζ). Имеем∫
C×O

|F1(z1, ζ)|2e−2(ϕ1(z1,ζ)+h(ζ))

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+2ν+1(1 + ‖(z1, ζ)‖2)3
dλn+1(z1, ζ) 6

6 2

∫
C×O

|f(ζ)|2|H1(z1, ζ)|2e−2(ϕ1(z1,ζ)+h(ζ))

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+2ν+1(1 + ‖(z1, ζ)‖2)3
dλn+1(z1, ζ)+

+2

∫
C×O

|z1|2|v1(z1, ζ)|2e−2(ϕ1(z1,ζ)+h(ζ))

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+2ν+1(1 + ‖(z1, ζ)‖2)3
dλn+1(z1, ζ) 6

6 2c2
f

∫
Ω1

e2(ϕ(ζ)−ϕ1(z1,ζ)))

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+2ν+1(1 + ‖(z1, ζ)‖2)3
dλn+1(z1, ζ)+

+2

∫
C×O

|v1(z1, ζ)|2e−2(ϕ1(z1,ζ)+h(ζ))

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+2ν+1(1 + ‖(z1, ζ)‖2)2
dλn+1(z1, ζ) 6

6 2c2
fe

2cϕ

∫
Cn+1

dλn+1(z1, ζ)

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+1
+

+

∫
C×O

‖g1(z1, ζ)‖2e−2(ϕ1(z1,ζ)+h(ζ))

(1 + ‖(z1, ζ)‖)2n+2ν+1(1 + ‖(z1, ζ)‖2)3
dλn+1(z1, ζ) = B2 <∞.

Найдём равномерные оценки на F1. Пусть (z1, ζ) ∈ C×O иR = min
(

∆O(ζ)
4

, 1
2(1+

√
2‖(z1,ζ)‖)ν

)
.

Ввиду плюрисубгармоничности функции |F1(z1, ζ)|2 в C×O справедливо неравенство

|F1(z1, ζ)|2 6
1

νn+1(R)

∫
BR(z1,ζ)

|F1(t1, w)|2dλn+1(t1, w).

Пользуясь им, имеем

|F1(z1, ζ)|2 6
B2

νn+1(1)

(
4

∆O(ζ)
+ 2(1 +

√
2‖(z1, ζ)‖)ν

)2(n+1)

·

·(2 + ‖(z1, ζ)‖)2n+2ν+7e
sup

(t1,w)∈BR(z1,ζ)
2(ϕ1(t1,w)+h(w))

.

Так как ‖w − ζ‖ 6 min(1, ∆O(ζ)
4

), то |h(w)− h(ζ)| 6 ch. Кроме того, для (t1, w) ∈ BR(z1, ζ)

‖(t1 + w1, w2, . . . , wn)− (z1 + ζ1, ζ1, . . . , ζn)‖ ≤ |t1 − z1|+ ‖w − ζ‖ 6

6 2R ≤ 1

(1 +
√

2‖(z1, ζ)‖)ν
6

1

(1 + ‖(z1 + ζ1, ζ2, . . . , ζn)‖)ν
,

поэтому,

|ϕ1(t1, w)− ϕ1(z1, ζ)| = |ϕ(t1 + w1, w2, . . . , wn)− ϕ(z1 + ζ1, ζ2, . . . , ζn)| 6 cϕ.

Пользуясь этими неравенствами, найдём постоянную C1 > 0 такую, что для любых
(z1, ζ) ∈ C×O

|F1(z1, ζ)| 6 C1(1 + ‖(z1, ζ)‖)n+(n+2)ν+4

(
1 +

1

∆O(ζ)

)n+1

eϕ1(z1,ζ)+h(ζ).

Далее (n−1) раз применяя последовательно лемму 9, построим функцию Fn ∈ H(Cn×O)
такую, что Fn(0, . . . , 0, ζ) = f(ζ) для ζ ∈ O и при некоторых Cn > 0 и N ≥ 0 всюду в
Cn ×O

|Fn(z, ζ)| 6 Cn(1 + ‖(z, ζ)‖)N
(

1 +
1

∆O(ζ)

)N
eϕn(z,ζ)+h(ζ).
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Для (z, ζ) ∈ Cn ×O положим F (z, ζ) = Fn(z − ζ, ζ). Тогда F ∈ H(Cn ×O), F (ζ, ζ) = f(ζ)
для ζ ∈ O и

|F (z, ζ)| 6 C(1 + ‖(z, ζ)‖)N
(

1 +
1

∆O(ζ)

)N
eϕ(z)+h(ζ), z ∈ Cn, ζ ∈ O,

где C = (1 +
√

2)NCn.
Лемма доказана.
Замечание 3. Определение функций Hk в леммах 9, 10 навеяно работой [15].

Лемма 11. Пусть O — область голоморфности в Cn. Пусть функция ϕ ∈ psh(Cn)
при некоторых cϕ > 0 и ν > 0 удовлетворяет условию |ϕ(z)−ϕ(t)| 6 cϕ для всех z, t ∈ Cn

таких, что ‖z−t‖ 6 1
(1+‖t‖)ν , а функция h ∈ psh(O) при некотором ch > 0 удовлетворяет

условию |h(z)− h(t)| 6 ch для всех z, t ∈ O таких, что ‖z − t‖ 6 min
(

1, ∆O(t)
4

)
.

Пусть функция S ∈ H(Cn ×O) удовлетворяет неравенству

|S(z, ζ)| 6 eϕ(z)+h(ζ), z ∈ Cn, ζ ∈ O,
и S(ζ, ζ) = 0, ζ ∈ O.

Тогда существуют функции S1, . . . , Sn ∈ H(Cn ×O), числа C > 0 и N ≥ 0 такие, что
для (z, ζ) ∈ Cn ×O:

a) S(z, ζ) =
n∑
j=1

Sj(z, ζ)(zj − ζj);

b) при любых j = 1, . . . , n

|Sj(z, ζ)| 6 C(1 + ‖(z, ζ)‖)N
(

1 +
1

∆O(ζ)

)N
eϕ(z)+h(ζ).

Доказательство. Пусть L(z, ζ) = S(z + ζ, ζ), z ∈ Cn, ζ ∈ O. Пользуясь условием на S,
имеем

|L(z, ζ)| 6 eϕn(z,ζ)+h(ζ), (z, ζ) ∈ Cn ×O (18)

и L(0, ζ) = S(ζ, ζ) = 0 для ζ ∈ O.
Для z1, . . . , zn ∈ C, z ∈ Cn, ζ ∈ O пусть L1(z1, ζ) = L(z1, 0, . . . , 0, ζ),

L2(z1, z2, ζ) = L(z1, z2, 0, . . . , 0, ζ), . . . , Ln(z, ζ) = L(z, ζ). Из (18) при k = 1, . . . , n

|Lk(z, ζ)| ≤ eϕk(z,ζ)+h(ζ), (z, ζ) ∈ Ck ×O. (19)

Так как L1(0, ζ) = 0 ∀ζ ∈ O, то функция

ψ
(1)
1 (z1, ζ) =

L1(z1, ζ)

z1

голоморфна в C×O. Оценим её рост. Для ζ ∈ O, |z1| ≥ 1
(1+‖ζ‖)ν ,

|ψ(1)
1 (z1, ζ)| 6 (1 + ‖ζ‖)νeϕ1(z,ζ)+h(ζ).

Для ζ ∈ O, |z1| < 1
(1+‖ζ‖)ν

|ψ(1)
1 (z1, ζ)| 6 max

|t1|= 1
(1+‖ζ‖)ν

∣∣∣∣L1(t1, ζ)

t1

∣∣∣∣ ≤ e2cϕ(1 + ‖ζ‖)νeϕ1(z1,ζ)+h(ζ).

Итак, полагая A1 = e2cϕ ,m1 = ν, имеем при любых z1 ∈ C, ζ ∈ O

|ψ(1)
1 (z1, ζ)| 6 A1(1 + ‖(z1, ζ)‖)m1

(
1 +

1

∆O(ζ)

)m1

eϕ1(z1,ζ)+h(ζ).

Кроме того, всюду в C×O L1(z1, ζ) = ψ
(1)
1 (z1, ζ)z1.
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Пусть для k = 2, . . . , n найдены функции ψ(k−1)
j ∈ H(Ck−1 ×O) (j = 1, . . . , k − 1) такие,

что

Lk−1(z1, . . . , zk−1, ζ) =
k−1∑
j=1

ψ
(k−1)
j (z1, . . . , zk−1, ζ)zj

и при некоторых Ak−1 > 0 и mk−1 ∈ N для всех z′ ∈ Ck−1, ζ ∈ O, j = 1, . . . , k − 1

|ψ(k−1)
j (z′, ζ)| 6 Ak−1(1 + ‖(z′, ζ)‖)mk−1

(
1 +

1

∆O(ζ)

)mk−1

eϕk−1(z′,ζ)+h(ζ).

По лемме 9 для каждого j = 1, . . . , k− 1 существует функция ψ(k)
j , голоморфная в Ck×O,

такая, что для z1, . . . , zk−1 ∈ C, ζ ∈ O

ψ
(k)
j (z1, . . . , zk−1, 0, ζ) = ψ

(k−1)
j (z1, . . . , zk−1, ζ)

и при некоторых Bk > 0 и m̃k ≥ 0 для z = (z′, zk) ∈ Ck, ζ ∈ O и всех j = 1, . . . , k − 1

|ψ(k)
j (z, ζ)| 6 Bk(1 + ‖(z, ζ)‖)m̃k

(
1 +

1

∆O(ζ)

)m̃k
eϕk(z,ζ)+h(ζ). (20)

Рассмотрим теперь функцию

Yk(z, ζ) = Lk(z, ζ)− ψ(k)
1 (z, ζ)z1 − . . .− ψ(k)

k−1(z, ζ)zk−1, z ∈ Ck, ζ ∈ O.
Пользуясь (19) и (20), найдём постоянную Ck > 0 такую, что

|Yk(z, ζ)| 6 Ck(1 + ‖(z, ζ)‖)m̃k+1

(
1 +

1

∆O(ζ)

)m̃k
eϕk(z,ζ)+h(ζ).

Отметим ещё, что для z1, . . . , zk−1 ∈ C, ζ ∈ O Yk(z1, . . . , zk−1, 0, ζ) = 0. Поэтому функция

ψ
(k)
k (z, ζ) =

Yk(z, ζ)

zk

голоморфна в Ck×O. Оценим рост функции ψ(k)
k . Пусть Rk = 1

2(1+
√

2‖(z′,ζ)‖)ν . Для z′ ∈ Ck−1,
ζ ∈ O, |zk| ≥ Rk

|ψ(k)
k (z, ζ)| < 2ν+1Ck(1 + ‖(z, ζ)‖)m̃k+ν+1

(
1 +

1

∆O(ζ)

)m̃k
eϕk(z,ζ)+h(ζ).

Для z′ ∈ Ck−1, ζ ∈ O, |zk| < Rk

|ψ(k)
k (z′, zk, ζ)| 6 max

|tk|=Rk

∣∣∣∣Yk(z′, tk, ζ)

tk

∣∣∣∣ ≤
≤ 2ν+m̃k+2

(
1 +

1

∆O(ζ)

)m̃k
e2cϕ(1 + ‖(z, ζ)‖)m̃k+ν+1eϕk(z,ζ)+h(ζ).

Положим mk = m̃k + ν + 1. Из оценок роста функции ψ
(k)
k и (20) следует, что найдётся

постоянная Ak > 0 такая, что для всех j = 1, . . . , k

|ψ(k)
j (z, ζ)| 6 Ak(1 + ‖(z, ζ)‖)mk

(
1 +

1

∆O(ζ)

)mk
eϕk(z,ζ)+h(ζ).

При этом
Lk(z, ζ) = ψ

(1)
1 (z, ζ)z1 + . . .+ ψ

(k)
k (z, ζ)zk, z ∈ Ck, ζ ∈ O.

При k = n получаем

Ln(z, ζ) = L(z, ζ) = ψ
(n)
1 (z, ζ)z1 + . . .+ ψ(n)

n (z, ζ)zn, z ∈ Cn, ζ ∈ O.
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Причем для любых z ∈ Cn, ζ ∈ O и j = 1, . . . , n

|ψ(n)
j (z, ζ)| 6 An(1 + ‖(z, ζ)‖)mn

(
1 +

1

∆O(ζ)

)mn
eϕn(z,ζ)+h(ζ). (21)

Отсюда

S(z, ζ) = ψ
(n)
1 (z − ζ, ζ)(z1 − ζ1) + . . .+ ψ(n)

n (z − ζ, ζ)(zn − ζn), z ∈ Cn, ζ ∈ O.

Пусть для z ∈ Cn, ζ ∈ O Sj(z, ζ) = ψ
(n)
j (z − ζ, ζ). Тогда

S(z, ζ) =
n∑
j=1

Sj(z, ζ)(zj − ζj), z ∈ Cn, ζ ∈ O.

Полагая N = mn, C = An2mn , имеем из неравенства (21): при любых z ∈ Cn, ζ ∈ O и
j = 1, . . . , n

|Sj(z, ζ)| 6 C(1 + ‖(z, ζ)‖)N
(

1 +
1

∆O(ζ)

)N
eϕ(z)+h(ζ).

Лемма 11 доказана.
Доказательство теоремы 3. По лемме 8 линейное отображение L : S ∈ G∗M(U) → Ŝ

действует из G∗M(U) в HM(TC).
Прежде чем показать непрерывность L, заметим, что топология пространства G∗M(U)

может быть описана следующим образом. Пусть Wk = {f ∈ GM(U) : pk(f) 6 1}, k ∈ N.
Пусть W 0

k = {F ∈ G′M(U) : |(F, f)| 6 1, ∀f ∈ Wk} — поляра в G′M(U) окрестности
Wk. Пусть Ek =

⋃
α>0

(αW 0
k ) — векторное подпространство в G′M(U), порожденное полярой

W 0
k , k = 1, 2, . . . Наделим Ek топологией, введя в Ek норму

qk(F ) = sup
f∈Wk

|(F, f)|, F ∈ Ek.

Заметим, что G′M(U) =
⋃∞
k=1Ek. Определим в G′M(U) топологию λ внутреннего индуктив-

ного предела пространств Ek. Поскольку GM(U) — пространство (M∗), то GM(U) — мон-
телевское, а значит и рефлексивное пространство. Но тогда сильная топология в G′M(U)
совпадает с топологией λ [16, с. 699-700].

Пусть теперь S ∈ Em, m ∈ N. Тогда

|(S, f)| 6 qm(S), ∀f ∈ Wm.

Отсюда следует, что
|(S, f)| 6 qm(S)pm(f), f ∈ GM(U).

Полагая в последнем неравенстве f(ξ) = exp(i < ξ, z >) с z ∈ TC , и пользуясь (14),
получаем

|Ŝ(z)| 6 qm(S)Aeωm+[r]+1(‖z‖)
(

1 +
1

∆C(y)

)3m

, (22)

где постоянная A > 0 не зависит от z ∈ TC . Пусть N(m) = max(m+ [r] + 1, 3m). Тогда из
неравенства (22) имеем

‖Ŝ‖N(m) 6 Aqm(S), S ∈ Em (m = 1, 2, . . .).

Отсюда следует, что L непрерывно.
Докажем биективность отображения L, действуя по схеме из [4].
Покажем вначале, что L сюръективно. Пусть F ∈ HM(TC), то есть, F ∈ H(TC) и при

некоторых c > 0,m ∈ N функция F удовлетворяет оценке

|F (z)| 6 ceωm(‖z‖)
(

1 +
1

∆C(y)

)m
.



94 И.Х. МУСИН, П.В. ФЕДОТОВА

Так как при некотором r > e |b(y)| ≤ r‖y‖ для y ∈ C, то справедливо неравенство

|F (z)| 6 ceb(y)+ωm(‖z‖)+r‖z‖
(

1 +
1

∆C(y)

)m
.

Пользуясь неравенством (1) и полагая c1 = ce([r]+1)Q, k = m+ [r] + 1, имеем

|F (z)| 6 c1e
ωk(‖z‖)eb(Imz)

(
1 +

1

∆TC (z)

)m
.

Покажем теперь, что найдется функционал T ∈ G′M(U) такой, что T̂ = F . Функции
ϕ(z) = ωk(‖z‖) и h(ζ) = b(Imζ) + m ln(1 + 1

∆TC
(ζ)

), где z ∈ Cn, ζ ∈ TC , удовлетворяют
условиям леммы 10. Поэтому найдётся функция Φ ∈ H(Cn×TC) такая, что Φ(ζ, ζ) = F (ζ)
для ζ ∈ TC и при некоторых c2 > 0 и N ≥ 0 для z ∈ Cn, ζ ∈ TC

|Φ(z, ζ)| 6 c2(1 + ‖(z, ζ)‖)N
(

1 +
1

∆TC (ζ)

)N
eb(Imζ)eωk(‖z‖). (23)

Так как Φ(z, ζ) – целая по z, то разлагая Φ(z, ζ) по степеням z, имеем
Φ(z, ζ) =

∑
|α|≥0

Cα(ζ)zα, ζ ∈ TC , z ∈ Cn. По формуле Коши

Cα(ζ) =
1

(2πi)n

∫
|z1|=R

. . .

∫
|zn|=R

Φ(z, ζ)

zα1+1
1 . . . zαn+1

n

dz1 . . . dzn,

где α ∈ Zn
+, R > 0 – любое. Отсюда следует, что Cα ∈ H(TC). Воспользовавшись (23),

имеем для ζ ∈ TC

|Cα(ζ)| 6
c2(1 +

√
nR)N(1 + ‖ζ‖)Neb(Imζ)+ωk(

√
nR)
(

1 + 1
∆TC

(ζ)

)N
R|α|

.

Пользуясь леммой 1, найдём постоянную c3 > 0 такую, что ∀R > 0

|Cα(ζ)| 6 c3
eωk+1(

√
nR)

R|α|
(1 + ‖ζ‖)Neb(Imζ)

(
1 +

1

∆TC (ζ)

)N
, ζ ∈ TC .

Следовательно, для ζ ∈ TC

|Cα(ζ)| 6 c3

( √
n

εk+1

)|α|(
inf
R>0

eωM (r)

r|α|

)
eb(Imζ)(1 + ‖ζ‖)N

(
1 +

1

∆TC (ζ)

)N
.

Так как (см. [17; гл. 1. п. 8])

inf
R>0

eωM (r)

rk
=

1

Mk

, k = 0, 1, . . . ,

то для любых α ∈ Zn
+, ζ ∈ TC справедлива оценка

|Cα(ζ)| 6 c3

( √
n

εk+1

)|α|
eb(Imζ)

M|α|
(1 + ‖ζ‖)N

(
1 +

1

∆TC (ζ)

)N
. (24)

Таким образом, для любого α ∈ Zn
+ Cα ∈ V (TC). По теореме 2 найдутся функционалы

Sα ∈ S∗(U) такие, что Ŝα = Cα.

Из (24) и свойств пространств (LN∗) следует, что множество {M|α|
(
εk+1√
n

)|α|
Cα}α∈Zn+

ограничено в V (TC). Но тогда ввиду топологического изоморфизма пространств S∗(U)
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и V (TC) множество A = {M|α|
(
εk+1√
n

)|α|
Sα}α∈Zn+ ограничено в S∗(U). А значит, и слабо

ограничено. По теореме Шварца [1, с. 93] найдутся числа c4 > 0 и p ∈ N такие, что

|(F, f)| 6 c4‖f‖p,U , F ∈ A, f ∈ S(U).

Итак, для любых ∀α ∈ Zn
+, f ∈ S(U)

|(Sα, f)| 6 c4

( √
n

εk+1

)|α| ‖f‖p,U
M|α|

. (25)

Определим функционал T на GM(U) по правилу:

(T, f) =
∑
|α|≥0

(Sα, (−i)|α|Dαf), f ∈ GM(U). (26)

Покажем, что он корректно определён. Пользуясь (25), имеем для любых f ∈ GM(U),
α ∈ Zn

+, s ∈ N

|(Sα, Dαf)| 6 c4

( √
n

εk+1

)|α|
1

M|α|
sup

x∈U,|β|6p
|(Dα+βf)(x)|(1 + ‖x‖)p 6

6 c4

( √
n

εk+1

)|α|
1

M|α|
sup

x∈U,|β|6p

ps(f)ε
|α|+|β|
s M|α|+|β|(1 + ‖x‖)p

(1 + ‖x‖)s
.

Пользуясь условием i2), при s ≥ p, имеем

|(Sα, Dαf)| 6 c4

( √
n

εk+1

)|α|
ps(f) sup

|β|6p
ε|α|+|β|s H1H

|α|+|β|
2 M|β| 6

6 c4

( √
n

εk+1

)|α|
H1MpH

|α|
2 ps(f)ε|α|s = c4H1Mp

(√
nεsH2

εk+1

)|α|
ps(f).

Выберем теперь s настолько большим, что τs =
√
nεsH2

εk+1
< 1. Итак, для любых

f ∈ GM(U), α ∈ Zn
+

|(Sα, Dαf)| 6 c5τ
|α|
s ps(f),

где c5 = c4H1Mp. Отсюда следует, что ряд в правой части в (26) сходится. Причём,

|(T, f)| 6 c4

(1− τs)n
ps(f), f ∈ GM(U).

Следовательно, линейный функционал T корректно определен и непрерывен. Кроме того,
T̂ = F. Действительно, для любого z ∈ TC

T̂ (z) =
∑
|α|≥0

(Sα, (−i)|α|Dα(ei<ζ,z>)) =
∑
|α|≥0

(Sα, (−i)|α|(iz)α(ei<ζ,z>)) =

=
∑
|α|≥0

zα(Sα, (e
i<ζ,z>)) =

∑
|α|≥0

Cα(z)zα = Φ(z, z) = F (z).

Таким образом, отображение L сюръективно.
Покажем, что отображение L инъективно. Пусть для T ∈ G′M(U) T̂ ≡ 0. Покажем, что

T — нулевой функционал. Найдутся числа m ∈ N и cT > 0 такие, что

|(T, f)| 6 cTpm(f), f ∈ GM(U).

По лемме 7 найдутся функционалы Tα ∈ C ′m(U) (α ∈ Zn
+) такие, что

(T, f) =
∑
α∈Zn+

(Tα, D
αf), f ∈ GM(U),
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и
|(Tα, g)| 6 cT

ε
|α|
mM|α|

p̃m(g), g ∈ Cm(U). (27)

Отсюда для любого z ∈ TC
T̂ (z) =

∑
α∈Zn+

(Tα, (iz)αei<ζ,z>) =
∑
α∈Zn+

i|α|(Tα, e
i<ζ,z>)zα.

Пусть Vα(z) = i|α|(Tα, e
i<ξ,z>). Очевидно Vα ∈ H(TC). Пользуясь (27) и леммой 6, получаем

оценку

|Vα(z)| 6 d1

ε
|α|
mM|α|

(1 + ‖z‖)2m

(
1 +

1

∆C(y)

)3m

eb(y), (28)

где d1 > 0 — некоторая постоянная, не зависящая от z = x+ iy ∈ TC и α ∈ Zn
+. Рассмотрим

функцию S(u, z) =
∑
|α|≥0

Vα(z)uα, z ∈ TC , u ∈ Cn. Оценим |S(u, z)| сверху, пользуясь (28).

Имеем

|S(u, z)| 6
∑
|α|≥0

d1‖u‖|α|

ε
|α|
mM|α|

(1 + ‖z‖)2m

(
1 +

1

∆C(y)

)3m

eb(y) =

= d1

(
1 +

1

∆C(y)

)3m

eb(y)
∑
|α|≥0

‖u‖|α|

ε
|α|
m+1M|α|

(
εm+1

εm

)|α|
6

6 d1e
b(y)

(
1 +

1

∆C(y)

)3m

sup
α∈Zn+

‖u‖|α|

ε
|α|
m+1M|α|

∑
|α|≥0

(
εm+1

εm

)|α|
6

6 d1e
b(y)

(
1 +

1

∆C(y)

)3m

eωm+1(‖u‖)
(

εm
εm − εm+1

)n
.

Отметим, что S(z, z) =
∑
|α|≥0 Vα(z)zα = 0, ∀z ∈ TC . Тогда по лемме 11 найдутся функции

S1, . . . , Sn ∈ H(Cn × TC) такие, что

S(z, ζ) =
n∑
j=1

Sj(z, ζ)(zj − ζj), z ∈ Cn, ζ ∈ TC ,

и при некоторых d2 > 0 и N ∈ N для любых j = 1, 2, . . . , n, z ∈ Cn, ζ ∈ TC

|Sj(z, ζ)| 6 d2(1 + ‖(z, ζ)‖)N
(

1 +
1

∆TC (ζ)

)N
eωm+1(‖z‖)+b(Imζ). (29)

Разложим Sj в ряд Тейлора по степеням z:

Sj(z, ζ) =
∑
|α|≥0

Sj,α(ζ)zα, z ∈ Cn, ζ ∈ TC .

Из (29) по формуле Коши для коэффициентов степенного ряда (и принимая во внимание
неравенство (1)) имеем при некотором d3 > 0

|Sj,α(ζ)| 6 inf
R>0

max
|z1|=R,...,|zn|=R

|Sj(z, ζ)|

R|α|
6

6 inf
R>0

d3e
ωm+2(

√
nR)e

b(Imζ)+N ln(1+ 1
∆TC

(ζ)
)+N ln(1+‖ζ‖))

R|α|
=

= d3e
b(Imζ)e

N ln(1+ 1
∆TC

(ζ)
)+N ln(1+‖ζ‖)

inf
R>0

eω(R)
√
n
|α|

(Rεm+2)|α|
=
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= d3e
b(Imζ)e

N ln(1+ 1
∆TC

(ζ)
)+N ln(1+‖ζ‖) 1

M|α|

( √
n

εm+2

)|α|
.

Выберем k ∈ N так, что εk
√
n < εm+2. Тогда

|Sj,α(ζ)| 6 d3e
b(Imζ)e

N ln(1+ 1
∆TC

(ζ)
)+N ln(1+‖ζ‖)

ε
|α|
k M|α|

, ζ ∈ TC . (30)

Поскольку преобразование Фурье-Лапласа устанавливает топологический изоморфизм
между S∗(U) и V (TC), то найдутся функционалы ψj,α ∈ S∗(U) такие, что ψ̂j,α = Sj,α.
Из (30) следует, что множество {Sj,αε|α|k M|α|}α∈Zn+ ограничено в V (TC). Но тогда множе-
ство Ψ = {ε|α|k M|α|ψj,α}α∈Zn+,j=1,...,n ограничено в S∗(U). А значит, и слабо ограничено. По
теореме Шварца [1, с. 93] найдутся числа d4 > 0 и p ∈ N такие, что

|(F, ϕ)| 6 d4|‖ϕ‖|p,U , F ∈ Ψ, ϕ ∈ S(U).

Таким образом, ∀j = 1, . . . , n, ∀α ∈ Zn
+

|(Ψj,α, f)| 6 d4

ε
|α|
k M|α|

‖f‖p,U , f ∈ S(U). (31)

Для j = 1, . . . , n и α ∈ Zn хотя бы с одной отрицательной компонентой пусть Ψj,α —
нулевой функционал из S∗(U) и Sj,α(z) = 0, ∀z ∈ Cn. Тогда

S(z, ζ) =
n∑
j=1

Sj(z, ζ)(zj − ζj) =
n∑
j=1

∑
|α|≥0

Sj,α(ζ)zα(zj − ζj) =

=
n∑
j=1

∑
|α|≥0

Sj,α(ζ)zα1
1 . . . z

αj+1
j . . . zαn −

n∑
j=1

∑
|α|≥0

Sj,α(ζ)zαζj =

=
n∑
j=1

∑
|α|≥0

(Sj,(α1,...,αj−1,...,αn)(ζ)− Sj,α(ζ)ζj)z
α, z ∈ Cn, ζ ∈ TC .

Учитывая, что S(z, ζ) =
∑
Vα(ζ)zα, ∀ζ ∈ TC , z ∈ Cn, имеем ∀α ∈ Zn

+

Vα(ζ) =
n∑
j=1

(Sj,(α1,...,αj−1,...,αn)(ζ)− Sj,α(ζ)ζj). (32)

Правая часть в (32) может быть представлена в виде
n∑
j=1

(Ψ̂j,(α1,...,αj−1,...,αn)(ζ) + i(Ψj,α,
∂

∂ξj
(ei<ξ,ζ>))).

То есть, правая часть – преобразование Фурье-Лапласа функционала, действующего по
правилу

f ∈ S(U)→
n∑
j=1

(Ψj,(α1,...,αj−1,...,αn), f) + i(Ψj,α, (
∂

∂ξj
f)).

Значит, (Tα, f) = (−i)|α|
∑n

j=1(i(Ψj,α, (
∂
∂ξj
f)) + (Ψj,(α1,...,αj−1,...,αn), f)). Таким образом, для

f ∈ GM(U)

(T, f) =
∑
|α|≥0

(Tα, D
αf) =

=
∑
|α|≥0

(−i)|α|
n∑
j=1

(i(Ψj,α, (
∂

∂ξj
Dαf)) + (Ψj,(α1,...,αj−1,...,αn), D

αf).
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Для произвольных N ∈ N и j = 1, . . . , n) определим множества

BN = {α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn : α1 6 N, . . . , αn 6 N},
RN,j = {α1 6 N, . . . , αj = N, . . . , αn 6 N,α ∈ Zn

+}
и функционал TN на GM(U) по правилу

(TN , f) =
∑
α∈BN

(−i)|α|
n∑
j=1

(i(Ψj,α, (
∂

∂ξj
Dαf)(ξ)) + (Ψj,(α1,...,αj−1,...,αn), D

αf).

Тогда (T, f) = lim
N→∞

(TN , f), f ∈ GM(U).
Из представления

(TN , f) =
n∑
j=1

(
∑
α∈BN

((−i)|α|i(Ψj,α,
∂

∂ξj
Dαf)+

+
∑
β∈BN

(−i)|β|(Ψj,(β1,...,βj−1,...,βn), D
βf)).

видно, что для фиксированного j ∈ {1, . . . , n} слагаемые, соответствующие мультииндексу
α с α1 6 N, . . . , αj 6 N − 1, . . . , αn 6 N , и слагаемые, соответствующие мультииндексу
β = (β1, . . . , . . . , βn) = αn с β1 = α1, . . . , βj = αj + 1, . . . , βn = αn, взаимно уничтожают друг
друга. Поэтому

(TN , f) =
n∑
j=1

∑
α∈RN,j

(−i)|α|i(Ψj,α,
∂

∂ξj
Dαf), f ∈ GM(U).

Далее, принимая во внимание (31), ∀f ∈ GM(U), имеем

|(TN , f)| 6
n∑
j=1

∑
α∈RN,j

|(Ψj,α,
∂

∂ξj
Dαf)| 6

6
n∑
j=1

∑
α∈RN,j

d4

ε
|α|
k M|α|

sup
ξ∈U,|γ|6p

(|Dγ(
∂

∂ξj
Dαf)(ξ)|(1 + ‖ξ‖)p) =

=
n∑
j=1

∑
α∈RN,j

d4

ε
|α|
k M|α|

sup
ξ∈U,|γ|6p

(|(D(α1+γ1,...αj+γj+1,...,αn+γn)f)(ξ)|(1 + ‖ξ‖)p)).

Выберем натуральное s > k так, что q = εsH2

εk
< 1. Тогда ∀f ∈ GM(U)

|(TN , f)| 6
n∑
j=1

∑
α∈RN,j

d4

ε
|α|
k M|α|

ps(f) sup
ξ∈U,|γ|6p

ε
|α|+|γ|+1
s M|α|+|γ|+1

(1 + ‖ξ‖)s−p
6

6
n∑
j=1

∑
α∈RN,j

d4

ε
|α|
k M|α|

ps(f)ε|α|s sup
|γ|6p

ε|γ|+1|
s H1H

|α|+|γ|+1
2 M|α|M|γ|+1 6

6
n∑
j=1

∑
α∈RN,j

d4Mp+1ps(f)

(
εsH2

εk

)|α|
<

< d4Mp+1ps(f)nqN(N + 1)n−1.

Отсюда следует, что (TN , f)→ 0 приN →∞, ∀f ∈ GM(U). Значит (T, f) = 0, ∀f ∈ GM(U).
Итак, T — нулевой функционал. Взаимнооднозначность отображения L доказана.

По теореме об открытом отображении [14, с. 12], [18, с. 230] отображение L−1 непрерыв-
но. Таким образом, L — топологический изоморфизм.

Теорема 3 доказана.
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6. О сопряженном к пространству E(U)

Пусть S ∈ G′M(U). Определим функционал T на E(U) по формуле

(T, F ) = (S, f), F ∈ E(U), f = F|U.

Очевидно, T — линейный непрерывный функционал на E(U). Таким образом, построе-
но линейное отображение B, действующее из G′M(U) в E ′(U) по правилу A(S) = T . Оно
взаимнооднозначно ввиду изоморфизма между GM(U) и E(U). Легко видеть, что отобра-
жение B осуществляет топологический изоморфизм пространств S ∈ G∗M(U) и E∗(U).

Отсюда, пользуясь теоремой 3, получаем следующий результат.
Теорема 4. Преобразование Лапласа устанавливает топологический изоморфизм про-

странств E∗(U) и HM(TC).
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