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ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА В ВЫПУКЛЫХ
ОБЛАСТЯХ ИЗ Cn.

А.С. КРИВОШЕЕВ

Аннотация. В работе изучаются инвариантные относительно операции дифференци-
рования подпространства пространств функций, аналитических в выпуклых областях
Cn. Получен критерий аналитического продолжения функций из произвольных за-
мкнутых главных инвариантных подпространств, допускающих спектральный синтез,
в произвольных ограниченных выпуклых областях.

Ключевые слова: инвариантные подпространства, аналитическое продолжение, це-
лая функция, оператор свертки.

1. Введение

Пусть D — выпуклая область в Cn; H(D) — пространство функций аналитических
в D с топологией равномерной сходимости на компактных подмножествах из D; H∗(D)
— сильно сопряженное к H(D) пространство (называемое пространством аналитических
функционалов в D); W — нетривиальное (W 6= {0}, H(D)) замкнутое подпространство
в H(D). В данной работе будут рассматриваться подпространства, инвариантные относи-
тельно операторов частного дифференцирования, т.е. вместе с каждой функцией ϕ(z) они
содержат также и ее производные ∂ϕ/∂z1, . . . , ∂ϕ/∂zn. Важным примером инвариантного
подпространства является пространство всех решений, аналитических в D однородного
уравнения свертки

M [ϕ](z) = µ(ϕ(z + y)) ≡ 0, µ ∈ H∗(D). (1)

Оператор свертки M корректно определен, поскольку каждый функционал µ ∈ H∗(D)
продолжается как линейный и непрерывный на пространство функций локально анали-
тических на некотором компакте из D (см., [1], гл. 3, § 14, п. 2). Этот оператор линейно
и непрерывно действует из пространства H(D) в пространство функций, аналитических
в окрестности начала координат, и является перестановочным с операторами дифферен-
цирования. Поэтому пространство решений уравнения (1) замкнуто и инвариантно от-
носительно дифференцирования. Также замкнутым и инвариантным относительно диф-
ференцирования является и пространство решений системы уравнений вида (1). Другим
примером инвариантного подпространства служит замкнутое множество функций, каж-
дая из которых разлагается в ряд экспонент или экспоненциальных мономов, сходящийся
равномерно на компактах из области D:

ϕ(z) =

∞,km∑
m=1,|α|=0

cm,αz
α exp 〈λ(m), z〉 , z ∈ D.
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Здесь 〈z, λ〉 = z1λ1 + . . .+ znλn, α ∈ Zn
+, |α| = α1 + . . .+ αn и zα = zα1

1 . . . zαn
n . Обобщением

этого примера является подпространство, представляющее из себя замыкание в тополо-
гии H(D) линейной оболочки системы экспоненциальных многочленов {pλ(z) exp 〈z, λ〉},
λ ∈ A, где A — некоторое подмножество Cn.

Основными в теории инвариантных подпространств являются следующие задачи:
1) спектральный синтез, т.е. аппроксимация элементов инвариантного подпространства
посредством экспоненциальных многочленов, лежащих в этом подпространстве; 2) фун-
даментальный принцип, т.е. представление функций из инвариантного подпространства
рядами экспонент, интегралами от экспонент, рядами из интегралов от экспонент или экс-
поненциальных многочленов; 3) аналитическое продолжение функций из инвариантного
подпространства. Данная работа посвящена изучению последней задачи. Первоначально
она естественным образом возникла из проблемы распространения сходимости рядов экс-
понент и их частного случая — степенных рядов. Первые результаты по этой проблеме
были получены еще в позапрошлом веке (см., например, [2],[3]). В дальнейшем было за-
мечено, что эффект продолжения присущ не только суммам рядов экспонент, но и более
общим пределам экспоненциальных многочленов. Оказалось, что функции, аналитиче-
ские в выпуклой области и являющиеся там пределами экспоненциальных многочленов,
могут аналитически продолжаться в более широкую выпуклую область. Поскольку за-
мыкание экспоненциальных многочленов является одним из базовых примеров инвари-
антных подпространств, то в ее современном виде проблема продолжения формулируется
следующим образом. При каких условиях каждая функция из замкнутого инвариантного
подпространства в H(D), допускающего спектральный синтез, аналитически продолжа-
ется в более широкую выпуклую область (одну и ту же для вcех функций). Таким об-
разом, проблема продолжения формулируется лишь для подпространств, допускающих
спектральный синтез. В этой связи следует отметить, что проблема спектрального синте-
за в случае одной переменной полностью решена в работах [4] и [5]. В случае нескольких
переменных доказано, что пространство решений однородного уравнения свертки допус-
кает спектральный синтез в произвольной выпуклой области (см. [6], [7]). Что касается
проблемы продолжения, то ее исследование имеет богатую историю. Подробный обзор со-
ответствующих результатов имеется в [8]. Здесь мы отметим лишь, что в случае одной
переменной проблема продолжения изучалась в работах [9]–[24] и др. Полное ее решение
для n = 1 найдено в [25] и [26]. В случае многих переменных исследования проводились в
работах [27]–[31], [7], [24], [8] и др. Для n > 1 были получены лишь некоторые достаточ-
ные условия продолжения. Никаких необходимых условий найдено не было. Кроме того,
продолжение осуществлялось только в максимально возможную выпуклую область. В на-
стоящей работе получен критерий продолжения для произвольных главных замкнутых
инвариантных подпространств, допускающих спектральный синтез, в произвольных вы-
пуклых областях из Cn при одном естественном ограничении на неограниченные области
(термин "главные"мы разъясним несколько ниже). Для ограниченных выпуклых обла-
стей проблема продолжения решена полностью. При этом критерий получен для любой
области, которая лежит в максимально возможной и содержит исходную. Этот результат
содержит в себе как частный случай все результаты по проблеме продолжения, получен-
ные ранее, для одной переменной и все результаты для многих переменных, касающиеся
главных инвариантных подпространств. А таковыми являются все предшествующие ре-
зультаты за исключением тех, которые получены в работе [24].

Введем теперь некоторые понятия и обозначения, необходимые нам в дальнейшем. Из-
вестно (см., например, [1], гл. 3, § 12, п. 7), что преобразование Лапласа аналитических
функционалов µ ∈ H∗(D), задаваемое по формуле f(z) = (µ, exp 〈z, λ〉), устанавливает
алгебраический и топологический изоморфизм между пространством H∗(D) и подпро-
странством целых функций экспоненциального типа PD, которое представляет из себя
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индуктивный предел банаховых пространств:

PD = lim
m→∞

indBm,

Bm = {g ∈ H(Cn) : sup
z∈Cn

|g(z)| exp[−HKm(z)] <∞}.

Здесь {Km}∞m=1 – последовательность выпуклых компактов изD такая, чтоKm ⊂ intKm+1,
m = 1, 2. . . . и

⋃
m

Km = D; intM обозначает внутренность множества M и

HM(z) = sup
y∈M

Re 〈z, y〉

— опорная функция M (точнее комплексно сопряженного к M множества). Функция
HM(z) выпукла, положительно однородна порядка один, полунепрерывна снизу, может
принимать значения +∞. Она непрерывна во внутренности того множества, где прини-
мает конечные значения. Если M ограничено, то HM(z) ограничена и непрерывна (см.
[32]).

Пусть ψ(z) – плюрисубгармоническая функция порядка (не выше) один и конечного
типа (при порядке один), т.е. ψ(z) 6 b + d|z|, z ∈ Cn. Через hψ(z) и hψ(z) обозначим
соответственно ее верхний и нижний индикаторы, т.е.

hψ(z) = lim
w→z

lim
t→+∞

ψ(tw)/t,

hψ(z) = lim
δ→0

limt→+∞
1

σnδ2n

∫
B(z,δ)

ψ(ty)

t
dσ(y),

где B(z, δ) — шар с центром в точке z и радиуса δ, dσ — мера Лебега, а σn — объем
единичного шара в Cn = R2n. Если ψ(z) = ln |f(z)|, где f(z) — целая функция экспо-
ненциального типа (другими словами, для некоторых A,C > 0 выполнено неравенство
|f(z)| 6 C expA|z|, z ∈ Cn), то вместо hln |f | и h̄ln |f | будем использовать для простоты
обозначения hf (z) и h̄f (z). Из определений индикаторов легко следует, что они положи-
тельно однородны порядка один, и выполнено неравенство h̄f (z) 6 hf (z), z ∈ Cn. Если же
в некоторой точке z ∈ Cn верно равенство h̄f (z) = hf (z), то говорят, что f (точнее плю-
рисубгармоническая функция ln |f |) имеет (вполне) регулярный рост на луче tz, t > 0.
Для n = 1 индикатор hf (z) является ограниченной выпуклой, а, следовательно, и непре-
рывной функцией, для n > 1 hf (z) — разрывная плюрисубгармоническая функция (см.,
например, [33]). Отметим, что если f ∈ PD, то из определений hf и PD сразу следует, что
для некоторого m ≥ 1 будет выполнено неравенство

hf (z) 6 HKm(z) < HD(z),∀z ∈ Cn \ {0} .
Обратно, если hf (z) < HD(z), ∀z ∈ Cn \ {0}, то в силу полунепрерывности сверху hf
и полунепрерывности снизу HD для некоторого m ≥ 1 верна оценка hf (z) 6 HKm(z),
∀z ∈ Cn. Тогда из теоремы Хартогса о верхнем пределе для семейств субгармонических
функций ([1, гл. 1, § 6, теорема 6.1]) нетрудно получить также оценку

|f(z)| 6 C expHKm+1(z),∀z ∈ Cn,

(где C — некоторая положительная постоянная), которая означает, что f ∈ PD. Таким
образом необходимым и достаточным условием принадлежности целой функции f про-
странству PD является неравенство:

hf (z) < HD(z),∀z ∈ Cn \ {0}.
Пусть W — нетривиальное (W 6= {0}, H(D)) замкнутое подпространство в H(D), инва-

риантное относительно оператора дифференцирования, W 0 — подпространство в H∗(D),
состоящее из всех функционалов, обращающихся в нуль на каждом элементе из W . Если
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W не тривиально, то и W 0 также не тривиально. Символом IW обозначим подпростран-
ство в PD, состоящее из преобразований Лапласа всех функционалов из W 0. Пусть N(W )
— множество всех общих нулей, а m(z), z ∈ IW , — их кратности функций из IW , т.е. для
каждого z ∈ N(W ) и каждой f ∈ IW верны равенства (здесь |α| = α1 + . . .+ αn)

Dαf(z) =
∂|α|f(z)

∂zα1
1 . . . ∂zαn

n

= 0, |α| = 0, . . . ,m(z)− 1,

и существуют функция fz ∈ IW и вектор β ∈ Zn
+ такие, что Dβfz(z) 6= 0. Рассмотрим

систему экспоненциальных мономов

E(W ) = {zα exp 〈λ, z〉}λ∈N(W ),06|α|<m(λ).

Покажем, что E(W ) ⊂ W . Предположим, что функция zα exp 〈λ, z〉 из E(W ) не при-
надлежитW . Тогда в силу замкнутостиW по теореме Хана-Банаха найдется функционал
µ ∈ W 0 такой, что (µ, zα exp 〈λ, z〉) 6= 0. С другой стороны, если f — преобразование
Лапласа µ, то в силу определений N(W ) и m(λ) имеем:

(µ, zα exp 〈λ, z〉) = (µ,Dα(exp 〈λ, z〉)) = Dα(µ, exp 〈λ, z〉) = Dαf(λ) = 0.

Полученное противоречие доказывает требуемое вложение. В дальнейшем будем рассмат-
ривать подпространство W , для которого N(W ) является аналитическим множеством ко-
размерности один и, более того, существует целая функция FW , нулевое множество кото-
рой совпадает с N(W ), а m(λ) является кратностью ее нуля λ ∈ N(W ). Подпространство
W, обладающее этим свойством, назовем главным инвариантным подпространством. Лег-
ко увидеть, что таковым является пространство решений однородного уравнения свертки.
Причем в этом случае в качестве FW можно взять преобразование Лапласа функционала,
порождающего оператор свертки, и тогда верно включение FW ∈ IW . Главное инвари-
антное подпространство может также совпадать с пространством решений системы од-
нородных уравнений свертки. В этом случае функция FW не обязательно принадлежит
IW , более того может иметь бесконечный тип при порядке один, и, таким образом, не
будет функцией экспоненциального типа. В случае одной переменной все инвариантные
подпространства являются главными. Отметим еще, что функция FW определяется по W
однозначно с точностью до множителя, который является целой функцией, нигде не обра-
щающейся в ноль. Поскольку N(W ) является частью нулей (с учетом кратности) целых
функций первого порядка, принадлежащих IW , то этот множитель можно подобрать так
(см. [37], гл. 3, §7, теорема 3.30), что FW будет иметь первый порядок роста (и возможно
бесконечный тип). В дальнейшем будем считать, что для каждого главного инвариантно-
го подпространства W выбрана и фиксирована какая-либо функция FW с отмеченными
выше свойствами, которая имеет первый порядок роста.

Будем говорить, что подпространство W допускает спектральный синтез, если система
E(W ) полна в W . Как уже отмечалось, таким свойством обладает пространство решений
однородного уравнения свертки в произвольной выпуклой области. В случае, когда мно-
жество N(W ) имеет коразмерность больше единицы, запаса функций из системы E(W ),
вообще говоря, недостаточно для спектрального синтеза в W (см., например, [8]).

Отметим, что если подпространство W допускает спектральный синтез, то множество
IW состоит из тех и только тех функций f ∈ PD, которые обращаются в нуль, по крайней
мере, в точках λ ∈ N(W ) с кратностью не меньшей, чемm(λ). Действительно, если f ∈ IW ,
то по определению IW верно включение f ∈ PD, а по определению N(W ) и m(λ) функция
f обращается в нуль в точках λ ∈ N(W ) с кратностью не меньшей, чем m(λ). Обратно,
если функция f принадлежит PD, то она является преобразованием Лапласа некоторого
функционала µ из H∗(D). Если, к тому же, f обращается в нуль в точках λ ∈ N(W ) с
кратностью не меньшей, чем m(λ), то из определения преобразования Лапласа следует,
что функционал µ обращается в нуль на всех элементах системы E(W ). Пространство W
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допускает спектральный синтез, т.е. система E(W ) полна в W . Следовательно, µ будет
обращаться в нуль на всем подпространстве W , а потому µ принадлежит W 0, а его пре-
образование Лапласа f принадлежит IW . Отметим еще, что в случае, когда W — главное
инвариантное подпространство, IW состоит из тех и только тех функций f ∈ PD, которые
делятся на FW .

В конце данного параграфа сформулируем поточнее задачу, полное решение которой
будет найдено в этой работе. Пусть W ⊂ H(D) – нетривиальное главное замкнутое инва-
риантное подпространство, допускающее спектральный синтез. При каких условиях каж-
дая функция из W аналитически продолжается в некоторую выпуклую область G ⊃ D и
каков класс допустимых областей G?

2. Достаточные условия продолжения

Прежде всего сформулируем и докажем результат, который сводит проблему продолже-
ния функций из инвариантного подпространства к задаче "деления с остатком"из теории
целых функций. В той или иной степени этот результат использовался в большинстве
работ по продолжению. Мы сохраняем обозначения, которые были введены ранее. Если
G — выпуклая область, содержащая D, то через W (G) обозначим замыкание в тополо-
гии H(G) линейной оболочки системы E(W ). Также, как и W , подпространство W (G)
является нетривиальным замкнутым в H(G) и инвариантным относительно дифференци-
рования, а из определения сразу следует, что оно допускает спектральный синтез. Если
W — главное, то и W (G) — главное.

Лемма 1. Пусть D,G — выпуклые области в Cn и D ⊂ G; W ⊂ H(D) — нетриви-
альное замкнутое инвариантное подпространство, допускающее спектральный синтез.
Следующие утверждения эквивалентны.
1. Каждая функция изW аналитически продолжается в область G и аппроксимируется
там линейными комбинациями элементов из E(W ).
2. Для любой функции h ∈ PG существуют функции f ∈ IW (G) и g ∈ PD такие, что
верно равенство h = f + g.

Доказательство. Согласно определениюW (G) и полноте системы E(W ) вW , оператор
сужения R переводит W (G) в W . Очевидно, что этот оператор линеен и непрерывен.
По теореме единственности для аналитических функций он инъективен. Утверждение 1.
эквивалентно его сюръективности, а следовательно, и его взаимной однозначности. Так
как W (G) и W — замкнутые подпространства пространств Фреше H(G) и H(D) ( см.,
например, [1]), то последнее равносильно (см. [34], гл. 8, § 6, п. 18) взаимной однозначности
сопряженного оператора R∗ : W ∗ → W ∗(G). Пространства H(D) и H(G) являются еще и
пространствами Шварца. Поэтому имеют место изоморфизмы (см. [35]):

W ∗ ∼= H∗(D)/W 0, W ∗(G) ∼= H∗(G)/W 0(G).

Таким образом, утверждение 1. равносильно тому, что для каждого функционала
ν ∈ H∗(G) существует единственный класс эквивалентности [µ] ∈ H∗(D)/W 0 такой, что
выполнено равенство

(ν, ϕ) = (µ,R(ϕ)),∀ϕ ∈ W (G).

В силу непрерывности функционалов ν, µ и полноты системы E(W ) в этом равенстве
можно ограничиться лишь функциями ϕ, принадлежащими E(W ). Пусть h(λ) и g(λ) —
преобразования Лапласа соответственно функционалов ν и µ. Тогда по предыдущему име-
ем:

Dαh(λ) = (ν, zα exp 〈λ, z〉) = (µ, zα exp 〈λ, z〉) = Dαg(λ),

λ ∈ N(W ), 0 6 |α| < m(λ).

Таким образом, утверждение 1. равносильно тому, что для любой функции h ∈ PG суще-
ствует единственный класс эквивалентности [g] ∈ PD/IW такой, что h − g обращается в
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ноль во всех точках λ ∈ N(W ) с кратностью не меньшей чем m(λ), т.е. (h − g) ∈ IW (G).
Для завершения доказательства остается заметить, что при выполнении одновременно
двух разложений h = f + g и h = f1 + g1 мы имеем:

(g − g1) = (−f + f1) ∈ IW (G).

Отсюда следует включение (g − g1) ∈ IW , поскольку (g − g1) ∈ H(D). Это означает, что g
и g1 — представители одного и того же класса эквивалентности из пространства PD/IW .
Лемма доказана.

Следующий результат дает описание максимальной выпуклой области, в которую мож-
но осуществить продолжение функций из W . Предварительно введем еще некоторые обо-
значения. Пусть ∆(FW ) — совокупность предельных направлений нулевого множества FW ,
т.е. подмножество единичной сферы S = S(0, 1), состоящее из пределов всевозможных схо-
дящихся последовательностей вида {λj/|λj|}∞j=1, где λj ∈ N(W ), j = 1, 2, . . . и |λ(j)| → ∞
при j →∞. Для выпуклой области D положим

D(W ) = {z ∈ Cn : Re 〈z, ξ〉 < HD(ξ), ξ ∈ ∆(FW )}.
Если ∆(FW ) = � , то считаем, что D(W ) = Cn. Очевидно, ∆(FW ) — замкнутое множество.
Если ∆(FW ) совпадает со сферой S, то областьD(W ) совпадает сD. В общем случае имеет
место вложение D ⊆ D(W ), которое следует из представления (см., например, [32])

D = {z ∈ Cn : Re 〈z, ξ〉 < HD(ξ), ξ ∈ S} .
Поэтому всегда выполнено неравенство

HD(ξ) 6 HD(W )(ξ),∀ξ ∈ Cn.

С другой стороны, из определения D(W ) легко получаем:

HD(W )(ξ) 6 HD(ξ), ξ ∈ ∆(FW ).

Таким образом, имеет место равенство

HD(W )(ξ) = HD(ξ), ξ ∈ ∆(FW ). (2)

Лемма 2. Пусть D — выпуклая область в Cn, W ⊂ H(D) — нетривиальное замкну-
тое инвариантное подпространство, допускающее спектральный синтез. Предположим,
что все функции из W аналитически продолжаются в некоторую выпуклую область
G ⊃ D и аппроксимируются там линейными комбинациями элементов из E(W ). Тогда
G ⊆ D(W ).

Доказательство. По лемме 1 для каждой функции h ∈ PG существует функция g ∈ PD
такая, что h− g ∈ IW (G). По определению пространства PD найдется номер m ≥ 1 и c > 0,
для которых выполнено неравенство

|g(λ)| 6 c expHKm(λ), λ ∈ Cn.

Поскольку функции h(λ) и g(λ) совпадают на множестве N(W ), то отсюда получаем оцен-
ку

|h(λ)| 6 c expHKm(λ), λ ∈ N(W ). (3)

Предположим, что G не лежит в области D(W ). Тогда из определения последней следует,
что для некоторых z0 ∈ G и λ0 ∈ ∆(FW ) имеет место неравенство

Re 〈z0, λ0〉 ≥ HD(λ0).

Согласно выбору точки z0 функция exp 〈z0, λ〉 принадлежит пространству PG. Поэтому для
нее выполнено (3). С другой стороны, в силу последнего неравенства, вложения Km ⊂ D
и непрерывности функции HKm(λ) найдутся ε, δ > 0 такие, что

| exp 〈z0, λ〉 | ≥ exp {HKm(λ) + ε|λ|} , λ ∈ B(λ0, δ).
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Согласно определению множества N(W ) выберем последовательность λj ∈ N(W ), j ≥ 1,
такую, что |λj| → ∞ и λj

|λj | сходится к λ0 при j →∞. Тогда с учетом однородности функции
HKm(λ) для всех достаточно больших номеров j в точке λ = λj будет выполнено последнее
неравенство. А это противоречит (3). Лемма доказана.

Таким образом, аналитическое продолжение всех функций из W в выпуклую область
G ⊃ D возможно лишь в случае, когда G является подобластью D(W ). При этом, в
случае главного инвариантного подпространства согласно лемме 1 и сказанному выше
относительно пространства IW , такое продолжение эквивалентно существованию функции
g ∈ PD (зависящей от h ∈ PG) такой, что h − g делится на FW . Для доказательства
существования подобной функции g нам необходимо построить специальную срезающую
функцию, что и будет сделано в следующей лемме.

Если M – множество в Cn и ε > 0, то через M [ε] будем обозначать в дальнейшем
объединение шаров B(z, exp(−ε|z|)), когда z пробегает M .

Лемма 3. Пусть M – множество в Cn и ε > 0. Существует функция EM ∈ C∞(Cn),
обладающая свойствами:

1) 0 6 EM(z) 6 1, z ∈ Cn;
2) EM(z) = 1, z ∈M ;
3) EM(z) = 0, z 6= M [ε];
4) |∂EM(z)/∂zi| 6 C exp(ε(|z| + 2)), z ∈ Cn, i = 1, . . . , n (постоянная C зависит лишь

от размерности).
Доказательство. Пусть

Mk = M
⋂
{z : k − 1 6 |z| 6 k} , k = 1, 2, . . . .

Ωk = Mk +B(0, exp(−εk)).

Как обычно ( см., например, [36], теорему 1.4.1 и формулу (1.4.2)), мы можем найти функ-
ции ek ∈ C∞(Cn), k = 1, 2, . . ., такие, что

0 6 ek(z) 6 1, z ∈ Cn; ek(z) = 1, z ∈Mk;

ek(z) = 0, z 6= Ωk;

|∂ek(z)/∂zi| 6 c exp(εk), z ∈ Cn, i = 1, . . . , n,

где c > 0 зависит лишь от размерности n. Положим

EM(z) = 1−
∞∏
k=1

(1− ek(z)).

Функция EM(z) корректно определена, поскольку каждая точка z ∈ Cn попадает не более
чем в три множества из набора Ωk, k = 1, 2, . . ., а следовательно, в произведении отличны
от единицы не более трех сомножителей. Покажем, что эта функция обладает необхо-
димыми свойствами. Свойство 1) выполнено для EM(z), т.к. оно выполнено для ek(z),
k = 1, 2, . . . Пусть z ∈ M . Тогда для некоторого k ≥ 1 точка z принадлежит множеству
Mk. Поэтому верно равенство ek(z) = 1 , из которого следует, что EM(z)=1. Это дает нам
свойство 2). С учетом определения EM(z) и свойств функций ek(z), k = 1, 2, . . ., свойство
3) будет выполнено, если мы покажем, что верно вложение Ωk ⊂M [ε], k = 1, 2, . . .. Пусть
z ∈ Ωk. Выберем y ∈ Mk такое, что z ∈ B(y, exp(−εk)). Тогда с учетом определения Mk

получаем:
|y − z| < exp(−εk) 6 exp(−ε|y|).

Это означает, что z ∈M [ε]. Пусть снова z ∈ Ωk. Тогда |z|+2 ≥ k. Отсюда с учетом оценки
производных функции ek и равенства ek(w) = 0, w 6= Ωk, имеем:

|∂ek(w)/∂wi| 6 c exp(ε(2 + |w|)), w ∈ Cn, i = 1, . . . , n,
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Следовательно,

|∂ek(w)/∂wi| 6 C exp(ε(2 + |w|)), w ∈ Cn, i = 1, . . . , n,

где C = 3c. Лемма доказана.
Прежде чем перейти к основному результату этого параграфа, докажем еще одно тех-

ническое утверждение.
Лемма 4. Пусть q(z) — положительно однородная порядка один и непрерывная в Cn

функция. Для любого β > 0 существует δ > 0 такое, что выполнено неравенство

sup
λ∈B(z,δ|z|)

q(λ) 6 inf
λ∈B(z,δ|z|)

q(λ) + β|z|, z ∈ Cn.

Доказательство. Фиксируем β > 0. В силу равномерной непрерывности функции q(z)
на сфере S найдется δ > 0 такое, что для любого z ∈ S и всех λ,w ∈ B(z, δ)

|q(λ)− q(w)| 6 β.

Отсюда с учетом однородности q получаем:

sup
λ∈B(z,δ|z|)

q(λ) = |z| sup
λ∈B(z/|z|,δ)

q(λ) 6 |z| inf
λ∈B(z/|z|,δ)

(q(λ) + β) = inf
λ∈B(z,δ|z|)

q(λ) + β|z| =

= inf
λ∈B(z,δ|z|)

q(λ) + β|z|

Лемма доказана.
Перейдем теперь к формулировке и доказательству основного результата данного па-

раграфа — достаточным условиям продолжения функций из главных инвариантных под-
пространств. Перед этим введем еще одно обозначение. Пусть D и G — выпуклые области
в Cn, D ⊂ G . Положим

Ξ = Ξ(D,G) = {z ∈ Cn : HD(z) = HG(z)} .

Тогда на дополнении Ξ до Cn имеет место неравенство: HD(z) < HG(z). Множество Ξ,
вообще говоря, не является ни открытым, ни замкнутым. Если D ограничено, то Ξ —
замкнуто.

Теорема 1. Пусть D — выпуклая область в Cn, W — нетривиальное замкнутое глав-
ное инвариантное подпространство в H(D), допускающее спектральный синтез; G —
выпуклая подобласть D(W ), содержащая D. Предположим, что для любой окрестно-
сти V множества Ξ

⋃
S найдется компакт X ⊂ V такой, что для каждого номера m

и любого ε > 0 существуют плюрисубгармоническая в Cn функция ψ(z), число R > 0,
номер p и открытое множество U , удовлетворяющие условиям:

i) N(W ) ⊂ U ;
ii) Для каждого z ∈ U [ε] \B(0, R) точка z/|z| принадлежит X;
iii) ψ(z) + ln |FW (z)| ≥ HKm(z), z ∈ U [ε] \ U ;
iiii) ψ(z) + ln |FW (z)| 6 HKp(z), z 6= B(0, R).
Тогда каждая функция из W аналитически продолжается в область G и аппроксими-

руется там линейными комбинациями элементов из E(W ).
Доказательство. Как уже отмечалось ранее, утверждение теоремы будет верным, если

для любой функции h ∈ PG существует функция g ∈ PD такая, что h− g делится на FW .
Другими словами, по функции h мы должны построить функцию g с меньшими оценками
на рост, которая совпадает с h в точках z ∈ N(W ) вместе со всеми своими частными
производными до порядка m(z) − 1 включительно. На первом этапе, используя лемму 3,
мы построим подобную функцию, которая аналитична лишь в специальной окрестности
множества N(W ).
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Итак, фиксируем произвольную функцию h ∈ PG. Согласно определению пространства
PG найдем выпуклый компакт K ⊂ G и постоянную c > 0 такие, что

|h(z)| 6 c exp(HK(z)), z ∈ Cn. (4)

Так как K компактно вложено в G, то имеет место неравенство

HK(z) < HG(z), z ∈ Cn, z 6= 0.

Отсюда с учетом определения множества Ξ получаем:

HK(z) < HD(z), z ∈ Ξ, z 6= 0.

В силу непрерывности функции HK и полунепрерывности снизу HD это неравенство
продолжается в некоторую окрестность V множества Ξ . Согласно условию теоремы по
окрестности V найдем компакт X ⊂ V . Из последнего неравенства и определения опорной
функции следует, что для каждого z ∈ X существует точка w(z) ∈ D такая, что

HK(z) < Re 〈w(z), z〉 .
По непрерывности это неравенство продолжается в некоторую окрестность Ω(z) точки
z. Из покрытия компакта X множествами Ω(z), z ∈ X, выделим конечное подпокрытие
Ω(z1), . . . ,Ω(zj). Поскольку компакты Km, m = 1, 2, . . ., исчерпывают область D, то най-
дется номер s такой, что Ks содержит все точки w(z1), . . . , w(j). Следовательно, будет
выполнено неравенство

HK(z) < HKs(z), z ∈ X.
Отсюда с учетом (4) и однородности опорной функции получаем:

|h(tz)| 6 c exp(HKs(tz)), z ∈ X, t ≥ 0. (5)

Так как Ks лежит во внутренности компакта Ks+1, то найдется ε > 0 такое, что верна
оценка

HKs(z) + ε|z| 6 HKs+1(z), z ∈ Cn. (6)

Согласно условию теоремы для номера m = s + 1 и числа ε найдем плюрисубгармониче-
скую в Cn функцию ψ(z), постоянную R > 0, номер p и открытое множество U , удовлетво-
ряющие условиям i)–iiii). Пусть EU(z) – функция, построенная в лемме 3 для множества
M = U и числа ε > 0. Положим ϕ(z) = EU(z)h(z). Тогда ϕ бесконечно дифференцируе-
ма, а в силу свойства 2) функции EU(z) и условия i) h и ϕ совпадают в окрестности U
множества N(W ). В частности, это означает, что

Dαh(z) = Dαϕ(z), z ∈ N(W ), |α| = 0, 1, . . . ,m(z)− 1. (7)

Кроме того, из свойств 1), 3) функции EU(z), условия ii) и неравенства (5) следует оценка

|ϕ(z)| 6 c1 exp(HKs(z)), z ∈ Cn, (8)

где c1 — некоторая положительная постоянная.
Для построения искомой функции g ∈ PD нам остается "поправить" ϕ так, чтобы в

результате получилась целая функция с подходящими оценками на рост и сохранилось
свойство (7). Подобную правку можно осуществить, добавив к ϕ бесконечно дифферен-
цируемую функцию, которая обращается в ноль во всех точках z ∈ N(W ) с кратностью
не меньшей, чем m(z). Поэтому мы будем искать функцию g в виде: g = ϕ + FWη, где η
— неизвестная пока функция. Поскольку g должна быть целой, то η необходимо искать
среди решений уравнения 0 = ∂g = ∂ϕ+ FW∂η или

∂η = −∂ϕ/FW . (9)

Это решение должно иметь подходящую оценку. Чтобы доказать существование подобного
решения, нужно вначале оценить правую часть в (9). Прежде всего, заметим, что в силу
свойства 3) для EU(z) функция ϕ, а вместе с ней и ∂ϕ обращаются в ноль вне множества
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U [ε]. Кроме того, как отмечалось выше, h и ϕ совпадают на U . Следовательно, с учетом
аналитичности h, имеем: ∂ϕ(z) = 0, z ∈ U . Далее, используя последовательно свойство 4)
функции EU(z), условие ii) теоремы, неравенства (5) и (6), для каждой точки z ∈ U [ε]
получаем: ∥∥∂ϕ(z)

∥∥2
=
∥∥∂EU(z)h(z)

∥∥2
= |h(z)|2

n∑
j=1

∣∣∣∣∂EU(z)

∂zj

∣∣∣∣2 6

6 c2 exp 2(HKs(z) + ε|z|) 6 c2 exp 2HKs+1(z) = c2 exp 2HKm(z),

где c2 — некоторая положительная постоянная. Отсюда и из условия iii) следует, что∥∥∂ϕ(z)/FW (z)
∥∥2

6 c2 exp 2ψ(z), z ∈ U [ε] \ U.

Таким образом, с учетом сказанного выше относительно формы ∂ϕ, имеем:∥∥∂ϕ(z)/FW (z)
∥∥2

6 c2 exp 2ψ(z), z ∈ Cn.

Эта оценка означает, что для каждого τ > 0∫
Cn

∥∥∥∥ ∂ϕ(z)

FW (z)

∥∥∥∥2

exp 2(−ψ(z)− τ |z|)dσ(z) = B <∞.

Тогда, как известно (см., например, [33, гл. 3, § 6, теорема 3.6.2]), в пространстве локаль-
но интегрируемых с квадратом модуля функций в Cn найдется элемент η, который (в
обобщенном смысле) удовлетворяет равенству (9) и, кроме того, оценке∫

Cn

|η(z)|2 exp 2(−ψ(z)− τ |z|)(1 + |z|2)−2dσ(z) 6 2−1B. (10)

Положим g = ϕ + FWη. В силу (9) обобщенные производные g по zj, j = 1, . . . , n, равны
нулю всюду в Cn. Хорошо известно, что это означает аналитичность g в Cn. Докажем
включение g ∈ PD. В силу неравенства о среднем для субгармонических функций имеем:

|g(z)| 6 1

σn

∫
B(z,1)

|g(λ)|dσ(λ), z ∈ Cn.

Отсюда, используя (8) и неравенство Коши-Буняковского, получаем:

|g(z)| 6 (σ(n))−1

∫
B(z,1)

|ϕ(λ) + FW (λ)η(λ)|dσ(λ) 6

6 (σ(n))−1

∫
B(z,1)

|ϕ(λ)|dσ(λ) + (σ(n))−1

∫
B(z,1)

|FW (λ)η(λ)|dσ(λ) 6

6 c1 exp( sup
λ∈B(z,1)

HKs(λ))+

+(σ(n))−1

 ∫
B(z,1)

|FW (λ)η(λ)|2 exp 2(−HKp(λ)− 2τ |λ|)dσ(λ)


1/2

×

×

 ∫
B(z,1)

exp 2(HKp(λ) + 2τ |λ|)dσ(λ)


1/2

, z ∈ Cn. (11)
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В силу леммы 4 и неравенства (6) найдется постоянная c3 > 0 такая, что

c1 exp( sup
λ∈B(z,1)

HKs(λ)) 6 c3 expHKs+1(z) = c3 expHKm(z),∀z. (12)

Далее, также по лемме 4 получаем: ∫
B(z,1)

exp 2(HKp(λ) + 2τ |λ|)dσ(λ)


1/2

6

6

(
(σ(n)) exp(2 sup

λ∈B(z,1)

(HKp(λ) + 2τ |λ|))

)1/2

6

6 c4(σ(n))1/2 exp(HKp(z) + 3τ |z|), z ∈ Cn, (13)

где c4 – положительная постоянная. Наконец, из условия iiii) теоремы и оценки (10) сле-
дует, что для некоторого B′ ≥ B/2 ∫

B(z,1)

|FW (λ)η(λ)|2 exp 2(−HKp(λ)− 2τ |λ|)dσ(λ)


1/2

6 (B′)1/2.

Отсюда с учетом (11)-(13) получаем:

|g(z)| 6 c3 expHKm(z) + c4(B
′(σ(n))−1)1/2 exp(HKp(z) + 3τ |z|) 6

6 c5 exp(HKp(z) + 3τ |z|), z ∈ Cn.

Последнее неравенство следует из условий iii), iiii) и вложений Kj ⊂ Kj+1, j = 1, 2, . . .
Поскольку Kp лежит во внутренности Kp+1, то для достаточно малого τ > 0

HKp(z) + 3τ |z| 6 HKp+1(z), z ∈ Cn.

Таким образом, верно неравенство

|g(z)| 6 c5 expHKp+1(z), z ∈ Cn,

которое означает, что функция g является элементом пространства PD. Остается показать,
что h − g делится на FW . Для этого вспомним, что ∂ϕ(z) = 0, z ∈ U . Следовательно, в
силу (9) функция η(z) аналитична в окрестности U множества N(W ). Поэтому верны
равенства:

Dα(FW (z)η(z)) = 0, z ∈ N(W ), |α| = 0, 1, . . . ,m(z)− 1.

Отсюда и из (7) получаем:

Dα(h(z)− g(z))) = 0, z ∈ N(W ), |α| = 0, 1, . . . ,m(z)− 1.

Последнее означает, что (h− g)/FW – целая функция. Теорема доказана.

3. Необходимые условия продолжения

Основной целью данного параграфа является получение необходимых условий аналити-
ческого продолжения функций из главного инвариантного подпространства W ⊂ H(D) в
выпуклую областьG, содержащуюD и лежащую вD(W ). Прежде всего, докажем несколь-
ко вспомогательных утверждений. Первое из них касается геометрии выпуклых областей.
Для выпуклой области D ⊂ Cn положим

ΘD = {z ∈ Cn : HD(z) = +∞} .
Если D ограничена, то, очевидно, ΘD = �. В общем случае ΘD не будет ни открытым, ни
замкнутым. В силу выпуклости и однородности функции HD множество Cn \ΘD является
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выпуклым конусом с вершиной в начале координат, который вырождается в луч, когда D
– полупространство.

Лемма 5. Пусть D,G – выпуклые области в Cn, D ⊂ G. Для любых ξ ∈ S \ Ξ
(Ξ = Ξ(D,G)) и γ > 0 существует точка y ∈ G такая,что

1) Re 〈y, ξ〉 = HD(ξ);
2) Re 〈y, ξ〉 6 HD(z) + γ|z|, z ∈ Cn.
Доказательство. Прежде всего заметим, что если утверждение леммы верно для об-

ластей D,G, то оно верно и для всех сдвигов этих областей, т.е. для областей вида x+D,
x + G, где x — произвольный фиксированный вектор. Действительно, если y ∈ G — ис-
комая точка, найденная по направлению ξ для областей D,G, то для их сдвигов таковой
будет точка y + x, поскольку это преобразование означает добавление к обеим частям
соотношений 1), 2) соответственно слагаемых Re 〈x, ξ〉 и Re 〈x, z〉 , что не меняет истинно-
сти этих соотношений. Таким образом, можно считать, что область D содержит начало
координат, и тогда имеет место неравенство

HD(ς) > 0,∀ς 6= 0. (14)

Фиксируем ξ ∈ S \ Ξ. Отметим, что ξ /∈ ΘD, т.к. HD(ξ) < HG(ξ). По определению опорной
функции найдем точку w ∈ G и положительное число α такие, что

HD(ξ) + α < Re 〈w, ξ〉 . (15)

Также согласно определению опорной функции найдем последовательность {xn}∞n=1 ⊂ D
такую, что

0 > Re 〈xn, ξ〉 −HD(ξ) = −εn → 0 при n→∞. (16)

Поскольку D ⊂ G, то в силу выпуклости G для каждого n = 1, 2, . . . отрезок [xn, w]
целиком лежит в областиG. Кроме того, из (15) и (16) следует, что для каждого n = 1, 2, . . .
на отрезке [xn, w] есть точка yn, для которой имеет место равенство

Re 〈yn, ξ〉 = HD(ξ). (17)

Фиксируем γ > 0. Покажем, что в качестве искомой точки y можно взять одну из точек
yn. Для этого с учетом (17) достаточно установить соотношение 2) с y = yn при некотором
n. Выберем τn ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . ., такое, что верно представление

yn = τnxn + (1− τn)w.

Тогда в силу (17) получаем:

Re 〈yn, ξ〉 = τnRe 〈xn, ξ〉+ (1− τn)Re 〈w, ξ〉 = HD(ξ).

Отсюда и из (15), (16) следует оценка

τn > α/(α + εn), n = 1, 2, . . .

Выберем номер n так, что εn|w|/(α+ εn) < γ. Пусть ς ∈ S. Тогда с учетом (14) и того, что
xn ∈ D, а τn ∈ [0, 1], имеем:

Re 〈yn, ς〉 = τnRe 〈xn, ς〉+ (1− τn)Re 〈w, ς〉 <

< HD(ς) + |w|ε/(α + εn) 6 HD(ς) + γ.

В силу положительной однородности опорной функции это дает нам соотношение 2) для
y = yn. Лемма доказана.

Следующие три утверждения являются некоторыми уточнениями и обобщениями из-
вестных результатов об оценке снизу модуля аналитической функции и о делении целых
функций конечного порядка и типа.
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Лемма 6. Пусть f(z) — функция, аналитическая в шаре B(z0, 2eR) (отличная от
константы) такая, что f(z0) = 1 и

ln |f(z)| 6 M,∀z ∈ B(z0, 2eR).

Тогда для любых η ∈ (0, 1/9), r ∈ (0, (1−9η)R) и ς ∈ S существует τ ∈ (r, r+9ηR) такое,
что имеет место оценка

ln |f(z0 + λς)| ≥ −(4− ln η)M, |λ| = τ.

Доказательство. Отметим вначале, что по принципу максимума модуля M > 0. Фик-
сируем η ∈ (0, 1/9), r ∈ (0, (1 − 9η)R) и ς ∈ S. Рассмотрим функцию g(λ) = f(z0 + λς) ,
λ ∈ B(0, 2eR). По теореме об оценке снизу модуля аналитической в круге функции (см.
[38, теорема 4.2]) внутри круга |λ| 6 R, но вне исключительных кружков с общей суммой
радиусов, равной 4ηR, выполнено неравенство

ln |g(λ)| ≥ −(2 + ln(3e/2η))M ≥ −(4− ln η)M. (18)

Поскольку круговая проекция исключительных кружков на положительную веществен-
ную полуось имеет длину, не превышающую 8ηR, то в кольце r < |λ| < r + 9ηR найдется
окружность |λ| = τ , не пересекающая этих кружков. Поэтому в каждой точке окружности
|λ| = τ будет выполнено (18). Это завершает доказательство леммы.

Лемма 7. Пусть F — целая функция порядка (не выше) ρ и конечного типа (при
порядке ρ), ψ — плюрисубгармоническая функция, такая, что ψ + ln |F | также имеет
порядок (не выше) ρ и конечный тип (при порядке ρ), т.е

ψ(z) + ln |f(z)| 6 A+B|z|ρ, ln |F (z)| 6 C +D|z|ρ, z ∈ Cn. (19)

Тогда имеет место неравенство

ψ(z) 6 A+ 7C − 8 ln |F (ξ)|+ (7D +B)12ρ(|z|+ 3)ρ, z ∈ Cn,

где ξ — произвольная точка на сфере S такая, что F (ξ) 6= 0.
Доказательство. Пусть z ∈ Cn. Выберем положительное число R такое, что |z|+ 1 <

< R < |z|+2. Поскольку B(ξ, 4eR) ⊂ B(0, 4e(|z|+3)), то в силу (19) и принципа максимума
модуля имеем:

ln |F (z′)/F (ξ)| 6 C − ln |F (ξ)|+D(4e(|z|+ 3))ρ, ∀z′ ∈ B(ξ, 4eR).

ПоложимM = C− ln |F (ξ)|+D(4e(|z|+3))ρ, η = e−3 и выберем ς ∈ S так, чтобы комплекс-
ная прямая ξ+λς содержала точку z. Тогда по лемме 6 существует τ ∈ (R, 2R) такое, что
выполнено неравенство

ln |F (ξ + λς)| − ln |f(ξ)| ≥ −(4− ln η)M = −7M, |λ| = τ.

Заметим, что для всех λ на окружности |λ| = τ верна оценка |ξ+λς| 6 2(|z|+ 3). Поэтому
из предыдущего с учетом (19) получаем:

ψ(z + λς) 6 A+ 7C − 8 ln |F (ξ)|+ (7D +B)12ρ(|z|+ 3)ρ,

где |λ| = τ . Согласно выбору числа R и вектора ς для некоторого λ из круга |λ| < τ имеет
место представление z = ξ + λς. Следовательно, из предыдущего неравенства и принципа
максимума вытекает требуемая оценка. Лемма доказана.

Для точки ς ∈ S и числа a ≥ 0 через Φa(ς) обозначим множество последовательностей
{zk} ⊂ Cn, обладающих следующими свойствами:

1)|zk| → ∞, k →∞; 2) lim
k→∞

zk/|zk| = ς; 3) lim
k→∞
|zk+1|/|zk| 6 1 + a.

Переходя к подпоследовательности, можно считать, что {zk} ∈ Φa(ς) обладает еще и
дополнительным свойством: {|zk|} – монотонно возрастающая. Действительно, положим
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k1 = 1 , а в качестве kj, j ≥ 2, выберем минимальный номер k, удовлетворяющий усло-
вию |zk| > |zkj−1

|. Подпоследовательность zkj
очевидно обладает свойствами 1) и 2). По

построению
|zkj+1

|
|zkj
|

=
|zkj+1

|
|zkj+1−1|

|zkj+1−1|
|zkj
|

6
|zkj+1

|
|zkj+1−1|

.

Таким образом,
{
zkj

}
∈ Φa(ς).

Лемма 8. Пусть ϕ(z) — целая функция экспоненциального типа:

ln |ϕ(z)| 6 A+B|z|, z ∈ Cn. (20)

Для каждого положительного числа δ существует a ≥ 0 такое, что для любого ς ∈ S
на некоторой последовательности {zk} ∈ Φδ(ς) имеет место оценка

ln |ϕ(zk)| ≥ −a|zk|, k ≥ 1.

Доказательство. Фиксируем δ > 0, ς ∈ S, k = 1, 2, . . . и какую-нибудь точку ξ ∈ S, где
ϕ(z) отлична от нуля. Положим Rk = (1+2−1δ)k, η = δ/(20(1+δ)) и rk = Rk(2+δ)/(2(1+δ)).
Тогда верны включения η ∈ (0, 1/9) и rk ∈ (0, (1 − 9η)Rk). Следовательно, с учетом (20)
по лемме 6 существует τk ∈ (rk, rk + 9ηRk) такое, что имеет место оценка

ln |ϕ(ξ + λς)| − ln |ϕ(ξ)| ≥ −(4− ln η)M, |λ| = τk, (21)

где M = A − ln |ϕ(ξ)| + 2eBRk. Пусть zk = ξ + τkς. Покажем, что верно включение
{zk}∞k=1 ∈ Φ2δ(ς). Прежде всего заметим, что

2 + δ

2(1 + δ)
= 1− δ

2(1 + δ)
> 1− δ

2 + δ
=

2

2 + δ
=

1

1 + δ/2
.

Поэтому с учетом определения чисел Rk и rk найдется k′ такое, что при k ≥ k′ будут
выполнены неравенства

Rk > 1 + rk + 9ηRk > 1 + τk ≥ |zk| ≥ τk − 1 > rk − 1 > Rk−1. (22)

Следовательно, |zk| → ∞, k → ∞. Легко видеть, что zk/|zk| → ς, k → ∞. Из (22) и
определения Rk, rk следует, что для всех k ≥ k′ верны оценки

|zk+1|
|zk|

<
Rk+1

rk − 1
=

2Rk+1(1 + δ)

Rk(2 + δ)(1− 1/rk)
=

2Rk(1 + δ)(1 + δ/2)

Rk(2 + δ)(1− 1/rk)
=

(1 + δ)

(1− 1/rk)
.

Таким образом, {zk}∞k=1 ∈ Φ2δ(ς).
Пусть a = 3eB(4 − ln η)(1 + δ/2) и α = 5 ln |ϕ(ξ)| − (4 − ln η)A. Тогда в силу (21) и (22)

(с учетом неотрицательности B) существует номер k′′ такой, что

ln |ϕ(zk)| ≥ α− 2eB(4− ln η)Rk = α− 2eB(1 + δ/2)(4− ln η)Rk−1 ≥
≥ α− 2eB(1 + δ/2)(4− ln η)|zk| ≥ −α|zk|, k ≥ k′′.

Это, очевидно, завершает доказательство леммы.
Прежде чем перейти к основному результату параграфа докажем еще два вспомогатель-

ных утверждения, в которых строятся специальные плюрисубгармонические функции с
заданным асимптотическим поведением.

Лемма 9. Пусть F — целая функция в Cn, f — целая функция экспоненциального
типа, постоянная d1 > 0 и выпуклый компакт L ⊂ Cn таковы, что верна оценка

ln |f(z)| 6 d1 +HL(z), z ∈ Cn.

Предположим, что f делится на F . Тогда для каждого ε > 0 и каждого компакта
S0 ⊂ S \ ∆(F ) существуют плюрисубгармоническая в Cn функция ψ, окрестность Ω
компакта S0 и постоянные a0, T > 0 такие, что выполнены следующие неравенства:
1) ln |F (z)|+ ψ(z) 6 d1 +HL(z) + ε|z|, z ∈ Cn;
2) ln |F (z)|+ψ(z) ≥ −a0|z| для всех z ∈ Cn, удовлетворяющих условиям: z/|z| ∈ Ω, |z| ≥ T .
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Доказательство. Прежде всего заметим, что если компакт S0 является объединени-
ем компактов S1, . . . , Sp, то, построив для каждого i = 1, . . . , p плюрисубгармоническую
функцию ψi, обладающую свойствами 1), 2), где S0 заменен на Si, и определив функцию
ψ как максимум ψi, i = 1, . . . , p, мы тем самым получим искомую функцию, для которой
выполнены неравенства 1) и 2) уже на всем S0. Поэтому мы можем считать, что S0 до-
статочно мал. Нам удобно предположить, что компакт S0 лежит в некотором открытом
полупространстве, граничная гиперплоскость которого проходит через начало координат.
Эта гиперплоскость содержит комплексную гиперплоскость вида {z : g(z) = 〈z, λ〉 = 0},
которая в силу своего выбора не пересекает S0. Можно считать, что точка λ принадлежит
сфере S.

Приступим теперь непосредственно к построению функции ψ. Положим

ψ′(z) = ln |f(z)| − ln |F (z)|.

По условию ψ′ — плюрисубгармоническая в Cn функция. Тогда в силу аналитичности g(z)
для каждого положительного δ плюрисубгармонической будет и функция

ψ(z) = (σnδ
2n)−1

∫
B(0,δ)

ψ′(z + g(z)w)dσ(w).

Делая замену переменной под интегралом w′ = eiϕw, где ϕ — аргумент комплексного
числа g(z), мы получаем формулу

ψ(z) = (σnδ
2n)−1

∫
B(0,δ)

ψ′(z + |g(z)|w)dσ(w).

Фиксируем ε > 0. По лемме 4 найдем δ ∈ (0, 1) такое, что

sup
w∈B(z,δ|z|)

HL(w) 6 HL(z) + ε|z|, z ∈ Cn. (23)

Так как S0 ⊂ S \∆(F ) и ∆(F ) — замкнутое множество, то, уменьшая при необходимости
δ > 0, можно считать, что S3δ

0 ( 3δ — вздутие компакта S0) не пересекает ∆(F ). Из по-
крытия компакта S0 шарами B(ς, δ/3), ς ∈ S0, выделим конечное подпокрытие B(ςj, δ/3),
j = 1, . . . , j0. В качестве окрестности Ω компакта S0 возьмем объединение шаров B(ςj, δ/3),
j = 1, . . . , j0. Можно также считать, что α = inf

z∈V
|g(z)| > 0. По лемме 8 найдем a ≥ 0 и

последовательности {zj,k} ∈ Φδ/4(ςj), j = 1, . . . , j0, такие, что имеет место оценка

ln |f(zj,k)| ≥ −a|zj,k|, k ≥ 1, j = 1, . . . , j0. (24)

Как отмечалось ранее, можно считать, что последовательности {|zj,k|}, j = 1, . . . , j0, моно-
тонно возрастая, стремятся к +∞. Согласно определению множества Φδ(ς) выберем номер
k0 так, что

|zj,k/|zj,k| − ςj| 6 δ/3, |zj,k+1|/|zj,k| 6 1 + δ/3, k ≥ k0, j = 1, . . . , j0. (25)

Пусть T ≥ max
16j6j0

|zj,k0|. Поскольку S3δ
0 не пересекает ∆(F ), то с учетом определения

∆(F ) число T можно выбрать так, что шар B(ς, 8δ|ς|/3) не пересекает нулевое множество
функции F , если |ς| ≥ T и ς/|ς| ∈ S0. Фиксируем z ∈ Ω

⋂
S, t ≥ T , и выберем номера j, k

так, чтобы шар B(ςj, δ/3) содержал точку z, и выполнялись неравенства:

|zj,k−1| 6 t 6 |zj,k|. (26)

Тогда с учетом (25) получаем:

|zj,k − tz| 6 |zj,k − tzj,k/|zj,k||+ |tςj − tzj,k/|zj,k||+ |tςj − tz| < tδ.
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Следовательно, шар B(tz, |g(tz)|δ) лежит в шаре B(zj,k, (t+ |g(tz)|)δ). Кроме того, в силу
(26), (25) и неравенства |g(tz)| 6 |tz||λ| = t имеют место вложения: B(zj,k, (t+ |g(tz)|)δ) ⊆
⊆ B(zj,k, 2tδ) ⊆ B(zj,k, 2|zj,k|δ) ⊆ B(|zj,k|ς, 7|zj,k|δ/3). Поскольку |zj,k| ≥ t ≥ T , то отсюда
вытекает, что шар B(zj,k, (t+ |g(tz)|)δ) не пересекает нулевое множество функции F , а
потому ln |F | плюригармонична в этом шаре. Используя неравенство и равенство о среднем
соответственно для субгармонических и гармонических функций, получаем:

ln |f(zj,k)| 6 (σn(t+ |g(tz)|)2nδ2n)−1

∫
B(zj,k,(t+|g(tz)|)δ)

ln |f(w)|dσ(w) =

=
σn|g(tz)|2nδ2n

σn(t+ |g(tz)|)2nδ2n
(σn|g(tz)|2nδ2n)−1

∫
B(tz,|g(tz)|δ)

(ψ′(w) + ln |F (w)|)dσ(w)+

+(σn(t+ |g(tz)|)2nδ2n)−1

∫
B(zj,k,(t+|g(tz)|)δ)\B(tz,|g(tz)|δ)

ln |f(w)|dσ(w) =

=
|g(tz)|2n

(t+ |g(tz)|)2n
(ψ(tz) + ln |F (tz)|)+

+(σn(t+ |g(tz)|)2nδ2n)−1

∫
B(zj,k,(t+|g(tz)|)δ)\B(tz,|g(tz)|δ)

ln |f(w)|dσ(w).

Отсюда с учетом (24) и оценки на ln |f | из условия леммы имеем:

−a|zj,k| 6
|g(tz)|2n

(t+ |g(tz)|)2n
(ψ(tz) + ln |F (tz)|) + d1 + sup

w∈B(zj,k,(t+|g(tz)|)δ)
HL(w).

Пусть b = sup
|w|=1

HL(w). Тогда в силу однородности опорной функции и неравенств |zj,k| ≥

≥ t ≥ |g(tz)| ≥ αt, |zj,k| 6 t(1 + δ) и δ < 1 получаем:

ψ(z′) + ln |F (z′)| ≥ −(t+ |g(tz)|)2n

|g(tz)|2n
(a|zj,k|+ d1 + b(|zj,k|+ (|g(tz)|+ t)δ)) ≥

≥ −(2/α)2n(a+ d/|zj,k|+ b(1 + 2δ))|zj,k| ≥
≥ −(2/α)2n(a+ d/T + 3b)|zj,k| ≥ −(2/α)2n(a+ d/T + 3b)|z′|(1 + δ) ≥

≥ −a0|z′|, z′ = tz, z ∈ Ω
⋂

S, t ≥ T,

где a0 = 2(2/α)2n(a+ d/T + 3b). Это дает нам неравенство 2) из утверждения леммы.
С другой стороны, в силу (23), неравенства о среднем для субгармонических функ-

ций, оценки на ln |f | из условия леммы, однородности опорной функции и неравенства
|g(z)| 6 |z| имеем:

ψ(z) + ln |F (z)| = (σnδ
2n)−1

∫
B(0,δ)

ψ′(z + |g(z)|w)dσ(w) + ln |F (z)| 6

6 (σnδ
2n)−1

∫
B(0,δ)

ψ′(z + |g(z)|w) + ln |F (z + |g(z)|w)|dσ(w) 6

6 d1 + sup
w∈B(z,|g(z)|δ)

HL(w) 6 d1 + sup
w∈B(z,|z|δ)

HL(w) 6

6 d1 +HL(z) + ε|z|, z ∈ Cn.

Это завершает доказательство леммы.
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Следующая лемма является модификацией предыдущей. В предположении дополни-
тельных оценок снизу на ln |f(z)| в ней приводится неравенство более точное, чем в пункте
2) леммы 9.

Лемма 10. Пусть F — целая функция, ψ0 — плюрисубгармоническая функция в Cn,
постоянная d > 0 и выпуклый компакт L ⊂ Cn таковы, что

ψ0(z) + ln |F (z)| 6 d+HL(z), z ∈ Cn. (27)

Пусть далее ς ∈ S \∆(F ) и на некоторой последовательности {zk} ∈ Φ0(ς) имеет место
оценка

ψ0(zk) + ln |F (zk)| ≥ l(zk), k ≥ 1, (28)

где l(z) — положительно однородная порядка один и непрерывная функция. Тогда для
каждого ε > 0 существуют плюрисубгармоническая в Cn функция ψ и постоянные
d1, δ, T > 0 такие, что верны неравенства:
1) ln |F (z)|+ ψ(z) 6 d1 +HL(z) + ε|z|, z ∈ Cn;
2) для всех z ∈ B(ς, δ) ∩ S и t ≥ T .

ln |F (tz)|+ ψ(tz) ≥ HL(tz) + 82n(l(tz)− 3εt−HL(tz)).

Доказательство. Выберем точку λ ∈ S такую, что комплексная плоскость
g(z) = 〈z, λ〉 = 0 не пересекает шар B(ς, 1). Тогда

inf
z∈B(ς,1/2)

|g(z)| ≥ 1/2. (29)

Фиксируем ε > 0. По лемме 4 найдем δ ∈ (0, 1/2), для которого

sup
w∈B(z,7δ|z|)

HL(w) 6 HL(z) + ε|z|, z ∈ Cn, (30)

sup
w∈B(z,4δ|z|)

l(w) 6 l(z) + ε|z|, z ∈ Cn. (31)

Можно считать, что B(ς, 6δ)
⋂

∆(F ) = �. Согласно определениям множеств ∆(F ) и Φ0(ς)

найдется число T > |z1| такое, что шар B(tς, 5tδ) не пересекает нулевое множество функ-
ции F при t ≥ T , и |zk|/|zk−1| < 1 + δ, если |zk| ≥ T. Положим

ψ(z) = (σnδ
2n)−1

∫
B(0,δ)

ψ0(z + |g(z)|w)dσ(w).

Как и в лемме 9, показывается, что функция ψ(z) является плюрисубгармонической и для
нее выполнен пункт 1). Покажем, что имеет место и пункт 2).

Фиксируем точку z ∈ B(ς, δ)
⋂
S, t ≥ T и выберем номер k так, что |zk−1| 6 t 6 |zk|.

Как и в лемме 9, устанавливается неравенство |zk− tz| < 3tδ и то, что функция ln |F | плю-
ригармонична в шаре B(zk, (3t+ |g(tz)|)δ) . Увеличивая при необходимости число T > 0,
можно считать, что εt ≥ d, если t ≥ T. Так как |g(tz)| 6 t 6 |zk|, то в силу (27) и (30)
имеем:

q(w) = ψ0(w) + ln |F (w)| −HL(tz)− 2εt 6 0,

w ∈ B(zk, (3t+ |g(tz)|)δ) ⊂ B(tz, 7tδ).

Поэтому, используя (28), неравенство о среднем для субгармонических функций и вложе-
ние B(tz, |g(tz)|δ) ⊂ B(zk, (3t+ |g(tz)|)δ) получаем,

l(zk)−HL(tz)− 2εt 6 q(zk) 6

6 (σn((3t+ |g(tz)|)δ)2n)−1

∫
B(zk,(3t+|g(tz)|)δ)

q(w)dσ(w) 6
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6
σn(|g(tz)|δ)2n

σn((3t+ |g(tz)|)δ)2n
(σn(|g(tz)|δ)2n)−1

∫
B(tz,|g(tz)|δ)

q(w)dσ(w).

Учитывая (31) и равенство о среднем для гармонических функций, имеем:

l(tz)− 3εt−HL(tz) 6 l(zk)−HL(tz)− 2εt 6

6
|g(tz)|2n

(3t+ |g(tz)|)2n
(ψ(tz) + ln |F (tz)| −HL(tz)− 2εt).

Поскольку |g(tz)| 6 t, а в силу (29) |g(tz)| ≥ t/2, то окончательно получаем

ψ(tz) + ln |F (tz)| ≥ HL(tz) + 2εt+ 82n(l(tz)− 3εt−HL(tz)) ≥
≥ HL(tz) + 82n(l(tz)− 3εt−HL(tz)).

Лемма доказана.
Следствие. Пусть F — целая функция, D — выпуклая область, S0 — компактное

подмножество сферы S, не имеющее общих точек с ∆(F )
⋃

ΘD. Предположим, что для
каждой точки ς ∈ S0 и каждого номера m существует плюрисубгармоническая функция
ψς,m такая, что

huς,m(z) < HD(z), z ∈ Cn \ {0}, (32)

huς,m
(ς) ≥ HKm(ς), (33)

где uς,m = ln |F |+ ψς,m. Тогда для любого номера m существуют плюрисубгармоническая
в Cn функция ψ, окрестность Ω компакта S0 и постоянная T > 0 такие, что верны
неравенства:
1) hu(z) < HD(z), z ∈ Cn \ {0}, где u = ln |F |+ ψ;
2) u(z) ≥ HKm(z) для всех z ∈ Cn, удовлетворяющих условиям: z/|z| ∈ Ω, |z| ≥ T.

Доказательство. Фиксируем номер m. Поскольку компакт Km лежит во внутренности
Km+1, то для некоторого α > 0 верно неравенство

HKm(z) + α|z| 6 HKm+1(z), z ∈ Cn. (34)

Пусть ς ∈ S0. По условию HD(ς) < +∞. Тогда, учитывая, что D =
⋃
Kj, найдем номер

m(ς) ≥ m+ 1, для которого

HKm(ς)
(ς) + 8−(2n+1)α ≥ HD(ς). (35)

Также по условию существует плюрисубгармоническая функция ψς,m(ς) такая, что для
uς,m(ς) выполнены неравенства (32) и (33). В силу (32) найдутся d(ς) > 0 и компакт
L(ς) ⊂ D, удовлетворяющие оценке

uς,m(ς)(z) 6 d(ς) +HL(ς)(z), z ∈ Cn. (36)

Выберем положительное число ε(ς) 6 8−(2n+1)α так, что

HL(ς)(z) + 2ε(ς)|z| 6 HD(z), z ∈ Cn. (37)

В силу (33) по лемме 2.7 из работы [30] для некоторой последовательности {zk} ∈ Φ0(ς)
имеет место неравенство

limk→∞uς,m(ς)(zk)/|zk| ≥ HKm(ς).

Поскольку опорная функция компакта непрерывна и положительно однородна, то можно
считать, что

uς,m(ς)(zk) ≥ HKm(zk)− ε(ς)|zk|, k = 1, 2, . . .

Таким образом, все условия леммы 10 выполнены. Согласно ей существуют плюрисубгар-
моническая в Cn функция ψς и постоянные d1(ς), δ(ς), T (ς) > 0 такие, что

uς(z) 6 d1(ς) +HL(ς)(z) + ε(ς)|z|, z ∈ Cn, (38)
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где uς = ln |F |+ ψς , и для всех z ∈ B(ς, δ(ς))
⋂
S, t ≥ T (ς),

uς(tz) ≥ HL(ς)(tz) + 82n(HKm(ς)
(tz)− 4ε(ς)t−HL(ς)(tz)).

Из (35) следует, что

HKm(ς)
(ς)−HL(ς)(ς) ≥ HKm(ς)

(ς)−HD(ς) ≥ −8−(2n+1)α.

Поэтому, учитывая непрерывность опорной функции компакта и уменьшая при необходи-
мости число δ(ς) > 0, можно считать, что

HKm(ς)
(tz)−HL(ς)(tz) ≥ −2 · 8−(2n+1)αt, z ∈ B(ς, δ(ς))

⋂
S, t ≥ 0.

Тогда из предыдущего и выбора ε(ς) получаем

uς(tz) ≥ HL(ς)(tz)− 6 · 8−1αt, z ∈ B(ς, δ(ς))
⋂

S, t ≥ T (ς).

С другой стороны, из (33) и (36) следуют соотношения

HL(ς) ≥ huς,m(ς)
(ς) ≥ huς,m(ς)

(ς) ≥ HKm(ς)
(ς).

Поэтому, вновь уменьшая δ(ς) > 0, можно считать, что

HL(ς)(tz) ≥ HKm(ς)
(tz)− αt/4, z ∈ B(ς, δ(ς))

⋂
S, t ≥ 0.

Таким образом, учитывая (34) и вложение Km+1 ⊂ Km(ς) (т.к. m(ς) ≥ m+1), окончательно
получаем

uς(tz) ≥ HL(ς)(tz)− 6 · 8−1αt ≥ HKm(ς)
(tz)− αt/4− 3αt/4 ≥

≥ HKm(ς)
(tz)− αt ≥ HKm(tz), z ∈ B(ς, δ(ς))

⋂
S, t ≥ T (ς). (39)

Перейдем теперь к построению функции ψ. Из покрытия компакта S0 шарами B(ς, δ(ς)),
ς ∈ S0, выделим конечное подпокрытие B(ςj, δ(ςj)), j = 1, . . . , p. Положим

Ω =

p⋃
j=1

B(ςj, δ(ςj)), T = max
16j6p

T (ςj), ψ(z) = max
16j6p

ψςj (z).

Тогда в силу (37) и (38) для функции u(z) выполнен пункт 1) из утверждения следствия,
а в силу (39) и пункт 2). Следствие доказано.

Сформулируем и докажем теперь основной результат этого параграфа.
Теорема 2. Пусть D — выпуклая область в Cn, W — нетривиальное замкнутое глав-

ное инвариантное подпространство в H(D), допускающее спектральный синтез; G —
выпуклая подобласть D(W ), содержащая D. Предположим, что каждая функция из W
аналитически продолжается в область G и аппроксимируется там линейными ком-
бинациями элементов из E(W ). Тогда для любой точки ξ ∈ S \ Ξ и любого номера m
существуют плюрисубгармоническая функция ψ, номер p и числа d,R, δ > 0, обладаю-
щие следующими свойствами:
1) ψ(z) + ln |FW (z)| 6 d+HKp(z), z ∈ Cn;
2) ψ(z) + ln |FW (z)| ≥ HKm(z), ∀z : z/|z| ∈ B(ξ, δ), |z| > R.

Доказательство. Фиксируем номер m и точку ξ ∈ S \ Ξ. Поскольку Km – компакт в
D, то существует ε > 0 такое, что

HKm(z) + ε|z| 6 HD(z), z ∈ Cn. (40)

ПодпространствоW не тривиально, поэтому нетривиальным будет также подпространство
IW . Пусть ϕ1 — некоторый ненулевой элемент IW ⊂ PD. По определению пространства PD
найдутся выпуклый компакт L ⊂ D и постоянные d1, α > 0 такие, что

ln |ϕ1(z)| 6 d1 +HL1(z) + 3α|z| 6 d1 +HD(z), z ∈ Cn. (41)
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Так как ϕ1 делится на FW (в силу того, что пространствоW допускает спектральный син-
тез), то по лемме 9 существуют плюрисубгармоническая в Cn функция ψ1, число δ′ ∈ (0, 1)
и постоянные a0, T > 0 такие, что

ln |FW (z)|+ ψ1(z) 6 d1 +HL1(z) + α|z|, z ∈ Cn; (42)

ln |FW (z)|+ ψ1(z) ≥ −a0|z|, z/|z| ∈ B(ξ, δ′), |z| ≥ T. (43)

С учетом (40) выберем τ ∈ (0, 1) из условий:

(1− τ)HD(ξ) > HKm(ξ) + 3ε/4. (44)

Пусть γ > 0 такое, что
(1− τ)γ − τα < 0. (45)

По лемме 5 найдем точку y ∈ G, для которой выполнены пункты 1) и 2) из утверждения
этой леммы. Тогда функция h(z) = exp 〈y, z〉 принадлежит пространству PG. Следова-
тельно, по лемме 1 существуют функции ϕ2 ∈ IW (G) и g ∈ PD такие, что верно равенство
h = ϕ2 + g. В силу включения g ∈ PD найдется выпуклый компакт L ⊂ D и постоянная
d′ > 0, удовлетворяющие неравенству:

ln |g(z)| 6 d′ +HL(z), z ∈ Cn. (46)

Пусть L2 – выпуклая оболочка множества L
⋃
{y} и d2 = 1 + d′. Тогда с учетом вложения

L ⊂ D и пункта 2) леммы 5 имеем:

ln |ϕ2(z)| = ln |h(z)− g(z)| 6 ln(|h(z)|+ |g(z)|) 6 ln 2+

+ ln(max[|h(z)|, |g(z)|]) 6 1 + d+ max[Re 〈y, z〉 , HL(z)] =

= d2 +HL2(z) 6 d2 +HD(z) + γ|z|, z ∈ Cn. (47)

Положим ψ2(z) = ln |ϕ2(z)| − ln |FW (z)|. Поскольку пространство W (G) допускает спек-
тральный синтез, то функция ϕ2 ∈ IW (G) делится на FW . Следовательно, ψ2(z) — плюри-
субгармоническая функция. Пусть

ψ(z) = τψ1(z) + (1− τ)ψ2(z).

Из (42), (47), (41) и (45) получаем:

ln |FW (z)|+ ψ(z) = τ(ln |FW (z)|+ ψ1(z)) + (1− τ) ln |ϕ2(z)| 6
6 τ(d1 +HL1(z) + α|z|) + (1− τ)(d2 +HL2(z)) 6

6 τ(d1 +HD(z)− 2α|z|) + (1− τ)(d2 +HD(z) + γ|z|) 6

6 d+HD(z)− τα|z|, z ∈ Cn,

где d = τd1 + (1 − τ)d2. Поскольку {Kj} — последовательность компактов, исчерпываю-
щая область D, то с учетом определения опорной функции и последних оценок нетрудно
показать, что для некоторого номера p верно неравенство

ln |FW (z)|+ ψ(z) 6 d+HKp(z), z ∈ Cn.

Это дает нам пункт 1) из утверждения теоремы.
По пункту 1) леммы 5 ( с учетом того, что L — компакт в области D) выполнены

соотношения:
Re 〈y, ξ〉 = HD(ξ) > HL(ξ).

Поэтому в силу непрерывности опорной функции компакта найдется δ ∈ (0, δ′) и β > 0
такое, что имеет место неравенство

Re 〈y, z〉 > HL(z) + β|z|, z ∈ B(ξ, δ), (48)

а с учетом (44) еще и неравенство

(1− τ)Re 〈y, z〉 > HKm(z) + ε|z|/2, z ∈ B(ξ, δ). (49)
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В силу (46) и (48) для некоторого R > T получаем:

ln |ϕ2(z)| = ln | exp 〈y, z〉 − g(z)| ≥ ln(exp Re 〈y, z〉 − |g(z)|) ≥
≥ ln(exp Re 〈y, z〉 − exp(d′ +HL(z))) ≥

≥ Re 〈y, z〉+ ln(1− exp(d′ +HL(z)− Re 〈y, z〉)) ≥
≥ Re 〈y, z〉 − ε|z|/4, z/|z| ∈ B(ξ, δ), |z| > R.

Отсюда и из (49) следует, что

(1− τ) ln |ϕ2(z)| ≥ (1− τ)Re 〈y, z〉 − (1− τ)ε|z|/4 ≥
≥ HKm(z) + ε|z|/2− ε|z|/4 = HKm(z) + ε|z|/4, z/|z| ∈ B(ξ, δ), |z| > R.

Учитывая еще (43) и (44), имеем оценку:

ψ(z) + ln |FW (z)| = τ(ψ1(z) + ln |FW (z)|) + (1 + τ) ln |ϕ2(z)| ≥
≥ (−τa0 + ε/4) +HKm(z) ≥ HKm , z/|z| ∈ B(ξ, δ), |z| > R.

Таким образом, пункт 2) также выполнен, и теорема доказана.
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