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О ПОРЯДКАХ ПРИБЛИЖЕНИЯ КЛАССА БЕСОВА В
МЕТРИКЕ АНИЗОТРОПНЫХ ПРОСТРАНСТВ ЛОРЕНЦА

К.А. БЕКМАГАНБЕТОВ

Аннотация. В работе установлена точная оценка порядка приближения класса Бесо-
ва тригонометрическими полиномами в метрике анизотропных пространствах Лорен-
ца.
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1. Введение

Пусть f(x) = f(x1, . . . , xn) — измеримая функция, заданная на [0, 1]n. Через
f ∗(t) = f ∗1,...,∗n(t1, . . . , tn) обозначим функцию, полученную применением к первой невоз-
растающей перестановки, последовательно по переменным x1, . . . , xn, при фиксированных
остальных переменных.

Пусть мультииндексы p = (p1, . . . , pn), q = (q1, . . . , qn) удовлетворяют условиям, если
0 < pj <∞, то 0 < qj 6∞, если же pj =∞, то и qj =∞ для j = 1, . . . , n. Анизотропным
пространством Лоренца Lpq называется множество функций, для которых конечна

‖f‖Lpq =

(∫ 1

0

..

(∫ 1

0

∣∣∣t1/p1

1 .. t1/pnn f ∗1,..,∗n(t1, .., tn)
∣∣∣q1 dt1

t1

)q2/q1
..
dtn
tn

)1/qn

.

Здесь выражение
(∫ 1

0
(G(s))q ds

s

)1/q

при q =∞ понимается как sups>0G(s).
Для функций f ∈ Lpr обозначим через

∆s(f,x) =
∑

k∈ρ(s)

ak(f)e2πi(k,x),

где {ak(f)}k∈Zn — коэффициенты Фурье функции f по кратной тригонометрической си-
стеме, ρ(s) = {k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn : [2si−1] 6 |ki| < 2si , i = 1, . . . , n}, (k,x) =

∑n
j=1 kjxj.

Анизотропным пространством Бесова Bαθ
pr ([1], [2]) называется множество функций f из

Lpr, для которых конечна норма

‖f‖Bαθpr
=
∥∥∥{2(α,s)‖∆s(f)‖Lpr

}
s∈Zn+

∥∥∥
lθ
,

где 0 < α = (α1, . . . , αn) < ∞, 0 < θ = (θ1, . . . , θn) 6 ∞, ‖ · ‖lθ — норма дискретного
пространства Лебега lθ со смешанной метрикой.
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10 К.А. БЕКМАГАНБЕТОВ

Пусть γ = (γ1, . . . , γn), s = (s1, . . . , sn), где γj > 0, sj ∈ Z+ для всех j = 1, . . . , n и

Qn(γ,N) =
⋃

(s,γ)<N

ρ(s), TQn(γ,N) =

t(x) =
∑

k∈Qn(γ,N)

bke
2πi(k,x)

 .

Eγ,N(f)Lpr — наилучшее приближение функции f полиномами из TQn(γ,N) в метрике Lpr,
Sγ,N(f,x) =

∑
k∈Qn(γ,N) ak(f)e2πi(k,x) – частичная сумма ряда Фурье функции f .

К.И. Бабенко в работе [3] было предложено приближать функции многих переменных
полиномами со спектром из гиперболических крестов. В дальнейшем вопросам прибли-
жения функций из различных классов гладких функций полиномами со спектром из ги-
перболических крестов были посвящены работы С.А. Теляковского [4], Б.С. Митягина [5],
Я.С. Бугрова [6], Н.С. Никольской [7], Э.М. Галеева [8], В.Н. Темлякова [9], Динь Зунга
[10], Н.Н. Пустовойтова [11], Б.С. Кашина и В.Н. Темлякова [12], А.С. Романюка [13], [14],
Г.А. Акишева [2].

Отметим, что в работах [3]–[14] изучались вопросы теории приближений функций в мет-
рике изотропных пространств Лебега, а в работе [2] — анизотропных пространств Лоренца,
имеющих природу пространств со смешанной метрикой.

Основным результатом работы [2] является следующая теорема.
Теорема [2]. Пусть 0 < α = (α1, . . . , αn) <∞, 1 < p = (p1, . . . , pn) < q = (q1, . . . , qn) <∞,
1 6 θ = (θ1, . . . , θn), τ = (τ1, . . . , τn) < ∞, 0 < α1 + 1

q1
− 1

p1
= . . . = αν + 1

qν
− 1

pν
<

< αν+1 + 1
qν+1
− 1

pν+1
6 . . . 6 αn+ 1

qn
− 1

pn
, γj = (αj + 1

qj
− 1

pj
)/(α1 + 1

q1
− 1

p1
), j = 1, . . . , n. Тогда

для τj 6 θj < +∞, j = 1, . . . , l < ν, θj < τj < +∞, j = l+ 1, . . . , n справедливо неравенство

C2
−
(
α1+ 1

q1
− 1
p1

)
N
N
∑n
j=l+2

(
1
θj
− 1
τj

)
6

6 Eγ,N
(
Bατ

pθ

)
Lqθ

6 C12
−
(
α1+ 1

q1
− 1
p1

)
N
N
∑n
j=l+1

(
1
θj
− 1
τj

)
,

где Eγ,N
(
Bατ

pθ

)
Lqθ

= sup
‖f‖Bατ

pθ
61

Eγ,N(f)Lqθ
.

Как видно, в данной теореме не совпадают по порядку нижняя и верхняя оцен-
ки. Кроме того, не естественно для анизотропных пространств выглядит условие
0 < α1 + 1

q1
− 1

p1
= . . . = αν + 1

qν
− 1

pν
< αν+1 + 1

qν+1
− 1

pν+1
6 . . . 6 αn + 1

qn
− 1

pn
, которое на-

кладывает некоторую упорядоченность на гладкостные и метрические характеристики
пространств.

В данной работе нам удалось доказать результат, лишенный выше указанных недостат-
ков.

Теорема 1. Пусть 0 < α = (α1, . . . , αn) <∞, 1 < p = (p1, . . . , pn) < q = (q1, . . . , qn) <∞,
1 6 θ = (θ1, . . . , θn), τ = (τ1, . . . , τn), r = (r1, . . . , rn) 6∞, αj0 +1/qj0−1/pj0 = min{αj+1/qj−
− 1/pj : j = 1, . . . , n} и αj0 + 1

qj0
− 1

pj0
> 0, γj =

αj+1/qj−1/pj
αj0+1/qj0−1/pj0

, 1 6 γ′j 6 γj, j = 1, . . . , n.
Тогда

Eγ′,N
(
Bατ

pr

)
Lqθ
� 2

−
(
αj0+ 1

qj0
− 1
pj0

)
N
N

∑
j∈A\{j1}

(
1
θj
− 1
τj

)
+ , (1)

где A = {j : γ′j = γj, j = 1, . . . , n}, j1 = min{j : j ∈ A}, (a)+ = max(a, 0).

2. Вспомагательные утверждения

Сформулируем в виде леммы частный случай теоремы вложения из работы Е.Д. Нур-
султанова [1].
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Лемма 1 ([1]). Пусть 1 6 p = (p1, . . . , pn) < q = (q1, . . . , qn) <∞, 0 < θ = (θ1, . . . , θn),
r = (r1, . . . , rn) 6∞ и σ = 1

p
− 1

q
, тогда

Bσθ
pr ↪→ Lqθ.

В дальнейшем нам понадобятся следующие множества:

Y n(γ,N) =

{
s = (s1, . . . , sn) ∈ Zn

+ :
n∑
j=1

γjsj ≥ N

}
,

ℵn(γ,N) =

{
s = (s1, . . . , sn) ∈ Zn

+ :
n∑
j=1

γjsj = N

}
.

Пусть b — мультииндекс (b1, . . . , bn−1, bn). Далее под записью b̄ будем понимать муль-
тииндекс (b1, . . . , bn−1).

Лемма 2. Пусть n ∈ N, n ≥ 2, 0 < γ′ = (γ′1, . . . , γ
′
n) 6 γ = (γ1, . . . , γn) < ∞, β > 0 и

0 < ε = (ε1, . . . , εn) 6∞. Тогда∥∥{2−β(γ,s)}s∈Y n(γ′,N)

∥∥
lε(Zn+)

6 C2−βδNN
∑
j∈A\{j1}

1
εj ,

где δ = min{γj
γ′j

: j = 1, . . . , n}, A = {j :
γj
γ′j

= δ, j = 1, . . . , n}, j1 = min{j : j ∈ A}.

Доказательство проведем индукцией по размерности n.
Пусть n = 2. По определению множества Y 2(γ′, N) и согласно неравенства Минковского

получаем, что ∥∥{2−β(γ,s)}s∈Y 2(γ′,N)

∥∥
lε(Z2

+)
6

6 C1


 ∑
s2<N/γ′2

 ∑
s1≥(N−γ′2s2)/γ′1

2−β(γ1s1+γ2s2)ε1


ε2
ε1


1
ε2

+

+

 ∑
s2≥N/γ′2

(∑
s1≥0

2−β(γ1s1+γ2s2)ε1

) ε2
ε1

 1
ε2

 6

6 C2


 ∑
s2<N/γ′2

2
−β(

γ1
γ′1

(N−γ′2s2)+γ2s2)ε2

 1
ε2

+

 ∑
s2≥N/γ′2

2−βγ2s2ε2

 1
ε2

 =

= C2 {J1 + J2} . (2)

Оценим каждое слагаемое по отдельности. Для оценки J1 воспользуемся соотношением∑
k<N

2αk(N − k)τ �

 N τ при α < 0
N τ+1 при α = 0
2αN при α > 0

, (τ ≥ 0). (3)

J1 =

 ∑
s2<N/γ′2

2
−β(

γ1
γ′1

(N−γ′2s2)+γ2s2)ε2

 1
ε2

=

= 2
−β γ1

γ′1
N

 ∑
s2<N/γ′2

2
−β(

γ2
γ′2
− γ1
γ′1

)γ′2s2ε2

 1
ε2

� 2−βδ2NN
∑
j∈A2\{j1}

1
ε j , (4)
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J2 =

 ∑
s2≥N/γ′2

2−βγ2s2ε2

 1
ε2

� 2
−β γ2

γ′2
N

6 C32−βδ2N , (5)

здесь δ2 = min{γj
γ′j
, j = 1, 2}, A2 = {j :

γj
γ′j

= δ2, j = 1, 2}, j1 = min{j : j ∈ A2}.
Подставляя (4) и (5) в (2), убеждаемся в справедливости леммы при n = 2.
Положим, что лемма верна для n− 1 ≥ 2, то есть справедливо неравенство∥∥{2−β(γ,s)}s∈Y n−1(γ,N)

∥∥
lε(Zn−1

+ )
6 C42−βδn−1NN

∑
j∈An−1\{j1}

1
εj , (6)

где δn−1 = min{γj
γ′j
, j = 1, . . . , n − 1}, An−1 = {j :

γj
γ′j

= δ2, j = 1, . . . , n − 1},
j1 = min{j : j ∈ An−1}, и докажем ее для n. По определению множества Y n(γ′, N) и со-
гласно неравенства Минковского получаем, что∥∥{2−β(γ,s)}s∈Y n(γ′,N)

∥∥
lε(Zn+)

6

6 C1


 ∑
sn<N/γ′n

(
2−βγnsn

∥∥{2−β(γ̄,s̄)}s̄∈Y n−1(γ̄′,N−γ′nsn)

∥∥
lε̄(Zn−1

+ )

)εn 1
εn

+

+

 ∑
sn≥N/γ′n

(
2−βγnsn

∥∥∥{2−β(γ̄,s̄)}s̄∈Zn−1
+

∥∥∥
lε̄(Zn−1

+ )

)εn 1
εn

 = C1 {J3 + J4} . (7)

Оценим каждое слагаемое по отдельности. Для оценки J3 воспользуемся неравенством
(6) и соотношением (3), тогда получим

J3 6

 ∑
sn<N/γ′n

(
2−βγnsnC42−βδn−1(N−γ′nsn)(N − γ′nsn)

∑
j∈An−1\{j1}

1
εj

)εn 1
εn

=

= C42−βδn−1N

 ∑
sn<N/γ′n

(
2
−β( γn

γ′n
−δn−1)γ′nsn(N − γ′nsn)

∑
j∈An−1\{j1}

1
εj

)εn 1
εn

�

� 2−βδnNN
∑
j∈An\{j1}

1
εj , (8)

J4 6 C5

 ∑
sn≥N/γ′n

2−βγnεnsn

 1
εn

� 2
−β γn

γ′n
N

6 C62−βδnN , (9)

здесь δn = min{γj
γ′j
, j = 1, . . . , n}, An = {j :

γj
γ′j

= δn, j = 1, . . . , n}, j1 = min{j : j ∈ An}.
Подставляя (8) и (9) в (7), получаем, что∥∥{2−β(γ,s)}s∈Y n(γ,N)

∥∥
lε(Zn+)

6 C72−βδnNN
∑
j∈An\{j1}

1
εj ,

где δn = min{γj
γ′j
, j = 1, . . . , n}, An = {j :

γj
γ′j

= δn, j = 1, . . . , n}, j1 = min{j : j ∈ An}.
Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть n ∈ N, n ≥ 2, 0 < γ = (γ1, . . . , γn) < ∞, β ∈ R и
0 < ε = (ε1, . . . , εn) 6∞. Тогда∥∥∥{2−β(γ,s)

}
s∈ℵn(γ,N)

∥∥∥
lε(Zn+)

� 2−βNN
∑n
j=2

1
εj .
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Доказательство проведем индукцией по размерности n.
Пусть n = 2. По определению множества ℵ2(γ,N) имеем

∥∥{2−β(γ,s)}s∈ℵ2(γ,N)

∥∥
lε(Z2

+)
=

 ∑
s26N/γ2

∑
s1=(N−γ2s2)/γ1

2−βε2(γ1s1+γ2s2)

 1
ε2

=

= 2−βN

 ∑
s26N/γ2

1

 1
ε2

� 2−βNN
1
ε2 .

Положим, что лемма верна для n− 1 ≥ 2, то есть справедливо отношение∥∥∥{2−β(γ,s)
}

s∈ℵn−1(γ,N)

∥∥∥
lε(Zn−1

+ )
� 2−βNN

∑n−1
j=2

1
εj , (10)

и докажем ее для n. По определению множества ℵn(γ,N) и согласно (10) получаем, что∥∥∥{2−β(γ,s)
}

s∈ℵn(γ,N)

∥∥∥
lε(Zn+)

=

=

 ∑
sn6N/γn

(
2−βγnsn

∥∥∥∥{2−β
∑n−1
j=1 γjsj

}
s̄∈ℵn−1(γ̄,N−γnsn)

∥∥∥∥
lε̄(Zn−1

+ )

)εn
 1

εn

�

�

 ∑
sn6N/γn

(
2−βγnsn2−β(N−γnsn)(N − γnsn)

∑n−1
j=2

1
εj

)εn 1
εn

�

� 2−βN

 ∑
sn6N/γn

(N − γnsn)
εn
∑n−1
j=2

1
εj

 1
εn

� 2−βNN
∑n
j=2

1
εj .

Лемма доказана.

3. Доказательство теоремы

Пусть f ∈ Bατ
pr . Так как

∆s (f − Sγ′,N(f)) =

{
0, s /∈ Y n(γ′, N)

∆s(f), s ∈ Y n(γ′, N)
,

то согласно лемме 1 и неравенству Гельдера получаем

‖f − Sγ′,N(f)‖Lqθ
=

∥∥∥∥∥∥
∑

s∈Y n(γ′,N)

∆s(f)

∥∥∥∥∥∥
Lqθ

6

6 C8

∥∥∥∥∥∥
∑

s∈Y n(γ′,N)

∆s(f)

∥∥∥∥∥∥
B

( 1
p−

1
q) θ

p r

= C8

∥∥∥∥{2( 1
p
− 1

q
,s) ‖∆s(f)‖Lpr

}
s∈Y n(γ′,N)

∥∥∥∥
lθ

=

= C8

∥∥∥∥{2−(α+ 1
q
− 1

p
,s)2(α,s) ‖∆s(f)‖Lpr

}
s∈Y n(γ′,N)

∥∥∥∥
lθ

6

6 C8

∥∥∥∥{2(α,s) ‖∆s(f)‖Lpr

}
s∈Y n(γ′,N)

∥∥∥∥
lτ

∥∥∥∥{2−(α+ 1
q
− 1

p
,s)
}

s∈Y n(γ′,N)

∥∥∥∥
lε

6
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6 C8

∥∥∥∥∥
{

2
−(αj0+ 1

qj0
− 1
pj0

)(γ,s)
}

s∈Y n(γ′,N)

∥∥∥∥∥
lε

‖f‖Bατpr
,

здесь ε таково, что
1

ε
=

(
1

θ
− 1

τ

)
+

.

Далее, применяя лемму 2, получаем

‖f − Sγ′,N(f)‖Lqθ
6 C9‖f‖Bατpr

· 2
−
(
αj0+ 1

qj0
− 1
pj0

)
N
N

∑
j∈A\{j1}

(
1
θj
− 1
τj

)
+ ,

где A = {j : γ′j = γj, j = 1, . . . , n}, j1 = min{j : j ∈ A}, (a)+ = max(a, 0).
Верхняя оценка доказана.
Докажем нижнюю оценку. Пусть A = {j : γ′j = γj, j = 1, . . . , n}, j1 = min{j : j ∈ A},

B = {j : θj < τj, j = 1, . . . , n} и B′ = A∩B∪{j1}. Положим s0 = (s0
1, . . . , s

0
n), где s0

j = sj при
j ∈ B′ и s0

j = 0 при j /∈ B′, s̃ = (sj1 , . . . , sj|B′|), γ̃′ = (γ′j1 , . . . , γ
′
j|B′|

), где ji ∈ B′, i = 1, . . . , |B′|
и j1 < . . . < j|B′|. Рассмотрим функцию

f(x) = N
−
∑
j∈B′\{j1}

1
τj

∑
(γ′,s0)=N

n∏
j=1

2
−(αj+1− 1

pj
)s0j

∑
k∈ρ(s0)

e2πi(k,x).

Функция f ∈ Lpr, так как является полиномом с конечным спектром. Согласно теореме
Харди-Литтлвуда ∥∥∥∥∥∥

∑
k∈ρ(s)

e2πi(k,x)

∥∥∥∥∥∥
Lpr

�
n∏
j=1

2
(1− 1

pj
)sj
. (11)

В случае |B′| = 1 нижняя оценка элементарным образом получается из определения
функции f(x) и оценки (11). Пусть |B′| > 1, тогда, согласно (11) и лемме 3 при β = 0,
получаем

‖f‖Bατpr
=

∥∥∥∥∥∥
{

n∏
j=1

2αjsj ‖∆s(f)‖Lpr

}
s∈Zn+

∥∥∥∥∥∥
lτ

=

= N
−
∑
j∈B′\{j1}

1
τj

∥∥∥∥∥∥∥


n∏
j=1

2αjs
0
j · 2−(αj+1− 1

pj
)s0j

∥∥∥∥∥∥
∑

k∈ρ(s0)

e2πi(k,x)

∥∥∥∥∥∥
Lpr


s0∈ℵn(γ′,N)

∥∥∥∥∥∥∥
lτ

�

� N
−
∑
j∈B′\{j1}

1
τj

∥∥∥{χℵn(γ,N)(s0)
}

s0∈ℵn(γ,N)

∥∥∥
lτ
�

� N
−
∑
j∈B′\{j1}

1
τj

∥∥∥∥{χℵ|B′|(γ̃,N)(s̃)
}

s̃∈ℵ|B′|(γ̃,N)

∥∥∥∥
lτ

�

� N
−
∑
j∈B′\{j1}

1
τj ·N

∑
j∈B′\{j1}

1
τj = C10. (12)

С другой стороны, согласно определению функции f(x), леммам 1, 3 и оценке (11),
получаем

‖f − Sγ,N(f)‖Lqθ
≥ C11 ‖f − Sγ,N(f)‖

B
( 1
λ
− 1

q) θ
λ κ

=

= C11

∥∥∥∥∥∥
{

n∏
j=1

2

(
1
λj
− 1
qj

)
sj ‖∆s(f − Sγ,N(f))‖Lλκ

}
s∈Zn+

∥∥∥∥∥∥
lθ

= C11N
−
∑
j∈B′\{j1}

1
τj×
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×

∥∥∥∥∥∥∥


n∏
j=1

2

(
1
λj
− 1
qj

)
s0j · 2

−
(
αj+1− 1

pj

)
s0j

∥∥∥∥∥∥
∑

k∈ρ(s0)

e2πi(k,x)

∥∥∥∥∥∥
Lλκ


s∈Zn+

∥∥∥∥∥∥∥
lθ

�

� N
−
∑
j∈B′\{j1}

1
τj

∥∥∥∥∥∥
{

n∏
j=1

2

(
1
λj
− 1
qj

)
s0j · 2

−
(
αj+1− 1

pj

)
s0j · 2

(
1− 1

λj

)
s0j

}
s0∈ℵn(γ′,N)

∥∥∥∥∥∥
lθ

=

= N
−
∑
j∈B′\{j1}

1
τj

∥∥∥∥∥∥
{

n∏
j=1

2
−
(
αj+

1
qj
− 1
pj

)
s0j

}
s0∈ℵn(γ′,N)

∥∥∥∥∥∥
lθ

=

= N
−
∑
j∈B′\{j1}

1
τj

∥∥∥∥∥∥
{

2
−
(
αj0+ 1

qj0
− 1
pj0

)
(γ̃,s̃0)

}
s̃0∈ℵn(γ̃′,N)

∥∥∥∥∥∥
lθ̃

=

= N
−
∑
j∈B′\{j1}

1
τj

∥∥∥∥∥∥
{

2
−
(
αj0+ 1

qj0
− 1
pj0

)
(γ̃′,s̃)

}
s̃∈ℵ|B′|(γ̃′,N)

∥∥∥∥∥∥
lθ̃

�

� N
−
∑
j∈B′\{j1}

1
τj · 2

−N
(
αj0+ 1

qj0
− 1
pj0

)
N
∑
j∈B′\{j1}

1
θj =

= C122
−N

(
αj0+ 1

qj0
− 1
pj0

)
N

∑
j∈A\{j1}

(
1
θj
− 1
τj

)
+ . (13)

Оценки (12), (13) дают нижнюю оценку в (1).
Теорема доказана.
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