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Пусть

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘 (𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦) (1)

— целая трансцендентная функция с вещественными коэффициентами, а {𝑝𝑛} (𝑛 ≥ 1) —
последовательность перемен знаков коэффициентов (по определению
𝑝𝑛 = min

𝑘>𝑝𝑛−1

{𝑘 : 𝑎𝑝𝑛−1𝑎𝑘 < 0}, где 𝑝0 = min{𝑘 : 𝑎𝑘 ̸= 0}). Через 𝑝(𝑡) обозначим считающую

функцию последовательности {𝑝𝑛}: 𝑝(𝑡) =
∑︀
𝑝𝑛6𝑡

1. В [1] показано, что если плотность по-

следовательности {𝑝𝑛} ∆ = lim
𝑡→∞

𝑝(𝑡)
𝑡

равна нулю, то в каждом угле {𝑧 : | arg 𝑧| 6 𝜀} (𝜀 > 0)

целая функция (1) имеет тот же порядок, что и во всей плоскости. Позже выяснилось,
что данный результат справедлив и для луча {𝑧 : arg 𝑧 = 0}: если функция (1) имеет
конечный порядок 𝜌 и ∆ = 0, то [2]

lim
𝑥→+∞

ln |𝑓(𝑥)|
ln𝑀𝑓 (𝑥)

= 1, 𝑀𝑓 (𝑟) = max
|𝑧|=𝑟

|𝑓(𝑧)| (𝑟 > 0). (2)

Отсюда, в частности, следует, что 𝜌0 = 𝜌, где 𝜌0 = lim
𝑥→+∞

ln ln |𝑓(𝑥)|
ln𝑥

. При ∆ = 0 равенство

(2) верно и для функций конечного нижнего порядка [3]. В [4] найдены неулучшаемые
условия на функцию 𝑝(𝑡) (они слабее условия ∆ = 0), при выполнении которых для лю-
бой функции конечного порядка (конечного нижнего порядка), заданной рядом (1), при
𝑥→ ∞ вне некоторого множества нулевой нижней логарифмической плотности справед-
ливо асимптотическое равенство

ln𝑀𝑓 (𝑥) = (1 + 𝑜(1)) ln |𝑓(𝑥)|. (3)
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Целью данной статьи является получение аналогичных с (3) асимптотических оценок
для целых функций с более общей мажорантой роста, представленных рядами Дирихле с
вещественными коэффициентами.

Через 𝐿 обозначим класс всех непрерывных и неограниченно возрастающих на
R+ = [0,+∞) положительных функций. Пусть Φ ∈ 𝐿 — выпуклая функция, такая, что
для ее обратной функции 𝜙 выполняется условие

lim
𝑥→+∞

𝜙(𝑥2)

𝜙(𝑥)
<∞. (4)

Через 𝐴(𝜙) и 𝐴(𝜙) будем обозначать классы положительных, неубывающих на R+ функ-
ций 𝛼 = 𝛼(𝑡), 𝛼(𝑡) = 𝑜(𝑡𝜙(𝑡)) при 𝑡→ ∞, таких, что соответственно

lim
𝑟→∞

1

𝜙(𝑟)

𝑟∫︁
1

𝛼(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 = 0, lim

𝑟→∞

1

𝜙(𝑟)

𝑟∫︁
1

𝛼(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 = 0.

Подклассы 𝐴(𝜙) и 𝐴(𝜙), состоящие из функций 𝛼 ∈ 𝐿, таких, что 𝛼(𝑡) ≥
√
𝑡, будем

соответственно обозначать через 𝑊 (𝜙) и 𝑊 (𝜙).
Пусть Λ = {𝜆𝑛} (0 < 𝜆𝑛 ↑ ∞) — последовательность, удовлетворяющая следующим

условиям:
1) sup

𝑡
(𝜆(𝑡+ 1) − 𝜆(𝑡)) <∞ (условие несгущаемости); (5)

2) ln(𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛) > −𝛼(𝜆𝑛) (𝑛 ≥ 1) (условие несближаемости),
где 𝛼 — некоторая функция из𝑊 (𝜙), 𝛼(𝑡) = 𝑂(𝑡) при 𝑡→ ∞, 𝜆(𝑡) =

∑︀
𝜆𝑛6𝑡

1. Обозначим𝐷(Λ)

класс всех целых функций 𝐹 , представимых абсолютно сходящимися во всей плоскости
рядами Дирихле

𝐹 (𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑠 (𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡) (6)

с вещественными коэффициентами 𝑎𝑛. Пусть 𝑀(𝜎) = sup
|𝑡|<∞

|𝐹 (𝜎 + 𝑖𝑡)|,

𝐷𝑚(Φ) = {𝐹 ∈ 𝐷(Λ) : ∃ {𝜎𝑛}, 0 < 𝜎𝑛 ↑ ∞, ln𝑀(𝜎𝑛) 6 Φ(𝑚𝜎𝑛)} (𝑚 ≥ 1).

Положим 𝐷(Φ) =
∞⋃︀
𝑚=1

𝐷𝑚(Φ). Через 𝜇(𝜎) будем обозначать максимальный член ряда

(6), то есть 𝜇(𝜎) = max
𝑛≥1

{|𝑎𝑛|𝑒𝜆𝑛𝜎}.
Пусть 𝜇𝑛 = 𝜆𝑝𝑛 , где {𝑝𝑛} — последовательность перемен знаков коэффициентов ряда

(6), 𝑙(𝑡) =
∑︀
𝜇𝑛6𝑡

1, 𝑞(𝑡) =
∑︀
𝑞𝑛6𝑡

1, где

𝑞𝑛 = min

(︂
𝜆𝑝𝑛 + 𝜆𝑝𝑛+1

2
, 𝜆𝑝𝑛 + 1

)︂
.

Так как 𝜇𝑛 < 𝑞𝑛 < 𝜇𝑛+1, то |𝑙(𝑡) − 𝑞(𝑡)| 6 1.
В дальнейшем будет предполагаться выполнение следующего условия на последователь-

ность {𝑝𝑛}: существует 𝜃 ∈ 𝐴(𝜙), что
𝜆𝑛∫︁
1

𝑙(𝑡;𝜆𝑛)

𝑡
𝑑𝑡 6 𝜃(𝜆𝑛) (𝑛 ≥ 1), (7)

где 𝑙(𝑡;𝜆𝑛) — число точек 𝜇𝑗 из отрезка {ℎ : |ℎ−𝜆𝑛| 6 𝑡}. Отметим, что в случае 𝜙(𝑥) = ln 𝑥,
условие (7) выполняется автоматически (это показано в [4]).

В настоящей статье доказана следующая теорема.
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Теорема 1. Пусть выполняется условие (7).
Для того чтобы для любой функции 𝐹 ∈ 𝐷(Φ) при 𝜎 → ∞ вне некоторого множества

𝐸 ⊂ [0,∞) нулевой нижней плотности выполнялось асимптотическое равенство

ln𝑀(𝜎) = (1 + 𝑜(1)) ln |𝐹 (𝜎)|, (8)

необходимо и достаточно, чтобы 𝑙 ∈ 𝐴(𝜙).
Отметим, что если Φ(𝜎) = exp exp . . . exp⏟  ⏞  

𝑘

(𝜎) (𝑘 ≥ 1), то при 𝑘 = 1 класс 𝐷(Φ) состо-

ит из рядов Дирихле конечного нижнего порядка по Ритту. Поэтому соответствующие
результаты из [3]-[4] являются следствиями из теоремы 1.

§1. Вспомогательные утверждения
Нам понадобится следующая лемма типа Бореля-Неванлинны.
Лемма 1 [5]. Пусть Φ ∈ 𝐿, и для функции 𝜙, обратной к Φ, выполняется условие (4).

Пусть, далее, 𝑢(𝜎) — неубывающая, положительная и непрерывная на [0,∞) функция,
причем

lim
𝜎→∞

𝑢(𝜎) = ∞, lim
𝜎→∞

𝑢(𝜎)

ln Φ(𝜎)
<∞.

Пусть {𝑥𝑛} — последовательность, выбранная так, что

𝑢(𝑥𝑛) 6 𝐶 ln Φ(𝑥𝑛), 0 < 𝐶 <∞.

Предположим, что функция 𝑤 принадлежит классу 𝑊 (𝜙). Если 𝑣 = 𝑣(𝜎) — решение
уравнения

𝑤(𝑣) = 𝑒𝑢(𝜎), (9)

то при 𝜎 → ∞ вне некоторого множества 𝐸 ⊂ [0,∞),

𝑚𝑒𝑠(𝐸 ∩ [0, 𝑥𝑛]) 6 𝑜(𝜙(𝑣(𝑥𝑛))) + 4

𝑣(𝑥𝑛)∫︁
𝑣(𝑥1)

𝑤*(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 = 𝑜(𝜙(𝑣(𝑥𝑛))), 𝑥𝑛 → ∞,

имеет место асимптотическое равенство

𝑢

(︂
𝜎 + 𝑑

𝑤(𝑣(𝜎))

𝑣(𝜎)

)︂
= 𝑢(𝜎) + 𝑜(1) (0 < 𝑑 <∞).

В условиях леммы 1 𝑤* — некоторая функция, имеющая вид 𝑤*(𝑡) = 𝛽(𝑡)𝑤(𝑡), 𝛽 ∈ 𝐿.
Функция 𝛽 выбирается так, что 𝑤* ∈ 𝑊 (𝜙). В лемме 1 указанная функция 𝑤* всегда
существует (она определяется не единственным образом). Отметим, что исключительное
множество 𝐸 зависит от функции 𝑤*.

Для получения оценки типа (8) нам потребуется следующее утверждение об оценке
ограниченной аналитической функции в круге.

Лемма 2. [6]. Пусть 𝑔 — функция, аналитическая в круге {𝑧 : |𝑧| < 𝑅}, причем

|𝑔(0)| > 1, ln sup
|𝑧|<𝑅

|𝑔(𝑧)| = 𝑀 <∞.

Если 0 < 𝑟 < 1−𝑁−1 (𝑁 > 1), то существует не более чем счетное множество кружков
𝑉𝑛 = {𝑧 : |𝑧 − 𝑧𝑛| < 𝜌𝑛} таких, что∑︁

𝑛

𝜌𝑛 6 𝑅𝑟𝑁(1 − 𝑟),

вне которых, но в круге {𝑧 : |𝑧| 6 𝑟𝑅} выполняется оценка

ln |𝑔(𝑧)| ≥ 𝑅− 𝑟

𝑅 + 𝑟
ln |𝑔(0)| − 5𝑁𝐿, (10)
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где

𝐿 =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

ln+ |𝑔(𝑟𝑒𝑖𝜃)| 𝑑𝜃 − ln |𝑔(0)|.

Оценка (10) является более точной, чем оценка ln |𝑔(𝑧)| ≥ −5𝑁𝑀 из [7].
Пусть {𝑝𝑛} — последовательность натуральных чисел, 𝜇𝑛 = 𝜆𝑝𝑛 , 𝑙(𝑡) =

∑︀
𝜇𝑛6𝑡

1,

𝑞𝑛 = min

(︂
𝜆𝑝𝑛 + 𝜆𝑝𝑛+1

2
, 𝜆𝑝𝑛 + 1

)︂
, 𝑞(𝑡) =

∑︁
𝑞𝑛6𝑡

1.

Положим

𝑄𝑎(𝑧) =
∏︁
𝑞𝑛62𝑎

(︂
1 − 𝑧2

𝑞2𝑛

)︂
(𝑎 ≥ 𝑞1).

Имеет место следующая
Лемма 3 [4]. Для любого 𝜆𝑛 6 𝑎 (𝑎 ≥ 𝑞1) справедлива оценка

− ln |𝑄𝑎(𝜆𝑛)| 6
𝜆𝑛∫︁
0

𝑞(𝑡;𝜆𝑛)

𝑡
𝑑𝑡+ 4𝑁𝑞(2𝑒𝑎), (11)

где 𝑞(𝑡;𝜆𝑛) — число точек 𝑞𝑖 в отрезке {ℎ : |ℎ− 𝜆𝑛| 6 𝑡},

𝑁𝑞(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑞(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥.

§2. Доказательство теоремы 1
1. Достаточность. Поскольку |𝑙(𝑡) − 𝑞(𝑡)| 6 1, 𝑙 ∈ 𝐴(𝜙), то 𝑞 ∈ 𝐴(𝜙). Далее,

𝑟∫︁
0

𝑞(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 =

𝑟∫︁
0

𝑑𝑁𝑞(𝑡)

𝑡
=
𝑁𝑞(𝑟)

𝑟
+

𝑟∫︁
0

𝑁𝑞(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡,

где 𝑁𝑞(𝑡) =
𝑡∫︀
0

𝑞(𝑥)
𝑥
𝑑𝑥. Следовательно, 𝑁𝑞 ∈ 𝐴(𝜙). Значит, найдется непрерывная на [0,∞)

функция 𝛽1(𝑡), 1 6 𝛽1(𝑡) ↑ ∞, 𝑡→ ∞, такая, что функция 𝑁𝑞(2𝑒𝑡)𝛽1(𝑡) также принадлежит
𝐴(𝜙).

Оценим интеграл
𝜆𝑛∫︀
0

𝑞(𝑡;𝜆𝑛)
𝑡

𝑑𝑡, где 𝑞(𝑡;𝜆𝑛) — число точек 𝑞𝑖 из отрезка {ℎ : |ℎ− 𝜆𝑛| 6 𝑡}.

Имея в виду второе из условий (5), имеем

𝜆𝑛∫︁
0

𝑞(𝑡;𝜆𝑛)

𝑡
𝑑𝑡 =

1∫︁
𝛾𝑛

𝑞(𝑡;𝜆𝑛)

𝑡
𝑑𝑡+

𝜆𝑛∫︁
1

𝑞(𝑡;𝜆𝑛)

𝑡
𝑑𝑡 = 𝐼1 + 𝐼2,

где 𝛾𝑛 = 1
2
𝑒−𝛼(𝜆𝑛). Но из условия sup

𝑡
(𝜆(𝑡 + 1) − 𝜆(𝑡)) < ∞ следует, что 𝑞(𝑡;𝜆𝑛) 6 𝑑𝑡 + 𝑑

(0 < 𝑑 < ∞). Так как 𝜇𝑛 < 𝑞𝑛 < 𝜇𝑛+1, то |𝑞(𝑡;𝜆𝑛) − 𝑙(𝑡;𝜆𝑛)| 6 1. Поэтому, учитывая (7),
имеем

𝐼1 6 𝑑[1 + ln 2 + 𝛼(𝜆𝑛)], 𝐼2 6 𝜃(𝜆𝑛) + ln𝜆𝑛 (𝑛 ≥ 1), (12)
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где 𝛼 ∈ 𝑊 (𝜙), 𝜃 ∈ 𝐴(𝜙). Следовательно, принимая во внимание (12), получаем, что
𝜆𝑛∫︁
0

𝑞(𝑡;𝜆𝑛)

𝑡
𝑑𝑡 < Θ1(𝜆𝑛), (13)

где Θ1 ∈ 𝑊 (𝜙). Далее, найдется непрерывная на [0,∞) функция 𝛽2(𝑡), 1 6 𝛽2(𝑡) ↑ ∞, при
𝑡→ ∞, такая, что функция Θ1(𝑡)𝛽2(𝑡) принадлежит 𝑊 (𝜙). Положим 𝑤*(𝑡) = 𝛽(𝑡)𝑤(𝑡), где
𝑤(𝑡) = Θ1(𝑡) +𝑁𝑞(2𝑒𝑡), 𝛽(𝑡) = min(𝛽1(𝑡), 𝛽2(𝑡)). Ясно, что 𝑤* ∈ 𝑊 (𝜙).

Пусть 𝑣 = 𝑣(𝜎) — решение уравнения

𝑤*(𝑣) = 3 ln𝜇(𝜎), (14)

где 𝜇(𝜎) — максимальный член ряда (6). Положим

𝐹𝑎(𝑠) =
∑︁
𝜆𝑛6𝑎

𝑎𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑠, 𝐹 *

𝑎 (𝑠) =
∑︁
𝜆𝑛6𝑎

𝑎𝑛𝑄𝑎(𝜆𝑛)𝑒𝜆𝑛𝑠,

где

𝑄𝑎(𝑧) =
∏︁
𝑞𝑛62𝑎

(︂
1 − 𝑧2

𝑞2𝑛

)︂
.

Поскольку все 𝑎𝑛𝑄𝑎(𝜆𝑛)(𝜆𝑛 6 𝑎) одного знака, можно считать, что 𝑎𝑛𝑄𝑎(𝜆𝑛) ≥ 0
(𝜆𝑛 6 𝑎). Так как, очевидно,

𝑀*
𝑎 (𝜎) = sup

|𝑡|<∞
|𝐹 *
𝑎 (𝜎 + 𝑖𝑡)| = 𝐹 *

𝑎 (𝜎),

то

𝑀*
𝑎 (𝜎) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑡|=𝛿

𝑞𝑎(𝑡)𝐹𝑎(𝑡+ 𝜎) 𝑑𝑡, (15)

где 𝑞𝑎(𝑡) — функция, ассоциированная по Борелю с 𝑄𝑎(𝑧), 𝛿 = 𝑤1(𝑣(𝜎))
𝑣(𝜎)

, 𝑤1(𝑡) = 𝛽1/2(𝑡)𝑤(𝑡).
Принимая во внимание (14), как и в [3] показывается, что при 𝜎 → ∞

𝛿max
|𝑡|=𝛿

|𝑞𝑣(𝑡)| 6 𝛿

∞∫︁
0

𝑀(𝑄𝑣, 𝑟)𝑒
−𝛿𝑟 𝑑𝑣 6 𝜇𝑜(1)(𝜎), (16)

где 𝑀(𝑄𝑣, 𝑟) = max
|𝑧|=𝑟

|𝑄𝑣(𝑧)|. Далее, применяя лемму 1, получаем, что при 𝜎 → ∞ вне

некоторого множества 𝐸1 ∈ [0,∞) нулевой нижней плотности 𝑑𝐸1

ln𝜇(𝜎 + 4𝛿*) = (1 + 𝑜(1)) ln𝜇(𝜎), 𝛿* =
𝑤*(𝑣(𝜎))

𝑣(𝜎)
, (17)

причем согласно той же лемме при 𝜎*
𝑛 → ∞

𝑚𝑒𝑠(𝐸1 ∩ [0, 𝜎*
𝑛])

𝜎*
𝑛

= 𝑜(1), 𝜎*
𝑛 → ∞,

где последовательность {𝜎*
𝑛} выбрана из условия ln𝑀(𝜎*

𝑛) 6 Φ(𝑚𝜎*
𝑛) (𝑚 ≥ 1). Тогда при

𝜎 → ∞ вне 𝐸1 ∑︁
𝜆𝑛>𝑣(𝜎)

|𝑎𝑛|𝑒𝜆𝑛(𝜎+3𝛿*) 6 𝜇(𝜎 + 4𝛿*)
∑︁

𝜆𝑛>𝑣(𝜎)

𝑒−𝛿
*𝜆𝑛 6

𝜇1+𝑜(1)(𝜎) exp[−3(1 + 𝑜(1)) ln𝜇(𝜎)] < 1. (18)



8 Н.Н. АИТКУЖИНА, А.М. ГАЙСИН

Учитывая первое из условий (5), видим, что 𝜆(𝑣(𝜎)) = 𝑂(𝑣(𝜎)) при 𝜎 → ∞. Значит,
ln𝜆(𝑣(𝜎)) 6 2 ln 𝑣(𝜎) 6 2𝑤(𝑣(𝜎)) при 𝜎 ≥ 𝜎0 (мы учли, что 𝑤 ∈ 𝑊 (𝜙)). Отсюда с учетом
(14), (17) при 𝜎 → ∞ вне 𝐸1 имеем

𝑀(𝜎 + 3𝛿*) 6 𝜇(𝜎 + 4𝛿*)[𝜆((𝑣(𝜎)) + 1] 6𝑀1+𝑜(1)(𝜎), 𝜆(𝑡) =
∑︁
𝜆𝑛6𝑡

1.

Следовательно, при 𝜎 → ∞ вне 𝐸1

ln𝑀(𝜎 + 3𝛿*) = (1 + 𝑜(1)) ln𝑀(𝜎). (19)

Учитывая (16), (18), из (15) получаем, что при 𝜎 → ∞ вне 𝐸1

𝑀*
𝑣 (𝜎) 6𝑀1+𝑜(1)(𝜎)( max

|𝜉−𝜎|6𝛿
|𝐹 (𝜉) + 1|). (20)

Но при 𝜎 → ∞ вне 𝐸1

𝑀(𝜎) 6
∑︁

𝜆𝑛6𝑣(𝜎)

|𝑎𝑛|𝑒𝜆𝑛𝜎 + 1 =
∑︁

𝜆𝑛6𝑣(𝜎)

(|𝑎𝑛||𝑄𝑣(𝜆𝑛)|𝑒𝜆𝑛𝜎)|𝑄𝑣(𝜆𝑛)|−1 + 1.

Отсюда ввиду леммы 3, оценки (13), равенства (14) следует, что при 𝜎 → ∞ вне 𝐸1

𝑀(𝜎) 6 𝜇𝑜(1)(𝜎)𝑀*
𝑣 (𝜎) 6𝑀 𝑜(1)(𝜎)𝑀*

𝑣 (𝜎).

С учетом этой оценки из (20) окончательно получаем, что при 𝜎 → ∞ вне 𝐸1, 𝑑𝐸1 = 0,

𝑀1+𝑜(1)(𝜎) 6 max
|𝜉−𝜎|6𝛿

|𝐹 (𝜉)| = |𝐹 (𝜉*)|, (21)

где |𝜉* − 𝜎| = 𝛿, 𝛿 = 𝑤1(𝑣(𝜎))
𝑣(𝜎)

, 𝑤1(𝑡) = 𝛽1/2(𝑡)𝑤(𝑡). К тому же согласно лемме 1

𝑚𝑒𝑠(𝐸1 ∩ [0, 𝜎*
𝑛])

𝜎*
𝑛

= 𝑜(1), 𝜎*
𝑛 → ∞.

Напомним, что последовательность {𝜎*
𝑛} выбрана из условия ln𝑀(𝜎*

𝑛) 6 Φ(𝑚𝜎*
𝑛) (𝑚 ≥ 1),

и 𝜎*
𝑛 → ∞.

Положим 𝐵 = [0,∞) ∖𝐸1. Найдется последовательность {𝜎𝑖} (𝜎𝑖 ∈ 𝐵) такая, что 𝜎 ↑ ∞,
𝜎𝑖 + 𝛿𝑖 6 𝜎𝑖+1, причем 𝜎𝑖+1 − 𝛿𝑖+1 < inf{𝜎 : 𝜎 ∈ 𝐵, 𝜎 > 𝜎𝑖 + 𝛿𝑖}, где 𝛿𝑖 = 𝛿(𝑣(𝜎𝑖)) (𝑖 ≥ 1).
Значит,

𝐵 ⊂
∞⋃︁
𝑖=1

[𝜎𝑖 − 𝛿𝑖, 𝜎𝑖 + 𝛿𝑖].

Положим 𝑔(𝑧) = 𝐹 (𝑧 + 𝜉*). Из (21) видно, что |𝑔(0)| > 1 при 𝜎 ∈ 𝐵 ∩ [𝜎0,∞) (𝜎0 > 0).
В (21) положим 𝜎 = 𝜎𝑖, 𝛿 = 𝛿𝑖, а в лемме 2 возьмем 𝑁 = 3, 𝑟 = [𝛽(𝑣(𝜎𝑖))]

−1/2, 𝑅 = 2𝛿*𝑖 ,(︁
𝛿*𝑖 = 𝑤*(𝑣(𝜎𝑖))

𝑣(𝜎𝑖)

)︁
. Тогда 𝑅𝑟 = 2 𝑤*(𝑣𝑖)

𝑣𝑖
√
𝛽(𝑣𝑖)

= 2
√︀
𝛽(𝑣𝑖)

𝑤(𝑣𝑖)
𝑣𝑖

= 2𝑤1(𝑣𝑖)
𝑣𝑖

= 2𝛿𝑖 (𝑣𝑖 = 𝑣(𝜎𝑖)). Следо-

вательно, из леммы 2 заключаем, что в круге {𝑧 : |𝑧| 6 2𝛿𝑖}, но вне исключительных
кружков 𝑉 (𝑖)

𝑛 с общей суммой радиусов, удовлетворяющих оценке∑︁
𝑛

𝑝(𝑖)𝑛 6 2𝛿𝑖𝛽
− 1

2
𝑖 , (22)

верна оценка (10). Здесь 𝛽𝑖 = 𝛽(𝑣(𝜎𝑖)). Тогда для всех 𝑧 из круга {𝑧 : |𝑧| 6 𝛿𝑖}, но вне
кружков 𝑉 (𝑖)

𝑛 с общей суммой радиусов, удовлетворяющих оценке (22), из (10) при 𝑖→ ∞
имеем

ln |𝑔(𝑧)| ≥
[︂
1 + 𝑜(1) − 15

𝐿

ln |𝑔(0)|

]︂
ln |𝑔(0)|. (23)
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Учитывая, что 𝑔(𝑧) = 𝐹 (𝑧 + 𝜉*), а также используя оценки (21), (19), (23), получаем,
что для всех 𝑧 из круга {𝑧 : |𝑧 − 𝜎𝑖| 6 𝛿𝑖}, но вне исключительных кружков 𝐶(𝑖)

𝑛 с общей
суммой радиусов не больше 2𝛿𝑖𝛽

− 1
2

𝑖 ,

ln |𝐹 (𝑧)| > (1 + 𝑜(1)) ln𝑀(𝜎𝑖), 𝑖→ ∞. (24)

Здесь 𝛿𝑖 = 𝛿(𝑣(𝜎𝑖)), а 𝛿 = 𝑤(𝑣(𝜎))
𝑣(𝜎)

, 𝑤(𝑡) — функция, удовлетворяющая условиям леммы 1.

Пусть 𝐸2 — проекция множества
⋃︀
𝑖,𝑛

𝐶
(𝑖)
𝑛 на вещественную ось. Оценим относительную

меру множества 𝐸2. Пусть последовательность {𝜎𝑛} (𝜎𝑛 ∈ 𝐵,𝐵 = [0,∞) ∖ 𝐸1) такая, что
если 𝜎′

𝑛 = inf{𝜎 : 𝜎 ∈ 𝐵, 𝜎 > 𝜎𝑛 + 𝛿𝑛}, то 0 6 𝜎𝑛+1 − 𝜎′
𝑛 6 𝛿𝑛.

Пусть 𝜎𝑘 < 𝜎*
𝑛 6 𝜎𝑘+1. Поскольку ln𝑀(𝜎*

𝑛) 6 Φ(𝑚𝜎*
𝑛) (𝑚 ≥ 1), с учетом (4), (14)

получаем, что 𝜎*
𝑛 ≥ 𝛼𝜙(𝑣(𝜎*

𝑛)) > 𝛼𝜙(𝑣(𝜎𝑘)) (𝛼 > 0). Тогда

𝑚𝑒𝑠(𝐸2 ∩ [0, 𝜎*
𝑛])

𝜎*
𝑛

6
4

𝜎𝑘

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝛽
− 1

2
𝑖 𝛿𝑖 +

4𝛿𝑘
𝛼𝜙(𝑣(𝜎𝑘))

,

где

𝛿𝑘 =
𝛽− 1

2 (𝑣(𝜎𝑘))𝑤(𝑣(𝜎𝑘))

𝑣(𝜎𝑘)
<
𝑤*(𝑣(𝜎𝑘))

𝑣(𝜎𝑘)
,

а 𝑤* = 𝛽(𝑡)𝑤(𝑡) (0 < 𝛽(𝑡) ↑ ∞, 𝑡 → ∞)— функция, удовлетворяющая условиям леммы 1.
Следовательно,

lim
𝑘→∞

4𝛿𝑘
𝛼𝜙(𝑣(𝜎𝑘))

= 0.

Но так как 𝛽
−1/2
𝑖 → 0 при 𝑖 → ∞, а 𝜎𝑘 ≥ 2

𝑘−1∑︀
𝑖=1

𝛿𝑖, то 𝑑𝐸2 = 0. Значит оценка (8) имеет

место при 𝜎 → ∞ вне 𝐸 = 𝐸1 ∪ 𝐸2, 𝑑𝐸 = 0.
Достаточность доказана.
2. Необходимость. Пусть 𝑙 /∈ 𝐴(𝜙). Тогда

lim
𝑟→∞

1

𝜙(𝑟)

∑︁
𝜇𝑛6𝑟

1

𝜇𝑛
= 𝛾 > 0, (25)

и ряд
∑︀
𝑛

𝜇−1
𝑛 расходится. Положим

Φ(𝑧) =
∞∏︁
𝑛=1

(1 − 𝑧2

𝜇2
𝑛

).

Так как 𝜇𝑛 = 𝜆𝑝𝑛 , а последовательность {𝜆𝑛} подчинена условиям (5), то последователь-
ность {𝜇𝑛} имеет конечную верхнюю плотность, и 𝜇(𝑡;𝜇𝑛) 6 𝐶𝑡 + 𝐶 (0 < 𝐶 < ∞), где
𝜇(𝑡;𝜇𝑛) — число точек 𝜇𝑖 (𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑛) из отрезка {ℎ : |ℎ− 𝜇𝑛| 6 𝑡}. Но тогда из результатов
статьи [8] следует, что

ln |Φ′(𝜇𝑛)| = −
1∫︁

0

𝜇(𝑡;𝜇𝑛)

𝑡
𝑑𝑡+𝑂(𝜇𝑛).

С учетом второго условия из (5) отсюда получаем, что

− ln |Φ′(𝜇𝑛)| = 𝑂(𝜇𝑛), 𝑛→ ∞. (26)

Введем в рассмотрение ряд

𝐹 (𝑠) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑒
𝜆𝑛𝑠 (𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡), (27)
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где

𝑎𝑘 =

{︃
𝜓2(𝜇𝑛)

Φ′(𝜇𝑛)(1+𝜇𝑛)2
, 𝑘 = 𝑝𝑛,

0, 𝑘 ̸= 𝑝𝑛
(𝑛 ≥ 1), 𝜓(𝑧) =

∞∏︁
𝑛=1

(1 + 𝑧/𝜇𝑛)𝑒−𝑧/𝜇𝑛 .

Поскольку 𝑙(𝑥) = 𝑂(𝑥), при 𝑥→ ∞, то, учитывая (25), имеем (см. [8])

ln𝜓(𝑥) 6 −𝑑𝑥𝜙(𝑥) (𝑥 > 0), (28)

где 0 < 𝑑 < ∞. Проверяется, что при некотором достаточно малом 𝑞 > 0 справедлива
оценка:

ln𝜓2(𝑥) 6 −2𝑞𝑥
∑︁
𝜇𝑛6𝑥

1

𝜇𝑛
(0 < 𝑞 <∞). (29)

Следовательно, ввиду (26), (29) ряд (27) абсолютно сходится во всей плоскости. Так как
|𝐹 (𝜎)| = 𝑂(1) при 𝜎 → +∞ [6], достаточно показать, что 𝐹 ∈ 𝐷(Φ).

Учитывая (26), (29), при некотором 𝐴 ≥ 𝐴0 имеем:

𝑀(𝜎) 6 𝐴 exp

⎡⎣max
𝑡≥0

⎛⎝−𝑞𝑡
𝑡∫︁

0

𝑙(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥+ 𝜎𝑡

⎞⎠⎤⎦ . (30)

Из (25) следует, что для некоторой последовательности {𝑡𝑘}, 𝑡𝑘 ↑ ∞,
𝑡𝑘∫︁
0

𝑙(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥 ≥ 𝛽𝜙(𝑡𝑘), 𝛽 > 0. (31)

Пусть 𝑡 = 𝑡(𝜎) — решение уравнения

𝑎

𝑡∫︁
0

𝑙(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥 = 𝜎. (32)

Поскольку, очевидно, 𝑡 = 𝑡(𝜎) — непрерывная, возрастающая функция, то из (30)–(32)
получаем, что для некоторой последовательности {𝜎𝑘}, 𝜎𝑘 ↑ ∞,

ln𝑀(𝜎𝑘) 6 ln𝐴+ 𝜎𝑘𝑡𝑘 6 ln𝐴+ 𝜎𝑘Φ

(︂
𝜎𝑘
𝛽𝑞

)︂
6

6 ln𝐴+ Φ(𝜎𝑘)Φ

(︂
𝜎𝑘
𝛽𝑞

)︂
6 ln𝐴+ Φ2(𝐵𝜎𝑘) (0 < 𝐵 <∞).

Отсюда ln𝑀(𝜎𝑘) 6 Φ(𝑚𝜎𝑘), 𝑚 ∈ N, 𝑚 ≥ 𝑚0. Следовательно, 𝐹 ∈ 𝐷(Φ).
Необходимость доказана.
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