
ISSN 2074-1871 Уфимский математический журнал. Том 5. № 2 (2013). С. 82-93.

УДК 517.54
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Аннотация. Рассмотрена однородная задача Гильберта для верхней полуплоскости
со счетным множеством точек разрыва первого рода коэффициентов краевого условия
и двусторонним завихрением на бесконечности. В случае, когда индекс задачи имеет
степенную особенность порядка меньше 1/2 в специальном классе функций получены
формулы общего решения и проведено полное исследование разрешимости задачи.
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ный индекс, целые функции.

Mathematics Subject Classification: 30E25, 30E20, 30D10.

1. Введение

Краевая задача Гильберта теории аналитических функций для полуплоскости — это
задача об определении аналитической в верхней полуплоскости 𝐷 функции 𝐹 (𝑧) по кра-
евому условию

𝑎(𝑡)ℜ𝐹 (𝑡) − 𝑏(𝑡)ℑ𝐹 (𝑡) = 𝑐(𝑡), (1)
𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑐(𝑡)− заданные функции переменной точки 𝑡 вещественной оси 𝐿, 𝑎2(𝑡)+𝑏2(𝑡) ̸= 0.
Для задачи (1) получена полная картина разрешимости в классе ограниченных непрерыв-
ных вплоть до границы функций, если коэффициенты и правая часть краевого условия
принадлежат классу 𝐻𝐿(𝜇) (см., например, [1], c. 150, [2], c. 280), в классе функций со
степенными особенностями в точках разрыва коэффициентов, когда 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑐(𝑡) имеют
конечное число точек разрыва первого рода и непрерывны по Гельдеру в интервалах меж-
ду точками разрыва (см. например [3]), в классе ограниченных в 𝐷 функций, когда задача
имеет непрерывные при 𝑡 ∈ (−∞,+∞) коэффициенты и двустороннее завихрение на бес-
конечности степенного порядка 𝜌 < 1/2 (см. [4], [5]). Последнюю задачу с двусторонним
завихрением на бесконечности степенного порядка меньше 1 сформулировал И.Е. Сан-
дрыгайло [6], который в классе ограниченных функций и в классе ограниченных функций
экспоненциального порядка убывания на бесконечности при некоторых ограничениях на
характеристики особенности получил предварительные результаты о разрешимости. Од-
нако, примененный в этой работе метод решения Н.И. Мусхелишвили с привлечением идей
и результатов из [7] не позволил выбрать класс решений, в котором бы удалось провести
полное исследование картины разрешимости.

R.B. Salimov, P.L. Shabalin, On solvability of homogeneous Riemann-Hilbert problem with
a countable set of coefficient discontinuities and two-side curling at infinity of order less
than 1/2.
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Задача Гильберта для полуплоскости со счетным множеством точек разрыва коэффици-
ентов впервые исследовалась в работах [8], [9], в которых были получены формулы общего
решения во введенных классах и разработаны методы построения примеров целых функ-
ций с заявленными свойствами. В настоящей статье предложено полное описание картины
разрешимости задачи Гильберта со счетным множеством точек разрыва коэффициентов
и двусторонним завихрением на бесконечности порядка 𝜌 < 1/2.

2. Постановка и решение однородной задачи в классе функций
с особенностями в точках разрыва

Пусть 𝐿 – вещественная ось в плоскости комплексного переменного 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 𝐷 – по-
луплоскость ℑ𝑧 > 0, 𝑡 – точка линии 𝐿. Требуется найти функцию 𝐹 (𝑧), аналитическую
в области 𝐷 по краевому условию (1), в котором 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑐(𝑡) – заданные на 𝐿 действи-
тельные функции точки 𝑡 контура 𝐿, непрерывные всюду, кроме точек разрыва первого
рода 𝑡𝑗, 𝑗 = ±1,±2, · · · , причем 𝑎2(𝑡) + 𝑏2(𝑡) ̸= 0 во всех точках непрерывности коэффи-
циентов, 0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑘 < 𝑡𝑘+1 < · · · , lim

𝑘→∞
𝑡𝑘 = ∞, 0 > 𝑡−1 > · · · > 𝑡−𝑘 > 𝑡−𝑘−1 > · · · ,

lim
𝑘→∞

𝑡−𝑘 = −∞. Будем считать, что краевое условие выполняется всюду на 𝐿, исключая

точки 𝑡𝑘, 𝑡−𝑘, 𝑘 = 1,∞. Некоторые уточнения постановки задачи приведем ниже.
Если 𝑐(𝑡) ≡ 0, то задача называется однородной, если 𝑐(𝑡) ̸≡ 0− неоднородной. В этой

работе нас интересует однородная задача Гильберта.
Краевое условие (1) с 𝑐(𝑡) ≡ 0 перепишем в виде

ℜ[𝑒−𝑖𝜈(𝑡)𝐹 (𝑡)] = 0, (2)

где 𝜈(𝑡) = arg[𝑎(𝑡) − 𝑖𝑏(𝑡)] – ветвь, выбранная на каждом из интервалов непрерывно-
сти коэффициентов так, чтобы число 𝛿𝑗 = 𝜈(𝑡𝑗 + 0) − 𝜈(𝑡𝑗 − 0) удовлетворяло условию
0 6 𝛿𝑗 < 2𝜋, 𝑗 = ±1,±2, · · · .

Введем функцию 𝜙(𝑡) = 𝜈(𝑡) − 𝛽(𝑡)𝜋, где 𝛽(𝑡) – целочисленная функция, принимающая
значения 𝛽𝑘, 𝛽−𝑘 в интервалах (𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1) и (𝑡−𝑘, 𝑡−𝑘−1), 𝑘 = 1,∞, соответственно и значение
𝛽0 = 0 в интервале (𝑡−1, 𝑡1). Число 𝛽𝑘 выберем так, чтобы

0 6 𝜙(𝑡𝑘 + 0) − 𝜙(𝑡𝑘 − 0) < 𝜋,

значение 𝛽−𝑘 выберем так, чтобы

0 6 𝜙(𝑡−𝑘 + 0) − 𝜙(𝑡−𝑘 − 0) < 𝜋.

Обозначим

𝜅𝑗 =
𝜙(𝑡𝑗 + 0) − 𝜙(𝑡𝑗 − 0)

𝜋
, 𝑗 = ±1,±2, · · · ,

тогда имеем 0 6 𝜅𝑘 < 1, 0 6 𝜅−𝑘 < 1, 𝑘 = 1,∞.
Примем, что точки разрыва удовлетворяют условиям

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑡𝑘
< ∞,

∞∑︁
𝑘=1

1

−𝑡−𝑘

< ∞, (3)

и рассмотрим бесконечные произведения

𝑃+(𝑧) =
∞∏︁
𝑘=1

(︂
1 − 𝑧

𝑡𝑘

)︂𝜅𝑘

, 𝑃−(𝑧) =
∞∏︁
𝑘=1

(︂
1 − 𝑧

𝑡−𝑘

)︂𝜅−𝑘

, (4)

в которых под arg(1−𝑧/𝑡𝑗) понимаем однозначную ветвь, обращающуюся в нуль при 𝑧 = 0
и непрерывную в плоскости 𝑧, разрезанной по части вещественной оси, соединяющей точки
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𝑡 = 𝑡𝑗, 𝑡 = +∞ при 𝑗 > 0 и соединяющей точки 𝑡 = −∞, 𝑡 = 𝑡𝑗 при 𝑗 < 0. Таким образом,
для точек верхних берегов разрезов имеем

arg𝑃+(𝑡) = −
𝑘∑︁

𝑗=1

𝜅𝑗𝜋, 𝑡𝑘 < 𝑡 < 𝑡𝑘+1,

arg𝑃−(𝑡) =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝜅−𝑗𝜋, 𝑡−𝑘−1 < 𝑡 < 𝑡−𝑘,

𝑘 = 1,∞, (5)

arg𝑃+(𝑡) = 0, 𝑡 < 𝑡1, arg𝑃−(𝑡) = 0, 𝑡 > 𝑡−1. (6)
Краевое условие (2) запишем так

ℜ[𝑒−𝑖𝜙1(𝑡)𝐹 (𝑡)𝑃+(𝑡)𝑃−(𝑡)] = 0, (7)

где
𝜙1(𝑡) = 𝜙(𝑡) + arg𝑃+(𝑡) + arg𝑃−(𝑡), (8)

функции arg𝑃+(𝑡), arg𝑃−(𝑡) определяются формулами (5), (6).
Вводя новую искомую функцию 𝐹1(𝑧) = 𝐹 (𝑧)𝑃+(𝑧)𝑃−(𝑧), условие (7) запишем в виде

ℜ[𝑒−𝑖𝜙1(𝑡)𝐹1(𝑡)] = 0,

причем, как видно из формул (8), (5), функция 𝜙1(𝑡) непрерывна во всех конечных точках
𝐿. Таким образом, мы пришли к краевой задаче Гильберта с непрерывными коэффици-
ентами для функции 𝐹1(𝑧). Будем считать при этом, что функция 𝜙1(𝑡) удовлетворяет
условиям

𝜙1(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝜈−𝑡𝜌 + 𝜈(𝑡), 𝑡 > 0,

𝜈+|𝑡|𝜌 + 𝜈(𝑡), 𝑡 < 0,
(9)

(𝜈−)2 + (𝜈+)2 ̸= 0, где 𝜈−, 𝜈+, 𝜌 – постоянные, 0 < 𝜌 < 1/2, 𝜈(𝑡) – функция, непрерывная
всюду на 𝐿, включая бесконечно удаленную точку и удовлетворяющая условию Гельдера
с показателем 𝜇, 0 < 𝜇 6 1, на всем контуре 𝐿, включая бесконечно удаленную точку ([1],
c. 18, 67) – условию 𝐻𝐿(𝜇) (см. ([7], c. 113)).

Решение 𝐹 (𝑧) однородной задачи будем искать в классе функций, для которых произ-
ведение

𝐹 (𝑧)𝑃+(𝑧)𝑃−(𝑧) = 𝐹1(𝑧)

является функцией, ограниченной в 𝐷. Тем самым, задача сводится к уже рассмотренной
в [5]. После нахождения функции 𝐹1(𝑧) определяем решение однородной краевой задачи,
соответствующей задаче (2), по формуле

𝐹 (𝑧) = 𝐹1(𝑧)/𝑃+(𝑧)𝑃−(𝑧).

Это решение в точке 𝑡𝑗, вообще говоря, обращается в бесконечность порядка 𝜅𝑗.
При дополнительных ограничениях изучим поведение этого решения однородной крае-

вой задачи на луче 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, 𝑟 > 0, 𝜃 = const, 0 < 𝜃 < 𝜋, 𝑟 → ∞. Как и в [9], (см. также [8],
с. 112) введем функции

𝑛*
−(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 0 6 𝑥 < −𝑡−1,

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝜅−𝑗, −𝑡−𝑘+1 6 𝑥 < −𝑡−𝑘,
𝑛*
+(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 0 < 𝑥 < 𝑡1,

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝜅𝑗, 𝑡𝑘−1 6 𝑥 < 𝑡𝑘,

и потребуем выполнения условий

lim
𝑥→+∞

𝑛*
+(𝑥)

𝑥𝜅+
= ∆+, lim

𝑥→+∞

𝑛*
−(𝑥)

𝑥𝜅−
= ∆−, (10)
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с положительными постоянными ∆+, ∆− и 0 < 𝜅− < 1/2, 0 < 𝜅+ < 1/2. В [9], ([8], с. 112)
получены структурные формулы

ln𝑃+(𝑧) =
𝜋∆+𝑒

−𝑖𝜅+𝜋

sin 𝜋𝜅+

𝑧𝜅+ + 𝐼+(𝑧), 𝐼+(𝑧) = −𝑧

+∞∫︁
0

𝑛*
+(𝜏) − ∆+𝜏

𝜅+

𝜏(𝜏 − 𝑧)
𝑑𝜏 (11)

для 0 < arg 𝑧 < 2𝜋 и

ln𝑃−(𝑧) =
𝜋∆−

sin 𝜋𝜅−
𝑧𝜅− + 𝐼−(𝑧), 𝐼−(𝑧) = 𝑧

+∞∫︁
0

𝑛*
−(𝜏) − ∆−𝜏

𝜅−

𝜏(𝜏 + 𝑧)
𝑑𝜏, (12)

если −𝜋 < arg 𝑧 < 𝜋. Выражая по формулам Сохоцкого предельные значения интегралов
типа Коши и выделяя вещественные части из (11), (12), получим равенства

ln |𝑃+(𝑡)| =
𝜋∆+ cos(𝜅+𝜋)

sin(𝜅+𝜋)
𝑡𝜅

+

+ 𝐼+(𝑡), 𝑡 > 0,

𝐼+(𝑡) = −
+∞∫︁
0

𝑛*
+(𝜏) − ∆+𝜏

𝜅+

𝜏(𝜏 − 𝑡)
𝑑𝜏, 𝑡 > 0, 𝑡 ̸= 𝑡𝑘, 𝑘 = 1,∞,

(13)

ln |𝑃−(−𝑡)| =
𝜋∆− cos(𝜅−𝜋)

sin(𝜅−𝜋)
𝑡𝜅

−
+ 𝐼−(−𝑡),

𝐼−(−𝑡) = −
+∞∫︁
0

𝑛*
−(𝜏) − ∆−𝜏

𝜅−

𝜏(𝜏 − 𝑡)
𝑑𝜏, 𝑡 > 0, 𝑡 ̸= −𝑡−𝑘, 𝑘 = 1,∞.

(14)

Из формул (4), (13), (14) следует, что функция | exp{𝐼+(𝑧)}| (| exp{𝐼−(𝑧)}|) обращается
в нуль порядка 𝜅𝑘 (порядка 𝜅−𝑘) в точке 𝑡𝑘 (𝑡−𝑘), 𝑘 = 1,∞.

Лемма 1. Пусть выполнены условия (10), 𝛿 – заданное малое положительное число,
𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, тогда справедливы следующие асимптотические оценки

𝐼+(𝑟𝑒𝑖𝜃) = o(r𝜅+), r → +∞, 𝛿 < 𝜃 < 2𝜋 − 𝛿,

𝐼−(𝑟𝑒𝑖𝜃) = o(r𝜅−), r → +∞, −𝜋 + 𝛿 < 𝜃 < 𝜋 + 𝛿.

Пусть 𝛿 – достаточно малое положительное число, тогда для каждого 𝜃, 𝛿 < 𝜃 < 2𝜋− 𝛿,
очевидно неравенство |𝜏 − 𝑧| ≥ (𝜏 + 𝑟) sin(𝛿/2). Для заданного произвольно малого поло-
жительного числа 𝜀 и 𝜏 > 𝑟1(𝜀) в силу (10) имеем 𝑛*

+(𝜏) − ∆+𝜏
𝜅+ < 𝜀𝜏𝜅+ , следовательно,

|𝐼+(𝑟𝑒𝑖𝜃)| < 𝑟𝜅+

sin(𝛿/2)

⎛⎝𝑟1−𝜅+

𝑟1(𝜀)∫︁
𝑡1

𝑛*
+(𝜏)

𝜏(𝜏 + 𝑟)
𝑑𝜏+

+∆+𝑟
1−𝜅+

𝑟1(𝜀)∫︁
0

𝑑𝜏

𝜏 1−𝜅+(𝜏 + 𝑟)
+ 𝜀𝑟1−𝜅+

∞∫︁
𝑟1(𝜀)

𝑑𝜏

𝜏 1−𝜅+(𝜏 + 𝑟)

⎞⎟⎠ ,

для 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, 𝛿 < 𝜃 < 2𝜋− 𝛿. При заданном 𝜀 первые два интеграла есть величины O(1
𝑟
), а

последний

𝑟1−𝜅+

∞∫︁
𝑟1(𝜀)

1

𝜏 1−𝜅+(𝜏 + 𝑟)
𝑑𝜏 < 𝑟1−𝜅+

∞∫︁
0

1

𝜏 1−𝜅+(𝜏 + 𝑟)
𝑑𝜏 =

𝜋

sin(𝜋𝜅+)
,
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следовательно, (ср. [10], с. 178, [8], c.115)

𝐼+(𝑟𝑒𝑖𝜃) = o(r𝜅+), r → +∞, 𝛿 < 𝜃 < 2𝜋 − 𝛿.

Не сложнее проводится оценка 𝐼−(𝑟𝑒𝑖𝜃).
Из леммы 1 в силу ограничений 𝜅+ < 1/2, 𝜅− < 1/2, вытекает, что решение 𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜃)

однородной задачи (7) для 𝛿 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛿 удовлетворяет условию 𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜃) → 0, 𝑟 → ∞.
Введем как и в [5] функцию

𝑃 (𝑧) + 𝑖𝑄(𝑧) = 𝑙𝑒𝑖𝛼𝑟𝜌𝑒𝑖𝜃𝜌, (15)

где 𝑙, 𝛼 – действительные постоянные, 𝑟 = |𝑧|, 𝜃 = arg 𝑧 – однозначная непрерывная в
полуплоскости 𝐷 ветвь arg 𝑧, удовлетворяющая соотношению 0 6 𝜃 6 𝜋. Эта функция
является аналитической в области 𝐷, а на её границе 𝐿 принимает значения

𝑃 (𝑡) + 𝑖𝑄(𝑡) = 𝑙|𝑡|𝜌[cos(𝛼 + 𝜃𝜌) + 𝑖 sin(𝛼 + 𝜃𝜌)],

где 𝜃 = 0, при 𝑡 > 0, 𝜃 = 𝜋, при 𝑡 < 0.
Выберем числа 𝑙, 𝑙 > 0, 𝛼, 0 6 𝛼 < 2𝜋 так, чтобы

𝑙 cos𝛼 = 𝜈−, 𝑙 cos(𝛼 + 𝜋𝜌) = 𝜈+,

т.е. чтобы

𝑙 cos𝛼 = 𝜈−, 𝑙 sin𝛼 =
𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+

sin(𝜋𝜌)
.

Отметим, что при этом

𝑙 sin(𝛼 + 𝜋𝜌) =
𝜈− − 𝜈+ cos(𝜋𝜌)

sin(𝜋𝜌)
, 𝑙 =

[(𝜈−)2 + (𝜈+)2 − 2𝜈−𝜈+ cos(𝜋𝜌)]1/2

sin(𝜋𝜌)
,

𝑃 (𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝜈−𝑡𝜌, 𝑡 > 0,

𝜈+|𝑡|𝜌, 𝑡 < 0,

𝑄(𝑡) =

⎧⎨⎩ (𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+)𝑡𝜌/sin(𝜋𝜌), 𝑡 > 0,

(𝜈− − 𝜈+ cos(𝜋𝜌))|𝑡|𝜌/sin(𝜋𝜌), 𝑡 < 0,
(16)

и

𝑄(𝑟𝑒𝑖𝜃) = 𝑟𝜌
𝜈− cos(𝜌(𝜋 − 𝜃)) − 𝜈+ cos(𝜌𝜃)

sin(𝜋𝜌)
.

Далее определим аналитическую ограниченную в области 𝐷 функцию, граничные значе-
ния мнимой части которой равны 𝜙1(𝑡) − 𝑃 (𝑡) = 𝜈(𝑡), по формуле

Γ(𝑧) =
1

𝜋

+∞∫︁
−∞

𝜈(𝑡)
𝑑𝑡

𝑡− 𝑧
.

На контуре 𝐿 эта функция принимает значения Γ+(𝑡) = Γ(𝑡) + 𝑖𝜈(𝑡), где

Γ(𝑡) =
1

𝜋

+∞∫︁
−∞

𝜈(𝑡1)
𝑑𝑡1

𝑡1 − 𝑡
.

Краевое условие (7) запишем так

ℑ
{︁
𝑖𝑒−Γ+(𝑡)𝑒−𝑖𝑃 (𝑡)+𝑄(𝑡)𝐹 (𝑡)𝑃+(𝑡)𝑃−(𝑡)

}︁
= 0, (17)

преобразовав при дополнительных ограничениях (3), (9), (10) краевые условия однородной
задачи к виду задачи (17).



О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ ГИЛЬБЕРТА. . . 87

В фигурных скобках формулы (17) стоит граничное значение аналитической в области
𝐷 функции

Φ(𝑧) = 𝑖𝑒−Γ+(𝑧)𝑒−𝑖𝑃 (𝑧)+𝑄(𝑧)𝐹 (𝑧)𝑃+(𝑧)𝑃−(𝑧), (18)
которую с учетом (11), (12) можно записать следующим образом

Φ(𝑧) = 𝑖𝑒−Γ+(𝑧) exp{𝑄(𝑧) − 𝑖𝑃 (𝑧)}𝐹 (𝑧)𝑒𝐼+(𝑧)𝑒+𝐼−(𝑧)×

× exp

{︂
𝜋∆+𝑒

−𝑖𝜅+𝜋

sin 𝜋𝜅+

𝑧𝜅+

}︂
exp

{︂
𝜋∆−

sin 𝜋𝜅−
𝑧𝜅−

}︂
.

(19)

Согласно (17) для граничного значения функции Φ(𝑧) имеем

ℑΦ+(𝑡) = 0 (20)

всюду на 𝐿. Это означает, что функция Φ(𝑧) аналитически продолжается на полуплоскость
ℑ𝑧 < 0, причем для точки 𝑧 этой полуплоскости

Φ(𝑧) = Φ(𝑧), ℑ𝑧 < 0. (21)

Пусть �̃�− класс решений 𝐹 (𝑧) однородной задачи (17), для которых произведение
|𝐹 (𝑧)||𝑧 − 𝑡𝑗|𝜅𝑗 ограничено вблизи точки 𝑡𝑗 для всех 𝑗 = ±1,±2, · · · .

Для таких решений условие ℑΦ+(𝑡) = 0 мы должны считать выполненным и в точках
𝑡𝑘, 𝑡−𝑘, 𝑘 = 1,+∞. В самом деле, продолжая функцию Φ(𝑧) на полуплоскость ℑ𝑧 < 0, как
указано выше, через участки 𝑡𝑘−1𝑡𝑘 и 𝑡𝑘𝑡𝑘+1 мы получаем одну и ту же функцию в силу
(21). Для класса �̃� решений Φ(𝑧) задачи (17) величина |Φ(𝑧)| является ограниченной вбли-
зи 𝑡𝑘, поэтому точка 𝑡𝑘 является устранимой особой точкой аналитической в окрестности 𝑡𝑘
функции Φ(𝑧), полученной при аналитическом продолжении, следовательно, можно при-
нять ℑΦ+(𝑡𝑘) = 0. Таким образом, после вышеуказанного аналитического продолжения
мы получаем целую функцию Φ(𝑧).

Из изложенного ясно, что мы приходим к теореме 1.

Теорема 1. Для того чтобы однородная краевая задача (17) в классе �̃� имела решение
𝐹 (𝑧), необходимо и достаточно чтобы для этой функции была справедлива формула (18),
в которой Φ(𝑧)– произвольная целая функция, принимающая действительные значения
на 𝐿.

Далее решение однородной задачи (17) будем искать в классе 𝐵* функций 𝐹 (𝑧), для ко-
торых произведение |𝐹 (𝑧)|𝑒ℜ𝐼+(𝑧)𝑒ℜ𝐼−(𝑧) является функцией, аналитической и ограниченной
в области 𝐷. Ясно, что 𝐵* ⊂ �̃�.

В силу симметрии для вышеуказанной целой функции Φ(𝑧) формулы (18) (когда имеют
место (20), (21))

𝑀(𝑟) := max
06𝜃62𝜋

|Φ(𝑟𝑒𝑖𝜃)| = max
06𝜃6𝜋

|Φ(𝑟𝑒𝑖𝜃)|. (22)

Согласно (19)

|Φ(𝑟𝑒𝑖𝜃)| = exp{𝑄(𝑟𝑒𝑖𝜃) −ℜΓ(𝑟𝑒𝑖𝜃) + ℜ𝐼+(𝑟𝑒𝑖𝜃) + ℜ𝐼−(𝑟𝑒𝑖𝜃)}|𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜃)|×

× exp

{︂
𝜋∆+𝑟

𝜅+

sin(𝜋𝜅+)
cos(𝜅+(𝜃 − 𝜋)) +

𝜋∆−𝑟
𝜅−

sin(𝜋𝜅−)
cos(𝜅−𝜃)

}︂
, 0 6 𝜃 6 𝜋.

(23)

Так как ℜΓ(𝑧), |𝐹 (𝑧)|𝑒ℜ(𝐼+(𝑧)+𝐼−(𝑧)) — функции ограниченные в 𝐷, то

max
06𝜃6𝜋

{︀
exp{−ℜΓ(𝑟𝑒𝑖𝜃)}|𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜃)| exp{ℜ(𝐼+(𝑟𝑒𝑖𝜃) + 𝐼−(𝑟𝑒𝑖𝜃))}

}︀
6 𝐶, (24)

𝐶 = const > 0, кроме того, согласно (15) 𝑄(𝑟𝑒𝑖𝜃) 6 𝑙𝑟𝜌. Поэтому в силу (22), (23) имеем

𝑀(𝑟) 6 𝐶 exp

{︂
𝑙𝑟𝜌 +

𝜋∆+

sin(𝜋𝜅+)
𝑟𝜅+ +

𝜋∆−

sin(𝜋𝜅−)
𝑟𝜅−

}︂
,
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ln𝑀(𝑟) 6 ln𝐶 + 𝑙𝑟𝜌 +
𝜋∆+

sin(𝜋𝜅+)
𝑟𝜅+ +

𝜋∆−

sin(𝜋𝜅−)
𝑟𝜅− . (25)

Будем различать случаи 𝜌 > max{𝜅+, 𝜅−}, 𝜌 = max{𝜅+, 𝜅−} и 𝜌 < max{𝜅+, 𝜅−}.
Пусть 𝜌 ≥ max{𝜅+, 𝜅−}. Здесь по формуле (25) имеем

ln ln𝑀(𝑟) 6 𝜌 ln 𝑟 + ln

[︂
𝑙 +

ln𝐶

𝑟𝜌
+

𝜋∆+

𝑟𝜌−𝜅+ sin(𝜋𝜅+)
+

𝜋∆−

𝑟𝜌−𝜅− sin(𝜋𝜅−)

]︂
,

lim
𝑟→∞

ln ln𝑀(𝑟)

ln 𝑟
6

lim
𝑟→∞

{︂
𝜌 +

1

ln 𝑟
ln

[︂
𝑙 +

ln𝐶

𝑟𝜌
+

𝜋∆+

𝑟𝜌−𝜅+ sin(𝜋𝜅+)
+

𝜋∆−

𝑟𝜌−𝜅− sin(𝜋𝜅−)

]︂}︂
= 𝜌.

Следовательно, порядок 𝜌Φ = lim
𝑟→∞

[ln ln𝑀(𝑟)/ ln 𝑟] целой функции Φ(𝑧), определяемой фор-
мулами (18), (20), (21), не превосходит 𝜌.

Теорема 2. Для того чтобы краевая задача (17) при 𝜌 ≥ max{𝜅+, 𝜅−} имела решение
𝐹 (𝑧) класса 𝐵* необходимо и достаточно, чтобы для этой функции 𝐹 (𝑧) была справедли-
ва формула (18), в которой Φ(𝑧) является целой произвольной функцией порядка 𝜌Φ 6 𝜌,
удовлетворяющей условию (20) и на контуре 𝐿 для всех достаточно больших 𝑡− нера-
венствам

|Φ(𝑡)| 6 𝐶 exp

{︂
𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+

sin(𝜋𝜌)
𝑡𝜌 +

𝜋∆+ cos(𝜅+𝜋)

sin(𝜋𝜅+)
𝑡𝜅+ +

𝜋∆−

sin(𝜋𝜅−)
𝑡𝜅−

}︂
, (26)

если 𝑡 > 0, и

|Φ(𝑡)| 6 𝐶 exp

{︂
𝜈− − 𝜈+ cos(𝜋𝜌)

sin(𝜋𝜌)
|𝑡|𝜌 +

𝜋∆+|𝑡|𝜅+

sin(𝜋𝜅+)
+

𝜋∆− cos(𝜅−𝜋)

sin(𝜋𝜅−)
|𝑡|𝜅−

}︂
, (27)

если 𝑡 < 0. Здесь 𝐶 = const > 0.

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝐹 (𝑧) есть решение краевой задачи (17) класса
𝐵*. Но тогда, как было показано выше, имеют место соотношения (18), (20), в которых
Φ(𝑧) с условием (21) является целой функцией порядка 𝜌Φ 6 𝜌. Полагая в формуле (23)
𝜃 = 0, затем 𝜃 = 𝜋, с учетом (24) получаем, соответственно, неравенства (26), (27).

Достаточность. Пусть теперь для функции 𝐹 (𝑧) справедлива формула (18), причем Φ(𝑧)
есть целая функция порядка 𝜌Φ 6 𝜌, удовлетворяющая условию (20) и неравенствам (26),
(27) (тогда функция 𝐹 (𝑧), определяемая по формуле (18), является решением задачи (17)).
В силу указанных неравенств и формул (23), (16) для аналитической в области 𝐷 функции
𝐹 (𝑧)𝑒𝐼+(𝑧)+𝐼−(𝑧) при достаточно больших 𝑡, учитывая, что ℜΓ(𝑧) есть функция, ограничен-
ная в области 𝐷, т.е.

|ℜΓ(𝑟𝑒𝑖𝜃)| 6 𝑞, 𝑞 = const, 𝑟 ≥ 0, 0 6 𝜃 6 𝜋, (28)

имеем
|𝐹 (𝑡)𝑒𝐼+(𝑡)+𝐼−(𝑡)| 6 𝐶𝑒𝑞, при 𝑡 > 0 и 𝑡 < 0.

Следовательно, всюду на 𝐿 выполняется неравенство

|𝐹 (𝑡)𝑒𝐼+(𝑡)+𝐼−(𝑡)| 6 𝐶, 𝐶 = const > 0.

На основании (23) с учетом (15) имеем

|𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜃) exp{𝐼+(𝑟𝑒𝑖𝜃) + 𝐼−(𝑟𝑒𝑖𝜃)}| = |Φ(𝑟𝑒𝑖𝜃)| exp
{︀
−𝑙𝑟𝜌 sin(𝛼 + 𝜌𝜃) + ℜΓ(𝑟𝑒𝑖𝜃)

}︀
×

× exp

{︂
− 𝜋∆+𝑟

𝜅+

sin(𝜋𝜅+)
cos(𝜅+(𝜃 − 𝜋)) − 𝜋∆−𝑟

𝜅−

sin(𝜋𝜅−)
cos(𝜅−𝜃)

}︂
, 0 6 𝜃 6 𝜋.
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Отсюда, принимая во внимание (22) и (28), получим

max
06𝜃6𝜋

|𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜃) exp{𝐼+(𝑟𝑒𝑖𝜃) + 𝐼−(𝑟𝑒𝑖𝜃)}| 6 𝑀(𝑟)𝑒𝑙𝑟
𝜌+𝑞 exp

{︂
𝜋∆+𝑟

𝜅+

sin(𝜋𝜅+)
+

𝜋∆−𝑟
𝜅−

sin(𝜋𝜅−)

}︂
.

Поскольку для любого числа 𝜀 > 0 справедливо неравенство

𝑀(𝑟) < exp{𝑟𝜌Φ+𝜀}
при всех 𝑟 > 𝑟𝜀, то, выбрав числа 𝜀, 𝜌1 так, чтобы 𝜌 < 𝜌1 < 1, 𝜌Φ + 𝜀 < 𝜌1, из предыдущего
соотношения получим

max
06𝜃6𝜋

|𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜃) exp{𝐼+(𝑟𝑒𝑖𝜃) + 𝐼−(𝑟𝑒𝑖𝜃)}| < exp{𝑟𝜌1}

для всех достаточно больших 𝑟, для которых

𝑟 > 𝑟𝜀,
𝑟𝜌Φ+𝜀

𝑟𝜌1
+

𝑙𝑟𝜌

𝑟𝜌1
+

𝑞

𝑟𝜌1
+

𝜋∆+𝑟
𝜅+

𝑟𝜌1 sin(𝜋𝜅+)
+

𝜋∆−𝑟
𝜅−

𝑟𝜌1 sin(𝜋𝜅−)
< 1.

Следовательно, порядок функции 𝐹 (𝑧)𝑒𝐼+(𝑧)+𝐼−(𝑧) внутри угла 0 6 𝜃 6 𝜋 не превышает 𝜌1
(см., например, [11], c.69). Поэтому согласно принципу Фрагмена–Линделёфа будем иметь
|𝐹 (𝑧)𝑒𝐼+(𝑧)+𝐼−(𝑧)| < 𝐶 всюду в 𝐷, т.е. 𝐹 (𝑧) принадлежит классу 𝐵*.

Теорема 3. Общее решение краевой задачи (17) при 𝜌 ≥ max{𝜅+, 𝜅−} в классе функций
𝐵* определяется формулой

𝐹 (𝑧) = −𝑖𝑒Γ(𝑧)𝑒𝑖[𝑃 (𝑧)+𝑖𝑄(𝑧)]Φ(𝑧)[𝑃+(𝑧)𝑃−(𝑧)]−1, (29)

или

𝐹 (𝑧) = −𝑖𝑒−𝐼+(𝑧)−𝐼−(𝑧)𝑒Γ(𝑧)𝑒𝑖[𝑃 (𝑧)+𝑖𝑄(𝑧)]Φ(𝑧) exp

{︂
−𝜋∆+𝑒

−𝑖𝜋𝜅+𝑧𝜅+

sin(𝜋𝜅+)
+

𝜋∆−𝑧
𝜅−

sin(𝜋𝜅−)

}︂
,

где Φ(𝑧)– произвольная целая функция порядка 𝜌Φ 6 𝜌, удовлетворяющая условию (20) и
неравенствам (26), (27) для достаточно больших |𝑡|.

В самом деле, для функции 𝐹 (𝑧), определяемой формулой (29), выполняется соотноше-
ние (18), и утверждение теоремы вытекает из предыдущего.

3. Разрешимость однородной задачи Гильберта

В этом пункте проведем полное описание картины разрешимости однородной задачи
Гильберта в классе 𝐵*.

Теорема 4. Пусть 𝜌 > max{𝜅+, 𝜅−}, 𝜌 < 1/2. Тогда
a) если

𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+ < 0, либо 𝜈− − 𝜈+ cos(𝜋𝜌) < 0,

то однородная краевая задача (17) не имеет нетривиальных решений в классе 𝐵*;
b) если {︃

𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+ = 0,

𝜈− − 𝜈+ cos(𝜋𝜌) > 0,
либо

{︃
𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+ > 0,

𝜈− − 𝜈+ cos(𝜋𝜌) = 0,
(30)

то однородная краевая задача (17) имеет в классе 𝐵* решения, определяемые формулой
(29), в которой Φ(𝑧)– произвольная целая функция порядка 𝜌Φ, 𝜌Φ 6 𝜌, удовлетворяющая
условию (20) и неравенству

|Φ(𝑡)| 6

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐶 exp

{︂
𝜋∆+ cos(𝜅+𝜋)

sin(𝜋𝜅+)
𝑡𝜅+ +

𝜋∆−

sin(𝜋𝜅−)
𝑡𝜅−

}︂
, 𝑡 > 0,

𝐶 exp

{︂
𝜈− − 𝜈+ cos(𝜋𝜌)

sin(𝜋𝜌)
|𝑡|𝜌 +

𝜋∆+|𝑡|𝜅+

sin(𝜋𝜅+)
+

𝜋∆− cos(𝜅−𝜋)

sin(𝜋𝜅−)
|𝑡|𝜅−

}︂
, 𝑡 < 0,

(31)



90 Р.Б. САЛИМОВ, П.Л. ШАБАЛИН

либо, соответственно,

|Φ(𝑡)| 6

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐶 exp

{︂
𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+

sin(𝜋𝜌)
𝑡𝜌 +

𝜋∆+ cos(𝜅+𝜋)

sin(𝜋𝜅+)
𝑡𝜅+ +

𝜋∆−𝑡
𝜅−

sin(𝜋𝜅−)

}︂
, 𝑡 > 0,

𝐶 exp

{︂
𝜋∆+

sin(𝜋𝜅+)
|𝑡|𝜅+ +

𝜋∆− cos(𝜅−𝜋)

sin(𝜋𝜅−)
|𝑡|𝜅−

}︂
, 𝑡 < 0,

для достаточно больших |𝑡|;
c) если {︃

𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+ > 0,

𝜈− − 𝜈+ cos(𝜋𝜌) > 0,

то однородная краевая задача (17) имеет в классе 𝐵* решения, определяемые формулой
(29), в которой Φ(𝑧)– произвольная целая функция порядка 𝜌Φ, 𝜌Φ 6 𝜌, удовлетворяющая
условию (20) и при 𝜌Φ = 𝜌 еще и неравенствам (26), (27).

Доказательство. a) Действительно, пусть 𝜌 < 1/2 и имеет место

𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+ < 0,

тогда в силу (26) lim𝑡→+∞ |Φ(𝑡)| = 0, поэтому по принципу Фрагмена–Линделёфа для
плоскости, разрезанной по положительной вещественной полуоси, получаем Φ(𝑧) ≡ 0.
Ясно, что то же получим и в случае, когда 𝜌 < 1/2 и 𝜈− − 𝜈+ cos(𝜋𝜌) < 0.

b) Пусть выполнено первое из условий (30). Для определенности будем считать, что
𝜅+ ≥ 𝜅−. Согласно теореме 3 целая функция Φ(𝑧), входящая в формулу общего решения
(29), должна в силу (20) принимать на вещественной оси вещественные значения, удовле-
творять условиям (26), (27), которые в силу равенства 𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+ = 0 примут вид
неравенства (31), и иметь порядок 𝜌Φ 6 𝜌 < 1/2. Существование таких целых функций
следует из построений, подробно проведенных в работе [5], (см. также [8], c.100). Именно,
возьмем целую функцию

Φ0(𝑧) =
∞∏︁
𝑘=1

(︂
1 − 𝑧

𝑟𝑘𝑒𝑖𝜃0

)︂(︂
1 − 𝑧

𝑟𝑘𝑒−𝑖𝜃0

)︂
, (32)

в которой 0 6 𝜃0 6 𝜋, 𝑟𝑘 – возрастающая последовательность чисел, которую опреде-
лим ниже. Здесь arg(1 − 𝑧/𝑟𝑘𝑒

𝑖𝜃0) означает ветвь, непрерывную и однозначную в плоско-
сти, разрезанной по лучу 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃0 , 𝑟 > 𝑟𝑘, принимающую нулевое значение при 𝑧 = 0,
arg(1 − 𝑧/𝑟𝑘𝑒

−𝑖𝜃0) означает ветвь, непрерывную и однозначную в плоскости, разрезанной
по лучу 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃0 , 𝑟 > 𝑟𝑘, принимающую нулевое значение при 𝑧 = 0.

Примем, что порядок функции Φ0(𝑧) равен 𝜅0 (т.е. показатель сходимости (см. [12],
c.278) последовательности её нулей равен 𝜅0). Дополнительно предположим, что для числа
нулей 𝑛(𝑟) данной целой функции, лежащих в замкнутом круге |𝑧| 6 𝑟, существует предел

lim
𝑟→∞

𝑛(𝑟)

𝑟𝜅0
= ∆0, 0 < ∆0 < ∞. (33)

При сделанных предположениях о последовательности нулей целой функции (32) для
функции ln Φ0(𝑧), 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, 0 6 𝜃 6 2𝜋, доказана [5] формула

ln Φ0(𝑧) = −𝑧𝑒−𝑖𝜃0

∞∫︁
0

𝑛(𝜏) − 𝜏𝜅0∆0

𝜏(𝜏 − 𝑧𝑒−𝑖𝜃0)
𝑑𝜏 − 𝑧𝑒𝑖𝜃0

∞∫︁
0

𝑛(𝜏) − 𝜏𝜅0∆0

𝜏(𝜏 − 𝑧𝑒𝑖𝜃0)
𝑑𝜏+
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+

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∆0𝜋(𝑟𝑒𝑖𝜃)𝜅02 cos((𝜃0 − 𝜋)𝜅0)/ sin(𝜋𝜅0), 0 6 𝜃 < 𝜃0,

∆0𝜋𝑒
−𝑖𝜅0𝜋(𝑟𝑒𝑖𝜃)𝜅02 cos(𝜃0𝜅0)/ sin(𝜋𝜅0), 𝜃0 6 𝜃 < 2𝜋 − 𝜃0,

∆0𝜋𝑒
−2𝑖𝜅0𝜋(𝑟𝑒𝑖𝜃)𝜅02 cos((𝜃0 − 𝜋)𝜅0)/ sin(𝜋𝜅0), 2𝜋 − 𝜃0 6 𝜃 6 2𝜋.

(34)

Если последовательность нулей 𝑧𝑘 = 𝑟𝑘𝑒
𝑖𝜃0 функции Φ0(𝑧) выбрать так, чтобы

𝑟𝑘 =

(︂
2𝑘 − 1

2∆0

)︂1/𝜅0

, 𝑛(𝑥) =

⎧⎨⎩ 𝑘, 𝑟𝑘 6 𝑥 < 𝑟(𝑘+1),

0, 0 6 𝑥 < 𝑟0,

то оба интеграла правой части формулы (34) есть величины 𝑜(𝑟𝜅0), при 𝑟 → +∞, 0 6 𝜃 6 𝜋
(см. [5]). На вещественной оси функция ln Φ0(𝑧) принимает действительные значения

ln Φ0(𝑡) = 2𝐼0(𝑡, 𝜃0) +

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∆0𝜋2 cos

(︁
(𝜃0 − 𝜋)𝜅0

)︁
sin(𝜋𝜅0)

𝑡𝜅0 , 𝑡 > 0,

∆0𝜋2 cos(𝜃0𝜅0)

sin(𝜋𝜅0)
|𝑡|𝜅0 , 𝑡 < 0,

где

𝐼0(𝑡, 𝜃0) =

∞∫︁
0

(𝑛(𝑥) − 𝑥𝜅0∆0)
𝑡2 − 𝑡𝑥 cos(𝜃0)

𝑥(𝑡2 − 2𝑡𝑥 cos(𝜃0) + 𝑥2)
𝑑𝑥.

Таким образом, условие (31) для целой функции Φ0(𝑧) будет выполняться для любых ∆0,
𝜃0, если взять 𝜅0 < 𝜅+, а в случае 𝜅0 = 𝜅+, числа ∆0 > 0, 𝜃0 ∈ (0, 𝜋) следует выбрать так,
чтобы имело место неравенство

∆02 cos
(︁

(𝜃0 − 𝜋)𝜅0

)︁
6 ∆+ cos(𝜋𝜅+).

c) Построение целых функций порядка 𝜌Φ 6 𝜌, удовлетворяющих условию (20) и нера-
венствам (26), (27) можно провести так же, как в пункте b), отказавшись от условия
𝜅0 6 𝜅+ и выбирать 𝜅0 6 𝜌. Если взять 𝜅0 < 𝜌, то ∆0, 𝜃0 в формулах (32), (33), (34) –
любые, а если 𝜅0 = 𝜌, то ∆0, 𝜃0 должны удовлетворять системе неравенств⎧⎨⎩ ∆02 cos

(︁
(𝜃0 − 𝜋)𝜅0

)︁
6 𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+,

∆02 cos(𝜃0𝜅0) 6 𝜈− − 𝜈+ cos(𝜋𝜌).

Знаки равенства в этой системе будут выполняться, если взять

tg(𝜃0𝜅0) =
𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+

(𝜈− − 𝜈+ cos(𝜋𝜌)) sin(𝜋𝜅0)
− ctg(𝜋𝜅0), ∆0 =

𝜈− cos(𝜋𝜌) − 𝜈+

2 cos(𝜃0𝜅0)
,

следовательно, система совместна.

Теорема 5. Пусть 𝜅+ = 𝜅− = 𝜌 < 1/2. Тогда однородная краевая задача (17)
a) не имеет нетривиальных решений в классе 𝐵*, если

(𝜈− + 𝜋∆+) cos(𝜋𝜌) − (𝜈+ − 𝜋∆−) < 0, либо 𝜈− + 𝜋∆+ − (𝜈+ − 𝜋∆−) cos(𝜋𝜌) < 0;

b) имеет в классе 𝐵* решение 𝐹 (𝑧) = 𝐴𝑒Γ(𝑧)𝑒𝑖[𝑃 (𝑧)+𝑖𝑄(𝑧)]/𝑃+(𝑧)𝑃−(𝑧), где 𝐴 – произволь-
ная вещественная постоянная, если{︃

(𝜈− + 𝜋∆+) cos(𝜋𝜌) = 𝜈+ − 𝜋∆−,

𝜈− + 𝜋∆+ > (𝜈+ − 𝜋∆−) cos(𝜋𝜌),
либо

{︃
(𝜈− + 𝜋∆+) cos(𝜋𝜌) > 𝜈+ − 𝜋∆−,

𝜈− + 𝜋∆+ = (𝜈+ − 𝜋∆−) cos(𝜋𝜌);
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c) имеет решения класса 𝐵*, определенные формулой (29), в которой Φ(𝑧)– произволь-
ная целая функция порядка 𝜌Φ 6 𝜌, удовлетворяющая условию (20) и при 𝜌Φ = 𝜌 еще и
неравенствам (26), (27) для достаточно больших |𝑡|, если{︃

(𝜈− + 𝜋∆+) cos(𝜋𝜌) − (𝜈+ − 𝜋∆−) > 0,

𝜈− + 𝜋∆+ − (𝜈+ − 𝜋∆−) cos(𝜋𝜌) > 0.

Докажем случай b) теоремы 5. Пусть выполнены условия{︃
(𝜈− + 𝜋∆+) cos(𝜋𝜌) − (𝜈+ − 𝜋∆−) = 0,

𝜈− + 𝜋∆+ − (𝜈+ − 𝜋∆−) cos(𝜋𝜌) > 0.

Согласно теореме 3 общее решение задачи (17) определяется формулой (29), содержащей
произвольную целую функцию Φ(𝑧) порядка 𝜌Φ 6 𝜌, удовлетворяющую условию (20) и
неравенствам (26), (27), которые в условиях теоремы 5 примут вид

|Φ(𝑡)| 6 𝐶 exp

{︂
(𝜈− + 𝜋∆+) cos(𝜋𝜌) + 𝜋∆− − 𝜈+

sin(𝜋𝜌)
𝑡𝜌
}︂
, 𝑡 > 0, (35)

|Φ(𝑡)| 6 𝐶 exp

{︂
𝜈− + 𝜋∆+ − (𝜈+ − 𝜋∆−) cos(𝜋𝜌)

sin(𝜋𝜌)
|𝑡|𝜌

}︂
, 𝑡 < 0,

причем в силу первого из условий b) неравенство (35) принимает вид |Φ(𝑡)| 6 𝐶, 𝑡 > 0.
Из-за симметрии функции Φ(𝑧) следует, что Φ(𝑧) ограничена по модулю на обеих берегах
разреза, проведенного по положительной вещественной полуоси, а поскольку 𝜌Φ < 1/2, то
функция Φ(𝑧) ограничена во всей плоскости, т.е. является постоянной.

Случаи a) и c) доказываются так же, как в теореме 4.
Пусть теперь 𝜌 < max{𝜅+, 𝜅−} < 1/2. Здесь при 𝜅+ ≥ 𝜅− согласно (25) имеем

ln ln𝑀(𝑟) 6 𝜅+ ln 𝑟 + ln

[︂
𝜋∆+

sin(𝜋𝜅+)
+

𝜋∆−

sin(𝜋𝜅−)𝑟𝜅+−𝜅−
+

ln𝐶

𝑟𝜅+
+

𝑙

𝑟𝜅+−𝜌

]︂
,

поэтому

𝜌Φ = lim
𝑟→∞

ln ln𝑀(𝑟)

ln 𝑟
6 𝜅+,

следовательно, порядок целой функции Φ(𝑧), выражаемой формулами (18), (20), (21), не
превышает 𝜅+ при 𝜅+ ≥ 𝜅−. Аналогично получаем неравенство 𝜌Φ 6 𝜅− в случае, когда
𝜅− > 𝜅+.

Поскольку коэффициенты при 𝑡𝜅+ , 𝑡𝜅− в правой части неравенств (26), (27) всегда строго
больше нуля, то при 𝜌Φ < max{𝜅+, 𝜅−} эти неравенства выполняются автоматически.
Поэтому справедлива

Теорема 6. Для того чтобы однородная краевая задача (17) имела решение 𝐹 (𝑧) клас-
са 𝐵* при 𝜌 < max{𝜅+, 𝜅−}, необходимо и достаточно выполнения формулы (18), в кото-
рой Φ(𝑧) является произвольной целой функцией порядка 𝜌Φ 6 max{𝜅+, 𝜅−}, удовлетво-
ряющей условию (20) и при 𝜌Φ = max{𝜅+, 𝜅−} условиям (26), (27).

Теорема 7. Общее решение однородной краевой задачи (17) в классе функций 𝐵* при
𝜌 < max{𝜅+, 𝜅−} определяется формулой (29), в которой Φ(𝑧) есть произвольная целая
функция порядка 𝜌Φ 6 max{𝜅+, 𝜅−}, принимающая на 𝐿 действительные значения и при
𝜌Φ = max{𝜅+, 𝜅−} удовлетворяющая неравенствам (26), (27) для достаточно больших
|𝑡|.

Теорема 8. Пусть 𝜌 < max{𝜅+, 𝜅−} < 1/2. Тогда однородная краевая задача (17) в
классе функций 𝐵* имеет решения, определяемые формулой (29), в которой Φ(𝑧) есть
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произвольная целая функция порядка 𝜌Φ 6 max{𝜅+, 𝜅−}, принимающая на 𝐿 действи-
тельные значения и при 𝜌Φ = max{𝜅+, 𝜅−} удовлетворяющая неравенствам (26), (27)
для достаточно больших |𝑡|.
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