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НЕРАВЕНСТВА ТИПА ХАРДИ С ЛОГАРИФМИЧЕСКИМИ
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Аннотация. В данной работе получены вариационные неравенства типа Харди
со степенными и логарифмическими весами, которые являются обобщениями соот-
ветствующих неравенств, представленных ранее в статьях М. Хоффман-Остенхоф,
Т. Хоффман-Остенхоф, А. Лаптева и Ж. Тидблома. Мы формулируем и доказываем
неравенства, справедливые для произвольных областей, затем существенно упрощаем
их для класса выпуклых областей и специального семейства невыпуклых областей.
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1. Введение. Вариационные неравенства представляют собой важный инструмент ре-
шения задач математической физики. В настоящей работе мы рассматриваем вариацион-
ные неравенства типа Харди. Неравенства Харди используются в теории вырождающихся
дифференциальных уравнений в частных производных эллиптического типа, спектраль-
ной теории, нелинейном анализе и теории интерполяции. Так, например, Ю. А. Дубинским
в статье [1] показано, что корректная постановка решения задачи Пуассона эквивалентна
выполнению соответствующего неравенства Харди. Применение неравенств типа Харди
также описано в работах A. Лаптева, T. Вейдла, A. Балинского, A. Соболева, М. Соломя-
ка, Е. Дэвиса [2]–[6].

Исследованию и доказательству неравенств типа Харди посвящено множество научных
работ (в частности недавние статьи Ф.Г. Авхадиева, К.-Й. Виртса, Е. Дэвиса, М. Маркуса,
Х. Брэзиса, М. Хоффманн-Остенхоф, Т. Хоффманн-Остенхоф, А. Лаптева, Ж. Тидблома,
Ж. Барбатиса, С. Филиппаса, А. Тертикаса [4]–[16]).

Неравенство типа Харди, доказанное Ж. Тидбломом в статье [15], для произвольной
области Ω ⊂ R𝑛 (𝑛 ≥ 2) и произвольной функции 𝑢 ∈ 𝑊 1,𝑝

0 (Ω) (𝑝 > 1) имеет вид:∫︁
Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 ≥
𝑐𝑝
√
𝜋 Γ

(︀
𝑛+𝑝
2

)︀
Γ
(︀
𝑝+1
2

)︀
Γ
(︀
𝑛
2

)︀
⎛⎝∫︁

Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)𝑑𝑥

𝜌𝑝𝜈(𝑥)
+ (𝑝− 1)

(︂
|S𝑛−1|
𝑛

)︂ 𝑝
𝑛
∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

|Ω𝑥|
𝑝
𝑛

𝑑𝑥

⎞⎠ ,

(1)

R.G. Nasibullin, A.M. Tukhvatullina, Hardy type inequalities with logarithmic and power
weights for a special family of non-convex domain.
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где Ω𝑥 := {𝑦 ∈ Ω : 𝑥 + 𝑡(𝑦 − 𝑥) ∈ Ω,∀𝑡 ∈ [0, 1]}, |Ω𝑥| – мера области Ω𝑥, 𝜌𝜈(𝑥) – расстояние
от точки 𝑥 ∈ Ω до границы области Ω по направлению вектора 𝜈 ∈ S𝑛−1, |S𝑛−1| есть пло-
щадь поверхности единичной сферы S𝑛−1 в пространстве R𝑛, 𝑑S𝑛−1(𝜈) – элемент площади

поверхности единичной сферы S𝑛−1, 𝑑𝜔(𝜈) =
𝑑S𝑛−1(𝜈)

|S𝑛−1|
, 𝑐𝑝 =

(︁
𝑝−1
𝑝

)︁𝑝
.

Отметим, что неравенство (1) является распространением соответствующего неравен-
ства, доказанного М. Хоффманн-Остенхоф, Т. Хоффманн-Остенхоф, А. Лаптевым в ста-
тье [14] для 𝑝 = 2, на случай произвольного 𝑝 > 1. В настоящей работе мы обобщаем
неравенство (1) для функций пространства 𝐶∞

0 (Ω) следующим образом:∫︁
Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

| cos(𝜈,∇𝑢)|𝑝

𝜌𝑠−𝑝
𝜈 (𝑥)

𝑑𝜔(𝜈)𝑑𝑥 ≥

≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)𝑑𝑥

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
+ 𝑎(𝑝, 𝑠)(𝑝− 1)

(︃
|S𝑛−1|
𝑛

)︃ 𝑠
𝑛 ∫︁

Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

|Ω𝑥|
𝑠
𝑛

𝑑𝑥, (2)

где 𝑝 ≥ 𝑠 ≥ 1 и 𝑎(𝑝, 𝑠) =
(︁

𝑠−1
𝑝

)︁𝑝
.

Очевидно, при 𝑠 = 𝑝 последнее неравенство преобразуется в неравенство (1), а при
𝑠 = 𝑝 = 2 – в неравенство, доказанное М. Хоффманн-Остенхоф, Т. Хоффманн-Остенхоф,
А. Лаптевым в [14].

В статье [15] также доказано, что в случае выпуклой области Ω ⊂ R𝑛 неравенство (1)
может быть существенно упрощено. А именно, (1) можно записать в виде∫︁

Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 ≥ 𝑐𝑝

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

𝛿𝑝(𝑥)
𝑑𝑥 +

𝑐𝑝(𝑝− 1)
√
𝜋 Γ(𝑛+𝑝

2
)

Γ(𝑝+1
2

) Γ(𝑛
2
)

(︃
|S𝑛−1|
𝑛|Ω|

)︃ 𝑝
𝑛 ∫︁

Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥. (3)

Доказанное нами неравенство (2) также может быть существенно упрощено для выпук-
лых областей:∫︁

Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝

𝛿𝑠−𝑝(𝑥)
≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

Γ
(︁

𝑠+1
2

)︁
Γ
(︁

𝑛
2

)︁
√
𝜋Γ
(︁

𝑛+𝑠
2

)︁ ∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

𝛿𝑠(𝑥)
+ 𝑎(𝑝, 𝑠)(𝑝− 1)

(︃
|S𝑛−1|
𝑛|Ω|

)︃ 𝑠
𝑛 ∫︁

Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥. (4)

В настоящей работе мы также представляем специальный класс невыпуклых областей
(см. [5], [21], [22] и [23]), для которого справедливы аналоги неравенства (4).

В заключительной части статьи мы доказываем логарифмические неравенства, кото-
рые являются аналогами неравенств из [14] и [16]. Неравенство, доказанное в [14], для
выпуклой области Ω ⊂ R𝑛 имеет вид∫︁

Ω

|∇𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥 ≥ 1

4

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|2

𝛿(𝑥)2

(︂
1 +

1

(1 − ln(𝛼𝛿(𝑥)/𝐷))2

)︂
𝑑𝑥+

+
𝑛(𝑛−2)/𝑛𝑠

2/𝑛
𝑛−1 ln2(𝛼/2)

4(1 − ln(𝛼/2))2
1

|Ω|2/𝑛

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥. (5)

Особенностью доказанных нами логарифмических неравенств является наличие в них
вложенных логарифмов и экспонент. Примеры использования логарифмов в неравенствах
можно увидеть в работах [11], [12], [14], [17] – [19] и [20]. Отметим, что обобщение нера-
венства (5) c использованием вложенных логарифмов было получено ранее в работе [16].
Мы же получили неравенство для класса регулярных областей с логарифмическим весом
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другого вида. А, именно, мы доказали, что для произвольной регулярной с константой 𝑐
области Ω ⊂ R𝑛 и произвольной функции 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω) верно неравенство∫︁
Ω

|∇𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥 ≥ 𝑛

2𝑐2

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|2

𝛿2(𝑥)

(︃
1 +

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙2
0

(︂
𝛼𝛿

𝐷
, 𝑒𝑘

)︂
· ... · 𝜙2

𝑖

(︂
𝛼𝛿

𝐷
, 𝑒𝑘

)︂)︃
𝑑𝑥+

+

[︃
1 −

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙0(
𝛼

2
, 𝑒𝑘) · ... · 𝜙𝑖(

𝛼

2
, 𝑒𝑘)

]︃2
𝑛(𝑛−2)/2

4
𝑠
2/𝑛
𝑛−1

1

|Ω|2/𝑛

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥,

где
𝑒0 = 1, 𝑒𝑘+1 = exp 𝑒𝑘; ln0 𝑥 = 𝑥, ln𝑘+1(𝑥) = ln ln𝑘(𝑥),

𝜙𝑖(𝑥, 𝑒𝑘) =
1

(𝑒𝑘 − ln𝑥) ln(𝑒𝑘 − ln𝑥) · ... · ln𝑖(𝑒𝑘 − ln𝑥)
, 𝑖 6 𝑘.

Последнее утверждение при 𝑘 = 0 дает неравенство (5).

2. Одномерные неравенства. Докажем одномерные неравенства, которые будут ис-
пользованы нами впоследствии для доказательства неравенств в многомерном случае.
Введем необходимые определения и обозначения.

Пусть 𝑓 определена и дифференцируема на (0, 𝑏] для 𝑏 > 0. Следуя Ж. Тидблому
(см. [15]), будем говорить, что 𝑓 ∈ Φ𝑠(0, 𝑏), если 𝑓 – действительнозначная функция и
существует константа 𝐶 = 𝐶(𝑓) такая что

sup
0<𝑡6𝑏

(𝑡𝑠−1|𝑓(𝑡)| + 𝑡𝑠|𝑓 ′(𝑡)|) 6 𝐶, 𝑠 > 1. (6)

Несложно заметить, что условие (3) равносильно двум условиям:

∃𝐶1 = 𝐶1(𝑓) : 𝑡𝑠−1|𝑓(𝑡)| 6 𝐶1, 0 < 𝑡 6 𝑏, (7)

и
∃𝐶2 = 𝐶2(𝑓) : 𝑡𝑠|𝑓 ′(𝑡)| 6 𝐶2, 0 < 𝑡 6 𝑏. (8)

Лемма 1. Пусть 𝑢 ∈ 𝐶1[0, 𝑏], 𝑏 > 0, 𝑢(0) = 0 и 𝑓 ∈ Φ𝑠(0, 𝑏). Тогда при 𝑝 ≥ 𝑠 > 1 справед-
ливо неравенство

𝑏∫︁
0

|𝑢′(𝑡)|𝑝

𝑡𝑠−𝑝
𝑑𝑡 ≥ 1

𝑝𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑏∫︀
0

𝑓 ′(𝑡)|𝑢(𝑡)|𝑝𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒𝑝

(︂
𝑏∫︀
0

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑏)|
𝑝

𝑝−1 𝑡
𝑠−𝑝
𝑝−1 |𝑢(𝑡)|𝑝

)︂𝑝−1 .

Доказательство. В силу условий леммы для функции 𝑢(𝑡) имеем:

∃𝑀 > 0 : |𝑢(𝑡)| 6
𝑡∫︁

0

|𝑢′(𝑥)|𝑑𝑥 6 𝑀𝑡, ∀𝑡 ∈ (0, 𝑏].

Учитывая при этом условие (8) и неравенство 𝑝 ≥ 𝑠, мы получим

|𝑓 ′(𝑡)||𝑢(𝑡)|𝑝 6 |𝑓 ′(𝑡)|𝑀𝑝𝑡𝑝 6 |𝑓 ′(𝑡)|𝑡𝑠𝑀𝑝𝑡𝑝−𝑠 6 𝐶2𝑀
𝑝𝑏𝑝−𝑠.

Следовательно,
𝑏∫︁

0

𝑓 ′(𝑡)|𝑢(𝑡)|𝑝𝑑𝑡 6 +∞.

Заметим также, что

𝑓(0)|𝑢(0)|𝑝 = lim
𝑡→0

𝑓(𝑡)|𝑢(𝑡)|𝑝 = lim
𝑡→0

𝑓(𝑡)𝑡𝑠−1 |𝑢(𝑡)|𝑝

𝑡𝑠−1
6
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6 lim
𝑡→0

𝐶1
|𝑢(𝑡)|𝑝

𝑡𝑠−1
6 𝐶1 lim

𝑡→0

𝑀𝑝−1𝑡𝑝−1|𝑢(𝑡)|
𝑡𝑠−1

6

6 𝐶1 lim
𝑡→0

𝑀𝑝−1𝑡𝑝−𝑠|𝑢(𝑡)| 6 𝐶1𝑀
𝑝−1𝑏𝑝−𝑠|𝑢(0)| = 0.

Для произвольной константы 𝑐 имеем:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒(𝑓(𝑏) − 𝑐)|𝑢(𝑏)|𝑝 −

𝑏∫︁
0

𝑓 ′(𝑡)|𝑢(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑏∫︁
0

(𝑓(𝑡) − 𝑐)(|𝑢(𝑡)|𝑝)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=
𝑝

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑏∫︁
0

(𝑓(𝑡) − 𝑐)(𝑢
𝑝
2
−1𝑢

𝑝
2𝑢′ + 𝑢

𝑝
2
−1𝑢

𝑝
2𝑢′)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

6 𝑝

𝑏∫︁
0

|𝑓(𝑡) − 𝑐||𝑢|𝑝−1|𝑢′(𝑡)|𝑑𝑡 = 𝑝

𝑏∫︁
0

[︁
|𝑓(𝑡) − 𝑐|

𝑝
𝑝−1 𝑡

𝑠−𝑝
𝑝−1𝑢𝑝

]︁ 𝑝−1
𝑝

[︂
|𝑢′(𝑡)|𝑝

𝑡𝑠−𝑝

]︂ 1
𝑝

𝑑𝑡 6

6 𝑝

⎛⎝ 𝑏∫︁
0

|𝑓(𝑡) − 𝑐|
𝑝

𝑝−1 𝑡
𝑠−𝑝
𝑝−1 |𝑢|𝑝𝑑𝑡

⎞⎠
𝑝−1
𝑝
⎛⎝ 𝑏∫︁

0

|𝑢′(𝑡)|𝑝

𝑡𝑠−𝑝
𝑑𝑡

⎞⎠
1
𝑝

.

Подставляя 𝑐 = 𝑓(𝑏) и возводя обе части неравенства в степень 𝑝, получим требуемое
неравенство.

Замечание. Для того чтобы интеграл в первом множителе последнего неравенства не
имел особенностей, необходимы ограничения на 𝑠 и 𝑝. При 𝑝 ≥ 𝑠 ≥ 1 интеграл в первом
множителе последнего неравенства не имеет особенностей, так как верно неравенство

𝑠− 𝑝

𝑝− 1
+ 𝑝 ≥ 0,

поскольку |𝑢(𝑡)| 6 𝑀𝑡.
Приведем некоторые следствия леммы 1.
Следствие 1. Пусть 𝑢(𝑡) удовлетворяет условиям предыдущей леммы и 𝑓(𝑡) = 𝑡1−𝑠

1−𝑠
.

Тогда верно неравенство

𝑏∫︁
0

|𝑢′(𝑡)|𝑝

𝑡𝑠−𝑝
𝑑𝑡 ≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝑏∫︀
0

|𝑢(𝑡)|𝑝
𝑡𝑠

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒𝑝
(︂

𝑏∫︀
0

|𝑡1−𝑠 − 𝑏1−𝑠|
𝑝

𝑝−1 𝑡
𝑠−𝑝
𝑝−1 |𝑢(𝑡)|𝑝

)︂𝑝−1 ,

где 𝑎(𝑝, 𝑠) =
(︁

𝑠−1
𝑝

)︁𝑝
.

Следствие 2. Пусть 𝑢 ∈ 𝐶1[0, 𝑏], 𝑏 > 0, 𝑢(0) = 0. Тогда
𝑏∫︁

0

|𝑢′(𝑡)|𝑝

𝑡𝑠−𝑝
𝑑𝑡 ≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

⎛⎝ 𝑏∫︁
0

(︁ 𝑝
𝑡𝑠

− (𝑝− 1)(𝑡1−𝑠 − 𝑏1−𝑠)
𝑝

𝑝−1 𝑡
𝑠−𝑝
𝑝−1

)︁
|𝑢(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

⎞⎠ . (9)

Доказательство. Уравнение следует из следствия 1 и простого неравенства
𝐴𝑝

𝐵𝑝−1
≥ 𝑝𝐴− (𝑝− 1)𝐵,

если положить

𝐴 =

∫︁ 𝑏

0

|𝑢(𝑡)|𝑝

𝑡𝑠
𝑑𝑡
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и

𝐵 =

∫︁ 𝑏

0

|𝑡1−𝑠 − 𝑏1−𝑠|
𝑝

𝑝−1 |𝑢(𝑡)|𝑝𝑑𝑡.

Лемма 2. Пусть 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (0, 2𝑏), 𝑏 > 0. Тогда имеем

2𝑏∫︁
0

|𝑢′(𝑡)|𝑝

𝜌(𝑡)𝑠−𝑝
𝑑𝑡 ≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

⎛⎝ 2𝑏∫︁
0

(︂
𝑝

𝜌𝑠(𝑡)
− (𝑝− 1)(𝜌1−𝑠 − 𝑏1−𝑠)

𝑝
𝑝−1𝜌

𝑠−𝑝
𝑝−1 (𝑡)

)︂
|𝑢(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

⎞⎠ ,

где
𝜌(𝑡) = dist(𝑡,R ∖ [0, 2𝑏]) = min(𝑡, 2𝑏− 𝑡).

Доказательство. Применим неравенство (9) к функции 𝑢 ∈ 𝐶1[𝑏, 2𝑏] такой, что 𝑢(2𝑏) = 0.
Имеем
2𝑏∫︁
𝑏

|𝑢′(𝑡)|𝑝

(2𝑏− 𝑡)𝑠−𝑝
𝑑𝑡 ≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

⎛⎝ 2𝑏∫︁
𝑏

(︂
𝑝

(2𝑏− 𝑡)𝑠
− (𝑝− 1)((2𝑏− 𝑡)1−𝑠 − 𝑏1−𝑠)

𝑝
𝑝−1 (2𝑏− 𝑡)

𝑠−𝑝
𝑝−1

)︂
|𝑢|𝑝𝑑𝑡

⎞⎠ .

Складывая полученное неравенство с неравенством (9), мы получим утверждение леммы.

Теорема 1. Пусть 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝑎, 𝑏). Тогда мы имеем

𝑏∫︁
𝑎

|𝑢′(𝑡)|𝑝

𝜌(𝑡)𝑠−𝑝
𝑑𝑡 ≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

|𝑢(𝑡)|𝑝

𝜌𝑠(𝑡)
𝑑𝑡− 𝑝− 1(︀

𝑏−𝑎
2

)︀𝑠 𝑏∫︁
𝑎

|𝑢(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

⎞⎠ . (10)

Доказательство. Без ограничения общности мы можем взять за промежуток инте-
грирования отрезок [0, 2𝑏]. Правую часть неравенства из леммы 2 можем переписать в
следующем виде

𝑎(𝑝, 𝑠)

⎛⎝ 2𝑏∫︁
0

|𝑢(𝑡)|𝑝

𝜌(𝑡)𝑠
𝑑𝑡 +

2𝑏∫︁
0

𝑝− 1

𝜌(𝑡)𝑠

⎛⎝1 −

(︃
1 −

(︂
𝜌(𝑡)

𝑏

)︂𝑠−1
)︃ 𝑝

𝑝−1

⎞⎠ |𝑢(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

⎞⎠ .

Здесь мы воспользовались равенством 𝑠− 𝑝(𝑠−1)
𝑝−1

+ 𝑠−𝑝
𝑝−1

= 0.
Заметим, что 𝜌(𝑡) 6 𝑏. Следовательно,

1

𝜌(𝑡)𝑠

⎛⎝1 −

(︃
1 −

(︂
𝜌(𝑡)

𝑏

)︂𝑠−1
)︃ 𝑝

𝑝−1

⎞⎠ ≥ 1

𝜌(𝑡)𝑠

(︃
1 −

(︃
1 −

(︂
𝜌(𝑡)

𝑏

)︂𝑠−1
)︃)︃

=

=
1

𝜌(𝑡)𝑏𝑠
≥ 1

𝑏𝑠
.

Отсюда следует утверждение теоремы.

3. Многомерные неравенства типа Харди для произвольных открытых обла-
стей. В этом разделе мы приведем многомерный аналог неравенства из теоремы 1.

Пусть Ω – открытая область в R𝑛. Следуя М. Хоффманн-Остенхоф, Т. Хоффманн-
Остенхоф, А. Лаптеву [14], обозначим через 𝜏𝜈(𝑥) – расстояние между точкой 𝑥 ∈ Ω и
ближайшей точкой, принадлежащей границе 𝜕Ω по направлению вектора 𝜈 ∈ S𝑛−1:

𝜏𝜈(𝑥) = min{𝑠 > 0 : 𝑥 + 𝑠𝜈 ∈ Ω}.
Введем 𝜌𝜈(𝑥) – расстояние до границы множества по направлению 𝜈 и 𝐷𝜈(𝑥) – диаметр
множества вдоль направления 𝜈 следующим образом

𝜌𝜈(𝑥) = min{𝜏−𝜈(𝑥), 𝜏𝜈(𝑥)}, 𝐷𝜈(𝑥) = 𝜏𝜈(𝑥) + 𝜏−𝜈(𝑥).
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Положим

𝛿(𝑥) = inf
𝜈∈S𝑛−1

𝜏𝜈(𝑥) = dist(𝑥, 𝜕Ω), Ω𝑥 = {𝑦 ∈ Ω : 𝑥 + 𝑡(𝑦 − 𝑥) ∈ Ω, ∀𝑡 ∈ [0, 1]}.

Теорема 2. Для произвольной открытой области Ω ⊂ R𝑛 и произвольной функции
𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω) верно следующее неравенство типа Харди:∫︁
Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

| cos(𝜈,∇𝑢(𝑥))|𝑝

𝜌𝑠−𝑝
𝜈 (𝑥)

𝑑𝜔(𝜈)𝑑𝑥 ≥

≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

⎡⎣∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
𝑑𝑥 + (𝑝− 1)

(︂
|S𝑛−1|
𝑛

)︂ 𝑠
𝑛
∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

|Ω𝑥|𝑠/𝑛
𝑑𝑥

⎤⎦ .

Доказательство. Используя аргументы Е.Б. Дэвиса (см. [5]) и одномерное неравенство
(10), несложно получить следующее неравенство∫︁

Ω

|𝜕𝜈𝑢(𝑥)|𝑝

𝜌𝜈(𝑥)𝑠−𝑝
𝑑𝑥 ≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
𝑑𝑡− 𝑎(𝑝, 𝑠)(𝑝− 1)

∫︁
Ω

(︂
2

𝐷𝜈(𝑥)

)︂𝑠

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥.

Исходя из определения градиента функции, мы имеем

|𝜕𝜈𝑢(𝑥)| = |𝜈 · ∇𝑢(𝑥)| = |∇𝑢(𝑥)||𝑐𝑜𝑠(𝜈,∇𝑢(𝑥))|.

Проинтегрируем обе части неравенства по нормальной поверхностной мере S𝑛−1. Получим∫︁
Ω

∫︁
S𝑛−1

|𝑐𝑜𝑠(𝜈,∇𝑢(𝑥))|𝑝

𝜌𝜈(𝑥)𝑠−𝑝
𝑑𝜔(𝜈)|∇𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 ≥

≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

⎛⎝∫︁
Ω

∫︁
S𝑛−1

⎛⎝ 1

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
− (𝑝− 1)

∫︁
S𝑛−1

(︂
2

𝐷𝜈(𝑥)

)︂𝑠

𝑑𝜔(𝜈)

⎞⎠ |𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎞⎠ .

Из [15] известно, что ∫︁
S𝑛−1

(︂
2

𝐷𝜈(𝑥)

)︂𝑠

𝑑𝜔(𝜈) ≥
(︂
𝑛|Ω𝑥|
|S𝑛−1|

)︂− 𝑠
𝑛

.

Таким образом, справедливо неравенство∫︁
Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

| cos(𝜈,∇𝑢(𝑥))|𝑝

𝜌𝑠−𝑝
𝜈 (𝑥)

𝑑𝜔(𝜈)𝑑𝑥 ≥

≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

⎡⎣∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
𝑑𝑥 + (𝑝− 1)

(︂
|S𝑛−1|
𝑛

)︂ 𝑠
𝑛
∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

|Ω𝑥|𝑠/𝑛
𝑑𝑥

⎤⎦ .

Теорема доказана.

4. Неравенства типа Харди для выпуклых областей. В пункте 2 мы доказали,
что для произвольной области Ω ⊂ R𝑛 и функции 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω) справедливо следующее
неравенство типа Харди:∫︁

Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

| cos(𝜈,∇𝑢(𝑥))|𝑝

𝜌𝑠−𝑝
𝜈 (𝑥)

𝑑𝜔(𝜈)𝑑𝑥 ≥
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≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)𝑑𝑥

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
+ 𝑎(𝑝, 𝑠)(𝑝− 1)

(︃
|S𝑛−1|
𝑛

)︃ 𝑠
𝑛 ∫︁

Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

|Ω𝑥|
𝑠
𝑛

𝑑𝑥. (11)

Как будет показано в следующей теореме, в случае выпуклой области Ω ⊂ R𝑛 неравенство
(11) может быть существенно упрощено.

Теорема 3. Пусть Ω ⊂ R𝑛 – произвольная выпуклая область, 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) – произволь-

ная функция. Тогда справедливо неравенство∫︁
Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝

𝛿𝑠−𝑝(𝑥)
≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

Γ
(︁

𝑠+1
2

)︁
Γ
(︁

𝑛
2

)︁
√
𝜋 Γ
(︁

𝑛+𝑠
2

)︁ ∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

𝛿𝑠(𝑥)
+ 𝑎(𝑝, 𝑠)(𝑝− 1)

(︃
|S𝑛−1|
𝑛|Ω|

)︃ 𝑠
𝑛 ∫︁

Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥. (12)

Доказательство. Для произвольной выпуклой области Ω ⊂ R𝑛 оценим сверху внут-
ренний интеграл левой части неравенства (11):∫︁

S𝑛−1

| cos(𝜈,∇𝑢(𝑥))|𝑝

𝜌𝑠−𝑝
𝜈 (𝑥)

𝑑𝜔(𝜈) =

∫︁
S𝑛−1

| cos(𝜈,∇𝑢(𝑥))|𝑝𝜌𝑝𝜈(𝑥)

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
𝑑𝜔(𝜈) 6

6
∫︁

S𝑛−1

| cos(𝜈,∇𝑢(𝑥))|𝑝𝜌𝑝𝜈(𝑥)

𝛿𝑠(𝑥)
𝑑𝜔(𝜈) =

∫︁
S𝑛−1

| cos(𝜈, 𝑒)|𝑝𝜌𝑝𝜈(𝑥)

𝛿𝑠(𝑥)
𝑑𝜔(𝜈) 6

6
∫︁

S𝑛−1

𝛿𝑝(𝑥)

𝛿𝑠(𝑥)
𝑑𝜔(𝜈) =

∫︁
S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)

𝛿𝑠−𝑝(𝑥)
=

1

𝛿𝑠−𝑝(𝑥)
,

где 𝑒 = 𝜈0 ∈ S𝑛−1 : 𝜏𝜈0(𝑥) = 𝛿(𝑥).
В последней цепочке соотношений мы использовали очевидное из геометрических сооб-

ражений неравенство | cos(𝜈, 𝑒)|𝜌𝜈(𝑥) 6 𝛿(𝑥), справедливое для всех точек 𝑥 ∈ Ω.
Таким образом, для левой части неравенства (11) мы получили оценку:∫︁

Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

| cos(𝜈,∇𝑢(𝑥))|𝑝

𝜌𝑠−𝑝
𝜈 (𝑥)

𝑑𝜔(𝜈)𝑑𝑥 6
∫︁
Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝

𝛿𝑠−𝑝(𝑥)
.

Применяя неравенство | cos(𝜈, 𝑒)|𝜌𝜈(𝑥) 6 𝛿(𝑥) к внутреннему интегралу первого слагаемого
правой части неравенства (11), очевидно, получим:∫︁

S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
≥
∫︁

S𝑛−1

| cos(𝜈, 𝑒)|𝑠𝑑𝜔(𝜈)

𝛿𝑠(𝑥)
=

1

𝛿𝑠(𝑥)

∫︁
S𝑛−1

| cos(𝜈, 𝑒)|𝑠𝑑𝜔(𝜈).

Последний интеграл несложно вычислить путем замены переменных:∫︁
S𝑛−1

| cos(𝜈, 𝑒)|𝑠𝑑𝜔(𝜈) =
Γ
(︁

𝑠+1
2

)︁
Γ
(︁

𝑛
2

)︁
√
𝜋 Γ
(︁

𝑛+𝑠
2

)︁ .

Таким образом, мы получим нижнюю оценку для первого слагаемого правой части нера-
венства (11):

𝑎(𝑝, 𝑠)

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)𝑑𝑥

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)

Γ
(︁

𝑠+1
2

)︁
Γ
(︁

𝑛
2

)︁
√
𝜋 Γ
(︁

𝑛+𝑠
2

)︁ ∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

𝛿𝑠(𝑥)
.
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Далее, используя очевидное для выпуклых областей равенство Ω𝑥 = Ω, легко получим
равенство для второго слагаемого правой части неравенства (11):

𝑎(𝑝, 𝑠)(𝑝− 1)

(︃
|S𝑛−1|
𝑛

)︃ 𝑠
𝑛 ∫︁

Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

|Ω𝑥|
𝑠
𝑛

𝑑𝑥 = 𝑎(𝑝, 𝑠)(𝑝− 1)

(︃
|S𝑛−1|
𝑛|Ω|

)︃ 𝑠
𝑛 ∫︁

Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥.

Теорема доказана.
Сопоставив неравенства (11) и (12), мы задались вопросом – существуют ли невыпук-

лые области, для которых справедливы аналоги неравенства (12), доказанного в теореме
3 для выпуклых областей? Мы даем положительный ответ на поставленный вопрос и
представляем специальный класс невыпуклых областей, для которых существуют анало-
ги неравенства (12).

5. Неравенства типа Харди для невыпуклых регулярных областей. Следуя
Е.Б. Дэвису [5], определим псевдодистанцию 𝑚(𝑥) от точки 𝑥 до границы области Ω:

1

𝑚2(𝑥)
:=

1

|S𝑛−1|

∫︁
S𝑛−1

𝑑S𝑛−1(𝜈)

𝜏 2𝜈 (𝑥)
.

Введем понятие регулярной области в пространстве R𝑛. Будем говорить, что область
Ω ⊂ R𝑛 – регулярная область, если существует конечная конcтанта 𝑐 > 0 такая, что

𝛿(𝑥) 6 𝑚(𝑥) 6 𝑐𝛿(𝑥) ∀𝑥 ∈ Ω.

Константу 𝑐 назовем константой регулярности области Ω.
Как будет показано в следующей теореме, для регулярных областей можно получить

неравенство, аналогичное неравенству (12), доказанному в теореме 3 для выпуклых обла-
стей.

Теорема 4. Пусть Ω ⊂ R𝑛 – произвольная регулярная область с константой регу-
лярности 𝑐, 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω) – произвольная функция. Тогда справедливо неравенство

𝐷𝑝(Ω) Γ
(︁

𝑝+1
2

)︁
Γ
(︁

𝑛
2

)︁
√
𝜋 Γ
(︁

𝑛+𝑝
2

)︁ ∫︁
Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝

𝛿𝑠(𝑥)
𝑑𝑥 ≥

≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)2𝑠/2

𝑐𝑠

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

𝛿𝑠(𝑥)
𝑑𝑥 + 𝑎(𝑝, 𝑠)(𝑝− 1)

(︃
|S𝑛−1|
𝑛|Ω|

)︃ 𝑠
𝑛 ∫︁

Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥,

где 𝐷𝑝(Ω) := sup
𝜈∈S𝑛−1

𝜌𝑝𝜈(𝑥), 𝑥 ∈ Ω.

Доказательство. Для произвольной регулярной с константой 𝑐 области Ω ⊂ R𝑛 оценим
сверху внутренний интеграл левой части неравенства (11):∫︁

S𝑛−1

| cos(𝜈,∇𝑢(𝑥))|𝑝

𝜌𝑠−𝑝
𝜈 (𝑥)

𝑑𝜔(𝜈) =

∫︁
S𝑛−1

| cos(𝜈,∇𝑢(𝑥))|𝑝𝜌𝑝𝜈(𝑥)

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
𝑑𝜔(𝜈) 6

6
∫︁

S𝑛−1

| cos(𝜈,∇𝑢(𝑥))|𝑝𝜌𝑝𝜈(𝑥)

𝛿𝑠(𝑥)
𝑑𝜔(𝜈) =

∫︁
S𝑛−1

| cos(𝜈, 𝑒)|𝑝𝜌𝑝𝜈(𝑥)

𝛿𝑠(𝑥)
𝑑𝜔(𝜈) 6

6
𝐷𝑝(Ω)

𝛿𝑠(𝑥)

∫︁
S𝑛−1

| cos(𝜈, 𝑒)|𝑝𝑑𝜔(𝜈) =
𝐷𝑝(Ω) Γ

(︁
𝑝+1
2

)︁
Γ
(︁

𝑛
2

)︁
𝛿𝑠(𝑥)

√
𝜋 Γ
(︁

𝑛+𝑝
2

)︁ ,

где 𝑒 = 𝜈0 ∈ S𝑛−1 : 𝜏𝜈0(𝑥) = 𝛿(𝑥), 𝐷𝑝(Ω) := sup
𝜈∈S𝑛−1

𝜌𝑝𝜈(𝑥), 𝑥 ∈ Ω.
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Таким образом, для левой части неравенства (11) мы получили оценку:∫︁
Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

| cos(𝜈,∇𝑢(𝑥))|𝑝

𝜌𝑠−𝑝
𝜈 (𝑥)

𝑑𝜔(𝜈)𝑑𝑥 6
𝐷𝑝(Ω) Γ

(︁
𝑝+1
2

)︁
Γ
(︁

𝑛
2

)︁
√
𝜋 Γ
(︁

𝑛+𝑝
2

)︁ ∫︁
Ω

|∇𝑢(𝑥)|𝑝

𝛿𝑠(𝑥)
.

Для оценки внутреннего интеграла первого слагаемого правой части неравенства (11)
используем результат, доказанный в [21] для регулярных областей:∫︁

S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
≥ 2𝑠/2

𝑚𝑠(𝑥)
.

Далее, учитывая неравенство
𝑚(𝑥) 6 𝑐𝛿(𝑥),

справедливое для каждой точки 𝑥 регулярной с константой 𝑐 области Ω, легко придем к
неравенству ∫︁

S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
≥ 2𝑠/2

𝑐𝑠𝛿𝑠(𝑥)
.

Таким образом,

𝑎(𝑝, 𝑠)

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝
∫︁

S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)𝑑𝑥

𝜌𝑠𝜈(𝑥)
≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)2𝑠/2

𝑐𝑠

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

𝛿𝑠(𝑥)
𝑑𝑥.

Используя очевидное неравенство |Ω𝑥| 6 |Ω|, справедливое для любой области Ω ⊂ R𝑛,
легко получим оценку для второго слагаемого правой части неравенства (11):

𝑎(𝑝, 𝑠)(𝑝− 1)

(︃
|S𝑛−1|
𝑛

)︃ 𝑠
𝑛 ∫︁

Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝

|Ω𝑥|
𝑠
𝑛

𝑑𝑥 ≥ 𝑎(𝑝, 𝑠)(𝑝− 1)

(︃
|S𝑛−1|
𝑛|Ω|

)︃ 𝑠
𝑛 ∫︁

Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥.

Получили требуемое.

6. Неравенства типа Харди с логарифмическими весами для регулярных
областей и функций из пространства 𝐻1

0 . Пусть

𝑓(𝑡) = −1

𝑡
+

1

𝑡(𝑒− ln 𝛼𝑡
𝐷

)
+

1

𝑡(𝑒− ln 𝛼𝑡
𝐷

) ln(𝑒− ln 𝛼𝑡
𝐷

)
, 0 < 𝑡 < 𝐷/2,

где 𝐷 = diam Ω и 0 < 𝛼 6 2.
Тогда выполняется следующее равенство

2𝑓 ′(𝜌𝜈) − 𝑓 2(𝜌𝜈) =
2

𝜌2𝜈
− 2

𝜌2𝜈(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)
+

2

𝜌2𝜈(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)2
− 2

𝜌2𝜈(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

) ln(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)
+

+
2

𝜌2𝜈(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)2 ln(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)
+

2

𝜌2𝜈(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)2 ln2(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)
−

− 1

𝜌2𝜈
− 1

𝜌2𝜈(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)2
− 1

𝜌2𝜈(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)2 ln2(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)
+

+
2

𝜌2𝜈(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)
+

2

𝜌2𝜈(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

) ln(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)
− 2

𝜌2𝜈(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)2 ln(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)
=

=
1

𝜌2𝜈
+

1

𝜌2𝜈(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)2
+

1

𝜌2𝜈(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)2 ln2(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)
.
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Также верна оценка

2𝑓(𝜌𝜈)𝑓(𝐷𝜈/2) − 𝑓 2(𝐷𝜈/2) =
4

𝜌𝜈𝐷𝜈

[︂
1 − 1

𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

− 1

(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

) ln(𝑒− ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)

]︂
×

×

[︃
1 − 1

𝑒− ln 𝛼𝐷𝜈

2𝐷

− 1

(𝑒− ln 𝛼𝐷𝜈

2𝐷
) ln(𝑒− ln 𝛼𝐷𝜈

2𝐷
)

]︃
−

− 4

𝐷2
𝜈

[︃
1 − 1

𝑒− ln 𝛼𝐷𝜈

2𝐷

− 1

(𝑒− ln 𝛼𝐷𝜈

2𝐷
) ln(𝑒− ln 𝛼𝐷𝜈

2𝐷
)

]︃2
≥

≥
(︂

4

𝜌𝜈𝐷𝜈

− 4

𝐷2
𝜈

)︂[︃
1 − 1

𝑒− ln 𝛼𝐷𝜈

2𝐷

− 1

(𝑒− ln 𝛼𝐷𝜈

2𝐷
) ln(𝑒− ln 𝛼𝐷𝜈

2𝐷
)

]︃2
≥

≥
(︂

4

𝜌𝜈𝐷𝜈

− 4

𝐷2
𝜈

)︂[︂
1 − 1

𝑒− ln 𝛼
2

− 1

(𝑒− ln 𝛼
2
) ln(𝑒− ln 𝛼

2
)

]︂2
.

Здесь мы воспользовались неравенством

𝑒− ln
𝛼𝜌𝜈
𝐷

≥ 𝑒− ln
𝛼𝐷𝜈

2𝐷
> 𝑒,

справедливость которого очевидна, поскольку 0 < 𝜌𝜈 6 𝐷𝜈

2
.

Для целых 𝑘 ≥ 0 положим

𝑒0 = 1, 𝑒𝑘+1 = exp 𝑒𝑘; ln0 𝑥 = 𝑥, ln𝑘+1(𝑥) = ln ln𝑘(𝑥).

Пусть

𝑓𝑘(𝑡, 𝑎) = −1

𝑡
+

𝑘∑︁
𝑖=0

1

𝑡(𝑎− ln 𝛼𝑡
𝐷

) ln(𝑎− ln 𝛼𝑡
𝐷

) · ... · ln𝑖(𝑎− ln 𝛼𝑡
𝐷

)
, 0 < 𝑡 < 𝐷/2.

Отметим, что функция 𝑓(𝑡) = 𝑓0(𝑡, 1) была использована в статье [14] для доказательства
неравенства (5).

Введем следующее обозначение

𝜙𝑖(𝑥, 𝑎) =
1

(𝑎− ln𝑥) ln(𝑎− ln𝑥) · ... · ln𝑖(𝑎− ln𝑥)
.

Далее покажем, что для функции 𝑓𝑘(𝑡, 𝑎) верно равенство

2𝑓 ′
𝑘(𝜌𝜈 , 𝑒𝑘) − 𝑓 2

𝑘 (𝜌𝜈 , 𝑒𝑘) =
1

𝜌2𝜈
+

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙2
𝑖 (

𝛼𝜌𝜈
𝐷

, 𝑒𝑘)

𝜌2𝜈

и неравенство

2𝑓(𝜌𝜈 , 𝑒𝑘)𝑓(𝐷𝜈/2, 𝑒𝑘) − 𝑓 2(𝐷𝜈/2, 𝑒𝑘) ≥
(︂

4

𝜌𝜈𝐷𝜈

− 4

𝐷2
𝜈

)︂[︃
1 −

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙2
𝑖

(︁𝛼
2
, 𝑒𝑘

)︁]︃2
. (13)

Для доказательства первого равенства применим метод математической индукции. Слу-
чай 𝑘 = 0 доказан в [14]. Выше мы привели доказательство случая 𝑘 = 1. Пусть нера-
венство верно для всех натуральных чисел, меньших 𝑘. Покажем, что утверждение верно
для натурального числа 𝑘 + 1.

Заметим, что

𝑓𝑘+1(𝑡, 𝑒𝑘+1) = 𝑓𝑘(𝑡, 𝑒𝑘+1) +
1

𝑡(𝑒𝑘+1 − ln 𝛼𝑡
𝐷

) ln(𝑒𝑘+1 − ln 𝛼𝑡
𝐷

) · ... · ln𝑘+1(𝑒𝑘+1 − ln 𝛼𝑡
𝐷

)
=

= 𝑓𝑘(𝑡, 𝑒𝑘+1) +
1

𝑡
𝜙𝑘+1

(︂
𝛼𝑡

𝐷
, 𝑒𝑘+1

)︂
.
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Тогда
2𝑓 ′

𝑘+1(𝜌𝜈 , 𝑒𝑘+1) − 𝑓 2
𝑘+1(𝜌𝜈 , 𝑒𝑘+1) =

= 2

(︂
𝑓𝑘(𝑡, 𝑒𝑘+1) +

1

𝑡
𝜙𝑘+1

(︂
𝛼𝑡

𝐷
, 𝑒𝑘+1

)︂)︂′

−
(︂
𝑓𝑘(𝑡, 𝑒𝑘+1) +

1

𝑡
𝜙𝑘+1

(︂
𝛼𝑡

𝐷
, 𝑒𝑘+1

)︂)︂2

=

= 2𝑓 ′
𝑘(𝑡, 𝑒𝑘+1) − 𝑓 2

𝑘 (𝑡, 𝑒𝑘+1) + 2

(︂
1

𝑡
𝜙𝑘+1

(︂
𝛼𝑡

𝐷
, 𝑒𝑘+1

)︂)︂′

−

−2
1

𝑡
𝑓𝑘(𝑡, 𝑒𝑘+1)𝜙𝑘+1

(︂
𝛼𝑡

𝐷
, 𝑒𝑘+1

)︂
− 1

𝑡2
𝜙2
𝑘+1

(︂
𝛼𝑡

𝐷
, 𝑒𝑘+1

)︂
=

= 2𝑓 ′
𝑘(𝑡, 𝑒𝑘+1) − 𝑓 2

𝑘 (𝑡, 𝑒𝑘+1) −
2𝜙𝑘+1

(︀
𝛼𝑡
𝐷
, 𝑒𝑘+1

)︀
𝑡2

+

+
𝑘+1∑︁
𝑖=0

2𝜙𝑖(
𝛼𝑡
𝐷
, 𝑒𝑘+1)𝜙𝑘+1(

𝛼𝑡
𝐷
, 𝑒𝑘+1)

𝑡2
+

2𝜙𝑘+1

(︀
𝛼𝑡
𝐷
, 𝑒𝑘+1

)︀
𝑡2

−

−
𝑘∑︁

𝑖=0

2𝜙2
𝑖 (

𝛼𝑡
𝐷
, 𝑒𝑘+1)𝜙𝑘+1(

𝛼𝑡
𝐷
, 𝑒𝑘+1)

𝑡2
−

𝜙2
𝑘+1(

𝛼𝑡
𝐷
, 𝑒𝑘+1)

𝜌2𝜈
=

= 2𝑓 ′
𝑘(𝑡, 𝑒𝑘+1) − 𝑓 2

𝑘 (𝑡, 𝑒𝑘+1) +
1

𝜌2𝜈(𝑒𝑘 − ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

)2 ln2(𝑒𝑘 − ln 𝛼𝜌𝜈
𝐷

) · ... · ln2
𝑘+1(𝑒𝑘 − ln 𝛼𝜌𝜈

𝐷
)
.

Последнее равенство дает требуемое утверждение.
Неравенство (13) доказывается аналогично случаю 𝑘 = 1 с учетом неравенства

𝑒𝑘 − ln
𝛼𝜌𝜈
𝐷

≥ 𝑒𝑘 − ln
𝛼𝐷𝜈

2𝐷
,

справедливость которого очевидна, поскольку 0 < 𝜌𝜈 6 𝐷𝜈

2
.

М. Хоффманн-Остенхоф, Т. Хоффманн-Остенхоф, А. Лаптев в [14] доказали, что для
произвольного открытого множества Ω ⊂ R𝑛 и произвольной функции 𝑢 ∈ 𝐻1

0 (Ω) верно
неравенство ∫︁

Ω

|∇𝑢|2𝑑𝑥 ≥ 𝑛

4

∫︁
Ω

∫︁
S𝑛−1

(2𝑓 ′(𝜌𝜈(𝑥)) − 𝑓(𝜌𝜈(𝑥))+

+ 2𝑓(𝜌𝜈(𝑥))𝑓(𝐷𝜈(𝑥)/2) + 𝑓 2(𝐷𝜈(𝑥)/2))|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥, (14)
где 𝐷 ∈ (0,∞] – диаметр и 𝑓 ∈ Φ2(0, 𝐷/2).

Заметим, что 𝑓(𝑡, 𝑒𝑘) ∈ Φ2(0, 𝐷/2). Следовательно, неравенство (14) при 𝑓 = 𝑓(𝑡, 𝑒𝑘)
дает нам следующее соотношение∫︁

Ω

|∇𝑢|2𝑑𝑥 ≥ 𝑛

4

∫︁
Ω

∫︁
S𝑛−1

(︁ 1

𝜌2𝜈(𝑥)
+

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙2
𝑖 (

𝛼𝜌𝜈(𝑥)
𝐷

, 𝑒𝑘)

𝜌2𝜈(𝑥)

)︁
𝑑𝜔(𝜈)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥+

+
𝑛

4

[︃
1 −

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙2
𝑖

(︁𝛼
2
, 𝑒𝑘

)︁]︃2 ∫︁
Ω

∫︁
S𝑛−1

(︂
4

𝜌𝜈(𝑥)𝐷𝜈(𝑥)
− 4

𝐷2(𝑥)𝜈

)︂
𝑑𝜔(𝜈)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥. (15)

В [14] авторами также было доказано, что∫︁
S𝑛−1

4

𝜌𝜈(𝑥)𝐷𝜈(𝑥)
− 4

𝐷2
𝜈(𝑥)

𝑑𝜔(𝜈) ≥
(︁𝑠𝑛−1

𝑛

)︁2/𝑛 1

|Ω𝑥|2/𝑛
.

Объединяя два последних неравенства, мы получим∫︁
Ω

|∇𝑢|2𝑑𝑥 ≥ 𝑛

4

∫︁
Ω

∫︁
S𝑛−1

(︁ 1

𝜌2𝜈(𝑥)
+

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙2
𝑖 (

𝛼𝜌𝜈(𝑥)
𝐷

, 𝑒𝑘)

𝜌2𝜈(𝑥)

)︁
𝑑𝜔(𝜈)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥+
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+

[︃
1 −

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙2
𝑖

(︁𝛼
2
, 𝑒𝑘

)︁]︃2 𝑛(𝑛−2)/2

4
𝑠
2/𝑛
𝑛−1

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|2

|Ω𝑥|2/𝑛
𝑑𝑥.

Пусть теперь Ω ⊂ R𝑛 – регулярная область с константой регулярности 𝑐. А.М. Тухватул-
лина в [21] доказала, что тогда∫︁

S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)

𝜌2𝜈(𝑥)
≥ 2

𝑐2𝛿2(𝑥)
, ∀𝑥 ∈ Ω.

Заметим, что ∫︁
S𝑛−1

(︃
1

𝜌2𝜈(𝑥)
+

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙2
𝑖

(︀𝛼𝜌𝜈(𝑥)
𝐷

, 𝑒𝑘
)︀

𝜌2𝜈(𝑥)

)︃
𝑑𝜔(𝜈) ≥

≥

(︃
1 +

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙2
𝑖

(︂
𝛼𝜌𝜈(𝑥)

𝐷
, 𝑒𝑘

)︂)︃ ∫︁
S𝑛−1

𝑑𝜔(𝜈)

𝜌2𝜈(𝑥)
.

Следовательно, ∫︁
S𝑛−1

(︃
1

𝜌2𝜈(𝑥)
+

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙2
𝑖

(︀𝛼𝜌𝜈(𝑥)
𝐷

, 𝑒𝑘
)︀

𝜌2𝜈(𝑥)

)︃
𝑑𝜔(𝜈) ≥

≥

(︃
1 +

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙2
𝑖

(︂
𝛼𝜌𝜈(𝑥)

𝐷
, 𝑒𝑘

)︂)︃
2

𝑐2𝛿2(𝑥)
.

Таким образом, мы пришли к следующему результату

Теорема 5. Пусть Ω ⊂ R𝑛 – регулярная область с константой регулярности 𝑐 и
0 < 𝛼 6 2. Тогда для произвольной функции 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω) и 𝑘 ∈ N верно неравенство∫︁
Ω

|∇𝑢|2𝑑𝑥 ≥ 𝑛

2𝑐2

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|2

𝛿2(𝑥)

(︃
1 +

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙2
0

(︂
𝛼𝛿

𝐷
, 𝑒𝑘

)︂
· ... · 𝜙2

𝑖

(︂
𝛼𝛿

𝐷
, 𝑒𝑘

)︂)︃
𝑑𝑥+

+

[︃
1 −

𝑘∑︁
𝑖=0

𝜙0

(︁𝛼
2
, 𝑒𝑘

)︁
· ... · 𝜙𝑖

(︁𝛼
2
, 𝑒𝑘

)︁]︃2 𝑛(𝑛−2)/2

4
𝑠
2/𝑛
𝑛−1

1

|Ω|2/𝑛

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥,

где
𝜙𝑖(𝑥, 𝑒𝑘) =

1

(𝑒𝑘 − ln𝑥) ln(𝑒𝑘 − ln𝑥) · ... · ln𝑖(𝑒𝑘 − ln𝑥)
, 𝑖 6 𝑘.

Выражаем искреннюю благодарность своему научному руководителю, профессору Фа-
риту Габидиновичу Авхадиеву за полезные советы и ценные замечания.
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