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О РЕШЕНИЯХ ОДНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
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Аннотация. В статье рассматриваются линейные эллиптические и гиперболические
системы первого порядка с постоянными коэффициентами и двумя независимыми пе-
ременными. Для таких систем исследованы задачи о многообразии всех решений и
решений, растущих на бесконечности не быстрее степенной функции.
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1. Рассмотрим систему линейных уравнений с частными производными вида

𝐴1𝑈𝑥 + 𝐴2𝑈𝑦 + 𝐴3𝑈 = 𝐹 (𝑥, 𝑦), (1)

где 𝑈 = (𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑛)𝑇− искомая вектор-функция, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3− постоянные вещественные
матрицы порядка 𝑛, 𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑛)𝑇− заданная вектор-функция.

Как известно (см., например, [1]), система (1) называется эллиптической, если его глав-
ный символ 𝑃0(𝜉, 𝜂) = 𝑖𝜉𝐴1 + 𝑖𝜂𝐴2 является невырожденным при (𝜉, 𝜂) ̸= (0, 0), т.е.

𝑄(𝜉, 𝜂) ≡ 𝑑𝑒𝑡(𝜉𝐴1 + 𝜂𝐴2) ̸= 0 ∀ (𝜉, 𝜂) ̸= (0, 0). (2)

Система (1) называется гиперболической, если для каждого 𝜂 ∈ 𝑅 все решения уравнения
𝑄(𝜉, 𝜂) = 0 относительно 𝜉 будут действительными.

В статье для систем вида (1) в случае эллиптичности и гиперболичности исследуются
задачи о многообразии всех решений и решений, растущих на бесконечности не быст-
рее степенной функции. Вопросам о решениях, определенных во всей плоскости эллип-
тических и гиперболических уравнений и систем посвящены работы В.С. Виноградова,
Э. Мухамадиева, В.П. Паламодова, Н.Е. Товмасяна и др. (см., например, [2 – 4]). Для эл-
липтических систем вида (1) при 𝑛 = 2 в работе [5] изучены задачи об умеренно растущих
решениях и решениях степенного роста.

Будем предполагать, что система (1) эллиптическая или гиперболическая. В этом случае
легко доказать, что 𝑑𝑒𝑡𝐴1 ̸= 0, а в случае эллиптичности также и 𝑑𝑒𝑡𝐴2 ̸= 0. Поэтому
систему (1) можно переписать в виде

𝑈𝑥 + 𝐴−1
1 𝐴2𝑈𝑦 + 𝐴−1

1 𝐴3𝑈 = 𝐴−1
1 𝐹 (𝑥, 𝑦).

В связи с этим в дальнейшем систему (1) будем записывать в следующем виде

𝑈𝑥 + 𝐴𝑈𝑦 +𝐵𝑈 = 𝑓(𝑥, 𝑦), (3)

S. Baizaev, D.A. Vositova, On solutions of a system of partial differential equations with
two independent variables.
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где 𝐴 = 𝐴−1
1 𝐴2, 𝐵 = 𝐴−1

1 𝐴3, 𝑓 = 𝐴−1
1 𝐹. Тогда условие эллиптичности (2) перепишется в

виде неравенства
𝑑𝑒𝑡(𝜉𝐸 + 𝜂𝐴) ̸= 0 ∀(𝜉, 𝜂) ̸= (0, 0),

которое равносильно тому, что матрица 𝐴 не имеет вещественных собственных значений.
Условие гиперболичности системы (3) будет эквивалентно тому, что матрица 𝐴 имеет
только вещественные собственные значения.

Предположим, что матрицы 𝐴 и 𝐵 перестановочны. В системе (3) произведем замену
искомой функции 𝑈 = 𝑒−𝐵𝑥𝐶𝑉 , где 𝐶 — невырожденная матрица. Тогда имеем

−𝑒−𝐵𝑥𝐵𝐶𝑉 + 𝑒−𝐵𝑥𝐶𝑉𝑥 + 𝐴𝑒−𝐵𝑥𝐶𝑉𝑦 +𝐵𝑒−𝐵𝑥𝐶𝑉 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

или
𝑉𝑥 + 𝐶−1𝑒𝐵𝑥𝐴𝑒−𝐵𝑥𝐶𝑉𝑦 = 𝐶−1𝑒𝐵𝑥𝑓(𝑥, 𝑦). (4)

В силу перестановочности матриц 𝐴 и 𝐵 имеет место равенство 𝑒𝐵𝑥𝐴𝑒−𝐵𝑥 = 𝐴. Поэтому
система (4) примет вид

𝑉𝑥 + 𝐶−1𝐴𝐶𝑉𝑦 = 𝑔(𝑥, 𝑦), (5)
где 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝐶−1𝑒𝐵𝑥𝑓(𝑥, 𝑦).

В качестве 𝐶 возьмем матрицу, приводящую матрицу 𝐴 к канонической форме Жор-
дана. Пусть 𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑚 (𝑚 6 𝑛) — собственные значения матрицы 𝐴. Тогда система (5)
распадается на системы меньшей размерности

𝜕𝑉𝑘
𝜕𝑥

+ 𝛬𝑘
𝜕𝑉𝑘
𝜕𝑦

= 𝑔𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑘 = 1, ...,𝑚, (6)

где

𝛬𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆𝑘 1 0 . . . 0
0 𝜆𝑘 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . 𝜆𝑘 1
0 . . . . . . 0 𝜆𝑘

⎞⎟⎟⎟⎠
— жордановая клетка порядка 𝑠𝑘, 𝑠1+𝑠2+...+𝑠𝑚 = 𝑛, [𝑉1, 𝑉2, ..., 𝑉𝑚]𝑇 = 𝑉, [𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑚]𝑇 = 𝑔.

Для удобства координаты вектора 𝑉𝑘 обозначим через 𝑤1, 𝑤2, ..., 𝑤𝜈 (𝜈 = 𝑠𝑘), а коорди-
наты вектора 𝑔𝑘− через ℎ1, ℎ2, ..., ℎ𝜈 . Тогда систему, получающуюся из (6) при фиксиро-
ванном значении 𝑘, можно записать в виде

𝜕𝑤1

𝜕𝑥
+ 𝜆𝑘

𝜕𝑤1

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤2

𝜕𝑦
= ℎ1(𝑥, 𝑦), (7)

𝜕𝑤2

𝜕𝑥
+ 𝜆𝑘

𝜕𝑤2

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤3

𝜕𝑦
= ℎ2(𝑥, 𝑦), (8)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝜕𝑤𝜈−1

𝜕𝑥
+ 𝜆𝑘

𝜕𝑤𝜈−1

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤𝜈

𝜕𝑦
= ℎ𝜈−1(𝑥, 𝑦), (9)

𝜕𝑤𝜈

𝜕𝑥
+ 𝜆𝑘

𝜕𝑤𝜈

𝜕𝑦
= ℎ𝜈(𝑥, 𝑦). (10)

Рассмотрим уравнение вида
𝑢𝑥 + 𝜆𝑢𝑦 = ℎ(𝑥, 𝑦), (11)

где 𝜆 ∈ 𝐶, условия на функцию ℎ(𝑥, 𝑦) будут приведены позже (см. лемму 2).

Лемма 1. Общее решение однородного уравнения

𝑢𝑥 + 𝜆𝑢𝑦 = 0 (12)

имеет вид
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝜆𝑥− 𝑦), (13)
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где 𝜙(𝑧) является произвольной функцией класса 𝐶1(𝑅), если 𝜆 вещественное число и
является произвольной аналитической функцией комплексного переменного 𝑧, если 𝜆 —
комплексное число.

Доказательство. Утверждение леммы для случая вещественного 𝜆 очевидно. Пусть
𝜆 = 𝛼 + 𝑖𝛽 является комплексным и 𝜙(𝑧) — произвольная аналитическая по 𝑧 функция.
Тогда

𝑢𝑥 = 𝜙𝑧(𝜆𝑥− 𝑦) · 𝜕
𝜕𝑥

(𝜆𝑥− 𝑦) = 𝜆𝜙𝑧(𝜆𝑥− 𝑦),

𝑢𝑦 = 𝜙𝑧(𝜆𝑥− 𝑦) · 𝜕
𝜕𝑦

(𝜆𝑥− 𝑦) = −𝜙𝑧(𝜆𝑥− 𝑦).

Отсюда следует, что функция 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝜆𝑥− 𝑦) удовлетворяет уравнению (12).
Теперь покажем, что каждое решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения (12) можно представить в виде

(13) с аналитической функцией 𝜙(𝑧). Пусть 𝜁 = 𝜆𝑥− 𝑦. Тогда

𝑥 =
1

2𝑖𝛽
(𝜁 − 𝜁), 𝑦 =

1

2𝑖𝛽
(𝜆𝜁 − 𝜆𝜁)

и, подставляя эти выражения в функцию 𝑢(𝑥, 𝑦), получаем функцию переменной
𝜁 : 𝑢(𝜁) = 𝑢[𝑥(𝜁), 𝑦(𝜁)]. Вычислим производную 𝑢𝜁 :

𝑢𝜁 = 𝑢𝑥 · 𝑥𝜁 + 𝑢𝑦 · 𝑦𝜁 = 𝑢𝑥(
𝑖

2𝛽
) + 𝑢𝑦(

𝑖𝜆

2𝛽
) =

𝑖𝜆

2𝛽
(𝑢𝑥 + 𝜆𝑢𝑦) = 0,

так как 𝑢(𝑥, 𝑦) — решение уравнения (12). Отсюда следует, что функция 𝑢(𝜁) явля-
ется аналитической по 𝜁. Поэтому найдется аналитическая функция 𝜙(𝑧) такая, что
𝑢 = 𝜙(𝜁) ≡ 𝜙(𝜆𝑥− 𝑦). Это и требовалось показать.

Лемма 2. Пусть 𝜆 вещественное число, и функция ℎ(𝑥, 𝑦) непрерывна по 𝑥 и имеет
непрерывную производную по 𝑦. Тогда функция

𝑤(𝑥, 𝑦) =

𝑥∫︁
𝜆𝑥−𝑦

ℎ[𝑡, 𝜆(𝑡− 𝑥) + 𝑦]𝑑𝑡 (14)

будет частным решением неоднородного уравнения (11).

Доказательство. Из формулы (14) с учетом правила дифференцирования интеграла с
переменными пределами имеем

𝑤𝑥 = ℎ(𝑥, 𝑦) − 𝜆ℎ[𝜆𝑥− 𝑦, 𝜆(𝜆𝑥− 𝑦 − 𝑥) + 𝑦] − 𝜆

𝑥∫︁
𝜆𝑥−𝑦

ℎ𝑦[𝜉, 𝜆(𝜉 − 𝑥) + 𝑦]𝑑𝜉,

𝑤𝑦 = ℎ[𝜆𝑥− 𝑦, 𝜆(𝜆𝑥− 𝑦 − 𝑥) + 𝑦] +

𝑥∫︁
𝜆𝑥−𝑦

ℎ𝑦[𝜉, 𝜆(𝜉 − 𝑥) + 𝑦]𝑑𝜉.

Отсюда получим
𝑤𝑥 + 𝜆𝑤𝑦 = ℎ(𝑥, 𝑦),

т.е. функция 𝑤(𝑥, 𝑦) является решением неоднородного уравнения (11).
В случае вещественного 𝜆 формула

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝜆𝑥− 𝑦) +

𝑥∫︁
𝜆𝑥−𝑦

ℎ[𝜉, 𝜆(𝜉 − 𝑥) + 𝑦]𝑑𝜉

дает общее решение неоднородного уравнения (11), где 𝜙 — произвольная функция класса
𝐶1.
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2. Предположим, что система (3) является гиперболической. Систему (7)–(10) будем
решать снизу вверх. Из уравнения (10) в силу леммы 2 находим

𝑤𝜈(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝜈(𝜆𝑥− 𝑦) + 𝐿ℎ𝜈(𝑥, 𝑦),

где 𝐿ℎ𝜈(𝑥, 𝑦) =
𝑥∫︀

𝜆𝑥−𝑦

ℎ𝜈 [𝜉, 𝜆(𝜉−𝑥)+𝑦]𝑑𝜉, 𝜙𝜈 — произвольная функция класса 𝐶1. Подставляя

𝑤𝜈 в уравнение (9), найдем 𝑤𝜈−1 :

𝑤𝜈−1(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝜈−1(𝜆𝑥− 𝑦) + 𝐿[𝜙′
𝜈(𝜆𝑥− 𝑦) − 𝜕

𝜕𝑦
(𝐿ℎ𝜈)] + 𝐿ℎ𝜈−1,

где 𝜙𝜈−1 — произвольная функция класса 𝐶1.
Далее имеем

𝐿𝜙′
𝜈(𝜆𝑥− 𝑦) =

𝑥∫︁
𝜆𝑥−𝑦

𝜙′
𝜈 [𝜆𝜉 − 𝜆(𝜉 − 𝑥) − 𝑦]𝑑𝜉 = 𝜙′

𝜈(𝜆𝑥− 𝑦)(𝑥− 𝜆𝑥+ 𝑦),

𝜕

𝜕𝑦
(𝐿ℎ𝜈) = ℎ𝜈 [𝜆𝑥− 𝑦, 𝜆(𝜆𝑥− 𝑦 − 𝑥) + 𝑦] +

𝑥∫︁
𝜆𝑥−𝑦

𝜕

𝜕𝑦
ℎ𝜈 [𝜉, 𝜆(𝜉 − 𝑥) + 𝑦]𝑑𝜉.

Поэтому

𝑤𝜈−1(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝜈−1(𝜆𝑥− 𝑦) + 𝜙′
𝜈(𝜆𝑥− 𝑦)(𝑥− 𝜆𝑥+ 𝑦) + ℎ𝜈 [𝜆𝑥− 𝑦, (𝜆− 1)(𝜆𝑥− 𝑦)]+

+

𝑥∫︁
𝜆𝑥−𝑦

𝜕

𝜕𝑦
ℎ𝜈 [𝜉, 𝜆(𝜉 − 𝑥) + 𝑦]𝑑𝜉 + 𝐿ℎ𝜈−1.

Продолжая эту процедуру, находим 𝑤𝜈−2, ..., 𝑤1. Нужно отметить, что произвольные функ-
ции 𝜙𝑗, возникающие при интегрировании уравнений (7)–(10), должны иметь соответству-
ющую гладкость, а именно, функция 𝜙𝑗 при 1 6 𝑗 6 𝜈 должна принадлежать классу 𝐶𝑗.

Теперь рассмотрим эллиптический случай. Найдем общее решение однородной системы,
соответствующей (7)–(10). Из уравнения (10) в силу леммы 1 находим

𝑤𝜈(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝜈(𝜆𝑘𝑥− 𝑦),

где 𝜙𝜈(𝑧) — аналитическая по 𝑧 функция. Тогда уравнение (9) примет вид
𝜕𝑤𝜈−1

𝜕𝑥
+ 𝜆𝑘

𝜕𝑤𝜈−1

𝜕𝑦
= 𝜙′

𝜈(𝜆𝑘𝑥− 𝑦). (15)

Функция 𝑤 = 𝑥𝜙′
𝜈(𝜆𝑘𝑥 − 𝑦) является частным решением уравнения (15). Поэтому общее

решение этого уравнения имеет вид

𝑤𝜈−1 = 𝑥𝜙′
𝜈(𝜆𝑘𝑥− 𝑦) + 𝜙𝜈−1(𝜆𝑘𝑥− 𝑦),

где 𝜙𝜈−1(𝑧) — аналитическая по 𝑧 функция. Аналогично находим

𝑤𝜈−2 = 𝑥2𝜙′′
𝜈(𝜆𝑘𝑥− 𝑦) + 𝑥𝜙′

𝜈−1(𝜆𝑘𝑥− 𝑦) + 𝜙𝜈−2(𝜆𝑘𝑥− 𝑦),

где 𝜙𝜈−2(𝑧) — аналитическая по 𝑧 функция. Продолжая эту процедуру, находим
𝑤𝜈−3, ..., 𝑤1.

Пусть матрица 𝐴 имеет 𝑛 различных собственных значений 𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑛 и 𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛
соответствующие собственные векторы. Если матрицы 𝐴 и 𝐵 перестановочны, то как
известно (см., например, [6]]), 𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛 будут собственными векторами и матрицы 𝐵.
Через 𝜇1, 𝜇2, ..., 𝜇𝑛 обозначим собственные значения матрицы 𝐵, которым соответствуют
собственные векторы 𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛.

Справедлива следующая
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Теорема 1. Пусть матрица 𝐴 имеет 𝑛 различных собственных значений 𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑛
и 𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛 соответствующие собственные векторы. Пусть матрицы 𝐴 и 𝐵 переста-
новочны.Тогда общее решение однородной системы

𝑈𝑥 + 𝐴𝑈𝑦 +𝐵𝑈 = 0 (16)

имеет вид
𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝑒−𝜇1𝑥𝜙1(𝜆1𝑥− 𝑦), ..., 𝑒−𝜇𝑛𝑥𝜙𝑛(𝜆𝑛𝑥− 𝑦))𝑇 , (17)

где 𝐶 — матрица, столбцы которой это собственные векторы 𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛 матрицы 𝐴,
𝜇𝑗 – собственные значения матрицы 𝐵, указанные выше, 𝜙𝑗(𝑧)− функции класса 𝐶1 в
случае гиперболичности системы (16) и аналитические по 𝑧 в случае эллиптичности
системы (16).

Доказательство. Так как 𝐶 = [𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛], то замена 𝑈 = 𝑒−𝐵𝑥𝐶𝑉 систему (16) приводит
к виду

𝑉𝑥 + Λ𝑉𝑦 = 0,

где Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝜆1, ..., 𝜆𝑛]. В силу леммы 1 общее решение последней системы имеет вид

𝑉 (𝑥, 𝑦) = [𝜙1(𝜆1𝑥− 𝑦), ..., 𝜙𝑛(𝜆𝑛𝑥− 𝑦)]𝑇 ,

где 𝜙1(𝑧), ..., 𝜙𝑛(𝑧)− функции класса 𝐶1 в случае гиперболичности системы (16) и анали-
тические по 𝑧 в случае эллиптичности системы (16). Поэтому

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝐵𝑥𝐶[𝜙1(𝜆1𝑥− 𝑦), ..., 𝜙𝑛(𝜆𝑛𝑥− 𝑦)]𝑇 . (18)

Так как 𝑧1, ..., 𝑧𝑛 собственные векторы матрицы 𝐵, соответствующие собственным значени-
ям 𝜇1, ..., 𝜇𝑛, то матрица 𝐶 приводит матрицу 𝐵 к диагональному виду𝑀 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝜇1, ..., 𝜇𝑛],
т.е. 𝐶−1𝐵𝐶 = 𝑀 . Следовательно, в силу свойств экспоненциала матрицы справедливо ра-
венство

𝑒−𝐵𝑥𝐶 = 𝑒−𝐶𝑀𝐶−1𝑥𝐶 = 𝐶𝑒−𝑀𝑥 = 𝐶𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑒−𝜇1𝑥, ..., 𝑒−𝜇𝑛𝑥].

Отсюда и из (18) получим формулу

𝑈 = 𝐶𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑒−𝜇1𝑥, ..., 𝑒−𝜇𝑛𝑥][𝜙1(𝜆1𝑥− 𝑦), ..., 𝜙𝑛(𝜆𝑛𝑥− 𝑦)]𝑇 ,

из которой следует (17). Теорема доказана.
В случае эллиптичности системы (16) общее решение (17) можно также представить в

виде

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝑒−𝑖𝑅𝑒(𝜆1𝜇1𝑥−𝜇1𝑦)/𝐼𝑚𝜆1𝜓1(𝜆1𝑥− 𝑦), ..., 𝑒−𝑖𝑅𝑒(𝜆𝑛𝜇𝑛𝑥−𝜇𝑛𝑦)/𝐼𝑚𝜆𝑛𝜓𝑛(𝜆𝑛𝑥− 𝑦))𝑇 . (19)

Для этого в формулу (17) нужно положить

𝜙𝑗(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝑗𝑧𝜓𝑗(𝑧),

где 𝛾𝑗 = −𝑅𝑒𝜇𝑗/𝐼𝑚𝜆𝑗, 𝜓𝑗(𝑧)− аналитические по 𝑧 функции.
3. Для однородной системы (16) рассмотрим задачу о решениях, определенных во всей

плоскости и удовлетворяющих при |𝑥| + |𝑦| → ∞ условию роста

‖𝑈(𝑥, 𝑦)‖ 6 𝐾(1 + |𝑥|𝑁 + |𝑦|𝑁), (20)

где ‖𝑈‖ = |𝑢1|+|𝑢2|+...+|𝑢𝑛|, 𝑁−целое неотрицательное число, 𝐾−постоянная, зависящая
от 𝑈 . Многообразие таких решений образует вещественное линейное пространство, которое
обозначим через 𝒫𝒩 .

Пусть система (16) является гиперболической. Тогда числа 𝜆𝑗, 𝜇𝑗, 𝑗 = 1, ..., 𝑛 будут
вещественными. Из формулы (17) в силу (20) получим оценку

|𝑒−𝜇𝑗𝑥𝜙𝑗(𝜆𝑗𝑥− 𝑦)| 6 𝐾‖𝐶−1‖(1 + |𝑥|𝑁 + |𝑦|𝑁), (21)

при |𝑥| + |𝑦| → ∞. Отсюда при 𝑥 = 0, |𝑦| → ∞ имеем оценку

|𝜙𝑗(𝑦)| 6 𝐾‖𝐶−1‖(1 + |𝑦|𝑁), (22)
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а при 𝑦 = 0, |𝑥| → ∞– оценку

|𝑒−𝜇𝑗𝑥𝜙𝑗(𝜆𝑗𝑥)| 6 𝐾‖𝐶−1‖(1 + |𝑥|𝑁). (23)
Из оценки (22) следует, что функция 𝜙𝑗(𝑡) при |𝑡| → ∞ растет не быстрее степенной
функции. Тогда из оценки (23) получаем, что либо 𝜇𝑗 = 0 либо 𝜙𝑗 = 0. Поэтому в ги-
перболическом случае, если все собственные значения матрицы 𝐵 ненулевые, то задача
(16), (20) имеет только нулевое решение, если же какое-то собственное значение 𝜇𝑗0 = 0,
то, взяв в формуле (17) в качестве функции 𝜙𝑗0(𝑡) функцию класса 𝐶1, растущую при
|𝑡| → ∞ не быстрее степенной функции, и полагая 𝜙𝑗 = 0 для 𝜇𝑗 ̸= 0, получим ненулевые
решения задачи (16), (20). В этом случае пространство 𝒫𝒩 будет бесконечномерным.

Пусть теперь система (16) является эллиптической. Из формулы (19) в силу (20) полу-
чим оценку

|𝜓𝑗(𝜆𝑗𝑥− 𝑦)| 6 𝐾‖𝐶−1‖(1 + |𝑥|𝑁 + |𝑦|𝑁)

при |𝑥|+|𝑦| → ∞. Так как функция 𝜓𝑗(𝑧) аналитическая по 𝑧, то в силу теоремы Лиувилля
она будет полиномом относительно 𝑧 степени не выше 𝑁 . Поэтому решения задачи (16),
(20) имеют вид

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝑒−𝑖𝑅𝑒(𝜆1𝜇1𝑥−𝜇1𝑦)/𝐼𝑚𝜆1𝑝1𝑁(𝜆1𝑥− 𝑦), ...,

𝑒−𝑖𝑅𝑒(𝜆𝑛𝜇𝑛𝑥−𝜇𝑛𝑦)/𝐼𝑚𝜆𝑛𝑝𝑛𝑁(𝜆𝑛𝑥− 𝑦))𝑇 ,

где 𝑝𝑗𝑁(𝑧) полиномы относительно 𝑧 степени не выше 𝑁 . Тогда пространство 𝒫𝒩 будет
конечномерным, и его размерность равна (𝑁 + 1)𝑛.
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