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ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВЫСШЕГО УРАВНЕНИЯ
КОРТЕВЕГА-ДЕ ФРИЗА С САМОСОГЛАСОВАННЫМ

ИСТОЧНИКОМ В КЛАССЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

М.М. МАТЁКУБОВ, А.Б. ЯХШИМУРАТОВ

Аннотация. В этой работе обратная спектральная задача для оператора Штурма-
Лиувилля применяется к интегрированию высшего уравнения Кортевега-де Фриза с
самосогласованным источником в классе периодических функций.

Ключевые слова: оператор Штурма-Лиувилля, обратная спектральная задача, соб-
ственное значение, собственная функция, уравнение Кортевега-де Фриза.

1. Введение

В 1967 году в работе [1] американских ученых К. Гарднера, Дж. Грина, М. Крускала
и Р. Миуры была установлена интегрируемость уравнения Кортевега-де Фриза (КдФ), в
классе “быстроубывающих” по 𝑥 функций, с помощью метода обратной задачи рассеяния
для уравнения Штурма-Лиувилля. В работе [2] П. Лакс показал универсальность метода
обратной задачи рассеяния и обобщил уравнение КдФ, введя понятие высшего (общего)
уравнения КдФ.

В работах [3–10] исследовано уравнение КдФ и высшее уравнение КдФ в классе конеч-
нозонных и периодических функций.

В данной работе изучается высшее уравнение КдФ с самосогласованным источником в
классе периодических функций.

Отметим, что уравнение КдФ с самосогласованным источником в классе быстроубы-
вающих функций было рассмотрено в работах [11–15] и др., а нелинейные уравнения с
источником в классе периодических функций в различных постановках изучены в рабо-
тах [16–19].
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где 𝑞 = 𝑞(𝑥, 𝑡), а штрих означает производную по 𝑥. Согласно [20] существуют полиномы
𝑃𝑘 (от 𝑞 и производных 𝑞 по 𝑥) такие, что

𝐻𝑃𝑘 = 𝑃 ′
𝑘+1.
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Легко доказываются следующие свойства оператора 𝐻 (см. [20]).

M.M. Matyoqubov, A.B. Yakhshimuratov, Integration of higher Korteweg-de Vries equation
with a self-consistent source in class of periodic functions.
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Лемма 1. Если 𝑦(𝑥, 𝑡) решение уравнения Штурма-Лиувилля

𝐿(𝑡)𝑦 ≡ −𝑦′′ + 𝑞(𝑥, 𝑡)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1,

то выполняется следующее равенство

𝐻(𝑦2) = 2𝜆(𝑦2)′.

Лемма 2. При любых 𝑦(𝑥), 𝑧(𝑥) ∈ 𝐶3[0, 𝜋] выполняется равенство
𝜋∫︁

0

𝐻𝑧 · 𝑦𝑑𝑥 =

(︂
−1

2
𝑧′′𝑦 + 2𝑞𝑧𝑦 +

1

2
𝑧′𝑦′ − 1

2
𝑧𝑦′′

)︂⃒⃒⃒⃒𝜋
0

−
𝜋∫︁

0

𝑧 ·𝐻𝑦𝑑𝑥.

Следующее уравнение
𝑞𝑡 = 𝐻𝑃𝑁 [𝑞], 𝑥 ∈ 𝑅1, 𝑡 > 0

называется высшим уравнением КдФ. Используя свойства оператора 𝐻, мы можем пере-
писать это уравнение в виде

𝑞𝑡 = 𝑃 ′
𝑁+1[𝑞], 𝑥 ∈ 𝑅1, 𝑡 > 0.

Например, при 𝑁 = 0, 1, 2 соответственно имеем

𝑞𝑡 = 𝑞𝑥, 𝑞𝑡 = −1

2
𝑞𝑥𝑥𝑥 + 3𝑞𝑞𝑥, 𝑞𝑡 =

1

4
𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 5𝑞𝑥𝑞𝑥𝑥 −

5

2
𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥 +

15

2
𝑞2𝑞𝑥.

2. Постановка задачи

В этой работе рассмотрим следующее высшее уравнение КдФ с самосогласованным
источником

𝑞𝑡 = 𝑃 ′
𝑁+1[𝑞] + 2

∞∫︁
0

𝛽(𝜆, 𝑡)𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡) (𝜓+(𝑥, 𝜆, 𝑡)𝜓−(𝑥, 𝜆, 𝑡))𝑥 𝑑𝜆, 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝑅1, (1)

с начальным условием
𝑞(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝑞0(𝑥), (2)

где 𝑞0(𝑥) ∈ 𝐶2𝑁+1 (𝑅1) — заданная действительная функция. Требуется найти действи-
тельную функцию 𝑞(𝑥, 𝑡), которая 𝜋-периодическая по переменной 𝑥:

𝑞(𝑥+ 𝜋, 𝑡) ≡ 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑅1 (3)

и удовлетворяет условиям гладкости:

𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2𝑁+1
𝑥 (𝑡 > 0) ∩ 𝐶1

𝑡 (𝑡 > 0) ∩ 𝐶(𝑡 ≥ 0). (4)

Здесь 𝛽(𝜆, 𝑡) ∈ 𝐶 ([0, ∞) × [0, ∞)) — заданная действительная функция, имеющая равно-
мерную асимптотику 𝛽(𝜆, 𝑡) = 𝑂

(︀
1
𝜆

)︀
, 𝜆→ ∞, 𝜓±(𝑥, 𝜆, 𝑡) — решения Флоке (нормирован-

ные условием 𝜓±(0, 𝜆, 𝑡) = 1) уравнения Штурма-Лиувилля

𝐿(𝑡)𝑦 ≡ −𝑦′′ + 𝑞(𝑥, 𝑡)𝑦 = 𝜆 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1, (5)

𝑠(𝑥, 𝜆, 𝑡) — решение уравнения (5), удовлетворяющее начальным условиям 𝑠(0, 𝜆, 𝑡) = 0,
𝑠′(0, 𝜆, 𝑡) = 1.

Замечание 1. Покажем равномерную сходимость интеграла, участвующего в уравне-
нии (1). Для этого воспользуемся следующим тождеством

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡)𝜓+(𝜏, 𝜆, 𝑡)𝜓−(𝜏, 𝜆, 𝑡) = 𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏), (6)

где 𝑠(𝑥, 𝜆, 𝑡, 𝜏) — решение уравнения

−𝑦′′ + 𝑞(𝑥+ 𝜏, 𝑡)𝑦 = 𝜆𝑦 , 𝑥 ∈ 𝑅1,

удовлетворяющее начальным условиям 𝑠(0, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 0, 𝑠′(0, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 1.
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Из асимптотических формул

𝑐(𝑥, 𝜆, 𝑡) = cos
√
𝜆𝑥+𝑂

(︂
1√
𝜆

)︂
, 𝑠(𝑥, 𝜆, 𝑡) =

sin
√
𝜆𝑥√
𝜆

+𝑂

(︂
1

𝜆

)︂
,

𝑐′(𝑥, 𝜆, 𝑡) = −
√
𝜆 sin

√
𝜆𝑥+𝑂(1), 𝑠′(𝑥, 𝜆, 𝑡) = cos

√
𝜆𝑥+𝑂

(︂
1√
𝜆

)︂
, (𝜆→ ∞)

и равенства
𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 𝑐(𝜏, 𝜆, 𝑡)𝑠(𝜋 + 𝜏, 𝜆, 𝑡) − 𝑠(𝜏, 𝜆, 𝑡)𝑐(𝜋 + 𝜏, 𝜆, 𝑡)

следуют оценки

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 𝑂

(︂
1√
𝜆

)︂
,

𝜕𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝜏
= 𝑂

(︂
1√
𝜆

)︂
, (𝜆→ ∞).

Эти оценки и равенство (6) обеспечивают равномерную сходимость интеграла, участвую-
щего в уравнении (1).

Цель данной работы — дать процедуру построения решения 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝜓±(𝑥, 𝜆, 𝑡) задачи
(1)-(5), в рамках обратной спектральной задачи для оператора Штурма-Лиувилля с пе-
риодическим коэффициентом.

3. Необходимые сведения

В этом пункте, для полноты изложения, приведем некоторые основные сведения, касаю-
щиеся обратной спектральной задачи для оператора Штурма-Лиувилля с периодическим
потенциалом (см. [21–26]).

Рассмотрим следующий оператор Штурма-Лиувилля на всей прямой

𝐿𝑦 ≡ −𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝜆 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1, (7)

где 𝑞(𝑥) — действительная непрерывная 𝜋-периодическая функция.
Обозначим через 𝑐(𝑥, 𝜆) и 𝑠(𝑥, 𝜆) решения уравнения (7), удовлетворяющие начальным

условиям 𝑐(0, 𝜆) = 1, 𝑐′(0, 𝜆) = 0 и 𝑠(0, 𝜆) = 0, 𝑠′(0, 𝜆) = 1. Функция ∆(𝜆) = 𝑐(𝜋, 𝜆)+𝑠′(𝜋, 𝜆)
называется функцией Ляпунова или дискриминантом Хилла.

Спектр оператора (7) чисто непрерывный и совпадает со следующим множеством

𝐸 = {𝜆 ∈ 𝑅1 : −2 ≤ ∆(𝜆) ≤ 2 } = [𝜆0, 𝜆1] ∪ [𝜆2, 𝜆3] ∪ ... ∪ [𝜆2𝑛, 𝜆2𝑛+1] ∪ ... .

Интервалы (−∞, 𝜆0), (𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛), 𝑛 = 1, 2, ... называются лакунами. Здесь 𝜆0, 𝜆4𝑘−1,
𝜆4𝑘 — собственные значения периодической задачи (𝑦(0) = 𝑦(𝜋), 𝑦′(0) = 𝑦′(𝜋)), а 𝜆4𝑘+1,
𝜆4𝑘+2 — собственные значения антипериодической задачи (𝑦(0) = −𝑦(𝜋), 𝑦′(0) = −𝑦′(𝜋))
для уравнения (7).

Пусть 𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... корни уравнения 𝑠(𝜋, 𝜆) = 0. Отметим, что 𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... совпадают
с собственными значениями задачи Дирихле (𝑦(0) = 𝑦(𝜋) = 0) для уравнения (7), кроме
того, выполняются следующие включения 𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛], 𝑛 = 1, 2, ... .

Числа 𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... вместе со знаками 𝜎𝑛 = 𝑠𝑖𝑔𝑛{𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛) − 𝑐(𝜋, 𝜉𝑛)}, 𝑛 = 1, 2, ...
называются спектральными параметрами задачи (7). Спектральные параметры 𝜉𝑛, 𝜎𝑛,
𝑛 = 1, 2, ... и границы 𝜆𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ... спектра называют спектральными данными
оператора (7). Восстановление коэффициента 𝑞(𝑥) по спектральным данным называется
обратной спектральной задачей для оператора (7).

Спектр оператора Штурма-Лиувилля с коэффициентом 𝑞(𝑥+ 𝜏) не зависит от действи-
тельного параметра 𝜏 , а спектральные параметры зависят от 𝜏 : 𝜉𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏), 𝑛 = 1, 2, ....
Спектральные параметры удовлетворяют следующей системе уравнений Дубровина

𝑑𝜉𝑛
𝑑𝜏

= 2(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏)
√︀

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)×
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×

⎯⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)
∞∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
, 𝑛 ≥ 1. (8)

Система уравнений Дубровина и следующая формула следов

𝑞(𝜏, 𝑡) = 𝜆0 +
∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘 − 2𝜉𝑘(𝜏, 𝑡))

дают метод решения обратной задачи.
Имеются также другие формулы следов, так например, вторая и третья формулы следов

имеют вид

𝑞2(𝜏) − 1

2
𝑞𝜏𝜏 (𝜏) = 𝜆20 +

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆22𝑘−1 + 𝜆22𝑘 − 2𝜉2𝑘(𝜏)),

3

16
𝑞𝜏𝜏𝜏𝜏 (𝜏) − 3

2
𝑞(𝜏)𝑞𝜏𝜏 (𝜏) − 15

16
𝑞2𝜏 (𝜏) + 𝑞3(𝜏) =

= 𝜆30 +
∞∑︁
𝑘=1

(𝜆32𝑘−1 + 𝜆32𝑘 − 2𝜉3𝑘(𝜏)).

Используя систему уравнений Дубровина и формулу первого следа, Е. Трубовицу [25]
удалось доказать теоремы, связывающие аналитичность потенциала с убыванием длин
лакун периодического потенциала оператора Штурма-Лиувилля (7): если 𝑞(𝑥) действи-
тельная, аналитическая, 𝜋-периодическая функция, то длины 𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑛−1 лакун стре-
мятся к нулю экспоненциально, т.е. существуют постоянные 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 такие, что
𝜆2𝑛−𝜆2𝑛−1 < 𝑎𝑒−𝑏𝑛 , 𝑛 ≥ 1; и наоборот, если 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶2 (𝑅1) действительная 𝜋-периодическая
функция и длины 𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑛−1 лакун стремятся к нулю экспоненциально, то 𝑞(𝑥) является
аналитической функцией.

В 1946 году Г. Боргом была доказана следующая уникальная теорема (обратная тео-
рема Борга) о периоде потенциала уравнения Хилла (см. [27]): для того чтобы число 𝜋/2
являлось периодом потенциала 𝑞(𝑥) уравнения Штурма-Лиувилля (7), необходимо и до-
статочно двукратность всех корней уравнения ∆(𝜆) + 2 = 0, т.е. необходимо и достаточно
“исчезновение” всех лакун с нечетными номерами.

В 1977 году (см. [28]) Х.Хохштадтом дано краткое доказательство, а в 1984 году обобще-
ние этой теоремы Борга (см. [29]): пусть 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑅1) действительная 𝜋-периодическая
функция. Для того чтобы число 𝜋/𝑛 являлось периодом потенциала 𝑞(𝑥) уравнения
Штурма-Лиувилля (7), необходимо и достаточно “исчезновение” всех лакун, номера ко-
торых не делятся на 𝑛. Здесь 𝑛 ≥ 2 натуральное число.

4. Основная теорема

Основной результат настоящей работы заключается в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝜓±(𝑥, 𝜆, 𝑡) — решение задачи (1)–(5). Тогда спектр опера-
тора (5) не зависит от параметра 𝑡, а спектральные параметры 𝜉𝑛(𝑡), 𝑛 = 1, 2, ... ,
удовлетворяют аналогу системы уравнений Дубровина:

𝜉𝑛 = 2(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝑡)

⎧⎨⎩
𝑁∑︁
𝑘=0

(2𝜉𝑛)𝑁−𝑘 · 𝑃𝑘[𝑞(0, 𝑡)] +

∞∫︁
0

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡)𝛽(𝜆, 𝑡)

𝜆− 𝜉𝑛
𝑑𝜆

⎫⎬⎭×

×
√︀

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛) ×

⎯⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)
∞∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
, 𝑛 ≥ 1, (9)
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где знак 𝜎𝑛(𝑡) меняется на противоположный при каждом столкновении точки 𝜉𝑛(𝑡) с
границами своей лакуны [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛]. Кроме того, выполняются следующие начальные
условия:

𝜉𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜉0𝑛, 𝜎𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜎0
𝑛 , 𝑛 ≥ 1,

где 𝜉0𝑛, 𝜎0
𝑛, 𝑛 ≥ 1 — спектральные параметры оператора Штурма-Лиувилля с коэффици-

ентом 𝑞0(𝑥).

Доказательство. Вводя обозначение

𝐺(𝑥, 𝑡) = 2

∞∫︁
0

𝛽(𝜆, 𝑡)𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡) (𝜓+(𝑥, 𝜆, 𝑡) · 𝜓−(𝑥, 𝜆, 𝑡))𝑥 𝑑𝜆,

уравнение (1) можно переписать в виде
𝑞𝑡 = 𝑃 ′

𝑁+1[𝑞] +𝐺(𝑥, 𝑡). (10)
Обозначим через 𝑦𝑛(𝑥, 𝑡), 𝑛 = 1, 2, ... ортонормированные собственные функции задачи

Дирихле (𝑦(0) = 0, 𝑦(𝜋) = 0) для уравнения (5), с 𝜋-периодическим потенциалом 𝑞(𝑥, 𝑡),
являющимся решением уравнения (10), соответствующие собственным значениям 𝜉𝑛(𝑡),
𝑛 = 1, 2, ... .

Дифференцируя по 𝑡 тождество (𝐿(𝑡)𝑦𝑛, 𝑦𝑛) = 𝜉𝑛, и используя симметричность опера-
тора 𝐿(𝑡), имеем

𝜉𝑛 = (𝐿�̇�𝑛 + 𝑞𝑡𝑦𝑛, 𝑦𝑛) + (𝐿𝑦𝑛, �̇�𝑛) = (�̇�𝑛, 𝐿𝑦𝑛) + (𝐿𝑦𝑛, �̇�𝑛) + (𝑞𝑡𝑦𝑛, 𝑦𝑛) =

= 𝜉𝑛((𝑦𝑛, 𝑦𝑛))̇ + (𝑞𝑡𝑦𝑛, 𝑦𝑛) =

𝜋∫︁
0

𝑞𝑡(𝑥, 𝑡)𝑦
2
𝑛(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥. (11)

Здесь (· , ·) скалярное произведение пространства 𝐿2(0, 𝜋).
Используя (10) и тождество 𝐻𝑃𝑘 = 𝑃 ′

𝑘+1, равенство (11) перепишем в виде

𝜉𝑛 =

𝜋∫︁
0

𝑦2𝑛(𝑥, 𝑡)𝐻𝑃𝑁𝑑𝑥+

𝜋∫︁
0

𝑦2𝑛(𝑥, 𝑡)𝐺(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥. (12)

Пользуясь леммой 1 и леммой 2, преобразуем следующий интеграл

𝐽𝑘 =

𝜋∫︁
0

𝑦2𝑛(𝑥, 𝑡)𝐻𝑃𝑘𝑑𝑥 =

(︂
−1

2
𝑃 ′′
𝑘 · 𝑦2𝑛 + 2𝑞𝑃𝑘 · 𝑦2𝑛 +

1

2
𝑃 ′
𝑘 · (𝑦2𝑛)′ − 1

2
𝑃𝑘 · (𝑦2𝑛)′′

)︂⃒⃒⃒⃒𝜋
0

−

−
𝜋∫︁

0

𝑃𝑘 ·𝐻(𝑦2𝑛)𝑑𝑥 = −𝑃𝑘[𝑞(0, 𝑡)] · [𝑦′𝑛
2
(𝜋, 𝑡) − 𝑦′𝑛

2
(0, 𝑡)] −

𝜋∫︁
0

𝑃𝑘 · 2𝜉𝑛(𝑦2𝑛)′𝑑𝑥 =

= −𝑃𝑘[𝑞(0, 𝑡)] · [𝑦′𝑛
2
(𝜋, 𝑡) − 𝑦′𝑛

2
(0, 𝑡)] + 2𝜉𝑛

𝜋∫︁
0

𝑃 ′
𝑘 · 𝑦2𝑛𝑑𝑥,

т.е.
𝐽𝑘 − 2𝜉𝑛 · 𝐽𝑘−1 = −𝑃𝑘[𝑞(0, 𝑡)] · [𝑦′𝑛

2
(𝜋, 𝑡) − 𝑦′𝑛

2
(0, 𝑡)].

Вычисляя следующую сумму

𝐽𝑁 − (2𝜉𝑛)𝑁 · 𝐽0 =
𝑁∑︁
𝑘=1

(2𝜉𝑛)𝑁−𝑘 · (𝐽𝑘 − 2𝜉𝑛 · 𝐽𝑘−1) =

= −[𝑦′𝑛
2
(𝜋, 𝑡) − 𝑦′𝑛

2
(0, 𝑡)] ·

𝑁∑︁
𝑘=1

(2𝜉𝑛)𝑁−𝑘 · 𝑃𝑘[𝑞(0, 𝑡)]
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и интеграл

𝐽0 =

𝜋∫︁
0

𝑦2𝑛(𝑥, 𝑡)𝐻𝑃0𝑑𝑥 =

𝜋∫︁
0

𝑦2𝑛(𝑥, 𝑡)𝑞𝑥𝑑𝑥 = −[𝑦′𝑛
2
(𝜋, 𝑡) − 𝑦′𝑛

2
(0, 𝑡)],

выводим равенство

𝐽𝑁 = −[𝑦′𝑛
2
(𝜋, 𝑡) − 𝑦′𝑛

2
(0, 𝑡)] ·

𝑁∑︁
𝑘=0

(2𝜉𝑛)𝑁−𝑘 · 𝑃𝑘[𝑞(0, 𝑡)]. (13)

Теперь займемся вычислением второго интеграла в равенстве (12):
𝜋∫︁

0

𝐺·𝑦2𝑛𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡)𝛽(𝜆, 𝑡)

⎧⎨⎩2

𝜋∫︁
0

𝑦2𝑛 · (𝜓+𝜓−)′𝑑𝑥

⎫⎬⎭𝑑𝜆.
Интегрируя по частям, нетрудно видеть, что

𝐼 = 2

𝜋∫︁
0

𝑦2𝑛 · (𝜓+𝜓−)′𝑑𝑥 =

𝜋∫︁
0

{𝑦2𝑛 · (𝜓+𝜓−)′ − (𝑦2𝑛)′ · (𝜓+𝜓−)}𝑑𝑥 =

=

𝜋∫︁
0

{𝑦𝑛𝜓−(𝑦𝑛𝜓
′
+ − 𝑦′𝑛𝜓+) + 𝑦𝑛𝜓+(𝑦𝑛𝜓

′
− − 𝑦′𝑛𝜓−)}𝑑𝑥.

Отсюда выводим

𝐼 =
1

𝜉𝑛 − 𝜆
· [𝑦′𝑛

2
(𝜋, 𝑡) − 𝑦′𝑛

2
(0, 𝑡)].

Значит,
𝜋∫︁

0

𝐺·𝑦2𝑛𝑑𝑥 = [𝑦′𝑛
2
(𝜋, 𝑡) − 𝑦′𝑛

2
(0, 𝑡)] ·

∞∫︁
0

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡)𝛽(𝜆, 𝑡)

𝜉𝑛 − 𝜆
𝑑𝜆. (14)

Подставляя выражения (13) и (14) в (12), получим равенство

𝜉𝑛 = [𝑦′𝑛
2
(𝜋, 𝑡) − 𝑦′𝑛

2
(0, 𝑡)]×

×

⎧⎨⎩−
𝑁∑︁
𝑘=0

(2𝜉𝑛)𝑁−𝑘 · 𝑃𝑘[𝑞(0, 𝑡)] +

∞∫︁
0

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡)𝛽(𝜆, 𝑡)

𝜉𝑛 − 𝜆
𝑑𝜆

⎫⎬⎭. (15)

Используя равенства

𝑦𝑛(𝑥, 𝑡) =
1

𝑐𝑛(𝑡)
𝑠(𝑥, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡),

𝑐2𝑛(𝑡) ≡
𝜋∫︁

0

𝑠2(𝑥, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)𝑑𝑥 = 𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)
𝜕𝑠(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)

𝜕𝜆
,

имеем
𝑦′𝑛

2
(𝜋, 𝑡) − 𝑦′𝑛

2
(0, 𝑡) =

1
𝜕𝑠(𝜋,𝜉𝑛(𝑡),𝑡)

𝜕𝜆

(︂
𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡) − 1

𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)

)︂
.

Подставляя сюда выражение

𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛, 𝑡) −
1

𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛, 𝑡)
= 𝜎𝑛(𝑡)

√︀
∆2 (𝜉𝑛(𝑡)) − 4,

получим

𝑦′𝑛
2
(𝜋, 𝑡) − 𝑦′𝑛

2
(0, 𝑡) =

𝜎𝑛(𝑡)
√︀

∆2 (𝜉𝑛(𝑡)) − 4
𝜕𝑠(𝜋,𝜉𝑛(𝑡),𝑡)

𝜕𝜆

.



108 М.М. МАТЁКУБОВ, А.Б. ЯХШИМУРАТОВ

Здесь 𝜎𝑛(𝑡) = 𝑠𝑖𝑔𝑛{𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡) − 𝑐(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)}.
Из разложений

∆2(𝜆) − 4 = 4𝜋2(𝜆0 − 𝜆)
∞∏︁
𝑘=1

(𝜆2𝑘−1 − 𝜆)(𝜆2𝑘 − 𝜆)

𝑘4
,

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡) = 𝜋

∞∏︁
𝑘=1

𝜉𝑘(𝑡) − 𝜆

𝑘2

следует, что

𝑦′𝑛
2
(𝜋, 𝑡) − 𝑦′𝑛

2
(0, 𝑡) = 2(−1)𝑛𝜎𝑛(𝑡)

√︀
(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)×

×

⎯⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)
∞∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
. (16)

Из (15) и (16) получим (9).
Теперь докажем независимость от 𝑡 собственных значений 𝜆𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ... перио-

дической и антипериодической задач для уравнения Штурма-Лиувилля (5). Аналогично
формуле (15) можно показать, что

�̇�𝑛(𝑡) =

𝜋∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝑡)𝑣2𝑛(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥,

где 𝑣𝑛(𝑥, 𝑡) — нормированная собственная функция периодической или антипериодической
задачи для уравнения Штурма-Лиувилля (5). Учитывая вид функции 𝐺(𝑥, 𝑡), и действуя
как прежде, получим �̇�𝑛(𝑡) = 0.

Теорема доказана.

5. Следствия из основной теоремы

Следствие 1. Если вместо 𝑞(𝑥, 𝑡) рассмотрим 𝑞(𝑥+𝜏, 𝑡), то собственные значения пе-
риодической и антипериодической задачи не зависят от параметров 𝜏 и 𝑡, а собственные
значения 𝜉𝑛 задачи Дирихле и знаки 𝜎𝑛 зависят от 𝜏 и 𝑡: 𝜉𝑛 = 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝜎𝑛 = 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡) = ±1,
𝑛 ≥ 1. В этом случае, система (9) примет вид

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝑡

= 2(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

⎧⎨⎩
𝑁∑︁
𝑘=0

(2𝜉𝑛)𝑁−𝑘 · 𝑃𝑘[𝑞(𝜏, 𝑡)] +

∞∫︁
0

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)𝛽(𝜆, 𝑡)

𝜆− 𝜉𝑛
𝑑𝜆

⎫⎬⎭×

×
√︀

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛) ×

⎯⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)
∞∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
, 𝑛 ≥ 1. (17)

Здесь

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 𝜋
∞∏︁
𝑘=1

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏) − 𝜆

𝑘2
. (18)

Следствие 2. Рассмотрим случай 𝑁 = 2. В этом случае дифференциальное уравнение
(1) примет вид

𝑞𝑡 =
1

4
𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 5𝑞𝑥𝑞𝑥𝑥 −

5

2
𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥 +

15

2
𝑞2𝑞𝑥 +𝐺(𝑥, 𝑡), (19)

а система дифференциальных уравнений Дубровина (17) запишется в форме

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝑡

= 2(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

⎧⎨⎩4𝜉2𝑛 + 2𝜉𝑛𝑞 −
1

2
𝑞𝜏𝜏 +

3

2
𝑞2 +

∞∫︁
0

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)𝛽(𝜆, 𝑡)

𝜆− 𝜉𝑛
𝑑𝜆

⎫⎬⎭×
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×
√︀

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛) ×

⎯⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)
∞∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
, 𝑛 ≥ 1. (20)

Используя следующие формулы следов

𝑞(𝜏, 𝑡) = 𝜆0 +
∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘 − 2𝜉𝑘(𝜏, 𝑡)), (21)

𝑞2(𝜏, 𝑡) − 1

2
𝑞𝜏𝜏 (𝜏, 𝑡) = 𝜆20 +

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆22𝑘−1 + 𝜆22𝑘 − 2𝜉2𝑘(𝜏, 𝑡)), (22)

систему (20) можем переписать в замкнутом виде.

Следствие 3. Эта теорема дает метод решения задачи (19), (2)-(5). Действи-
тельно, обозначим через 𝜆𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ... , 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡), 𝑛 = 1, 2, ... , спектральные
данные задачи

−𝑦′′ + 𝑞(𝑥+ 𝜏, 𝑡)𝑦 = 𝜆 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1.

Найдём спектральные данные 𝜆𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ... , 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎0
𝑛(𝜏), 𝑛 = 1, 2, ... для

уравнения
−𝑦′′ + 𝑞0(𝑥+ 𝜏)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1.

Решаем задачу Коши 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0 =𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜎0
𝑛(𝜏) , 𝑛 = 1, 2, ... для системы

уравнений Дубровина (20). По формуле следов (21) находим решение задачи (19), (2)–(5).
После этого нетрудно найти решения Флоке 𝜓±(𝑥, 𝜆, 𝑡).

Замечание 2. Покажем, что построенная функция 𝑞(𝜏, 𝑡) удовлетворяет уравнению
(19). Для этого используем также следующую систему Дубровина

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝜏

= 2(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)
√︀

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)×

×

⎯⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)
∞∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
, 𝑛 = 1, 2, ... , (23)

и формулу следов (21), (22), а также (см. [26])
3

16
𝑞𝜏𝜏𝜏𝜏 (𝜏, 𝑡) − 3

2
𝑞(𝜏, 𝑡)𝑞𝜏𝜏 (𝜏, 𝑡) − 15

16
𝑞2𝜏 (𝜏, 𝑡) + 𝑞3(𝜏, 𝑡) =

= 𝜆30 +
∞∑︁
𝑘=1

(𝜆32𝑘−1 + 𝜆32𝑘 − 2𝜉3𝑘(𝜏, 𝑡)). (24)

Из систем Дубровина (20) и (23) имеем

𝜕𝜉𝑘
𝜕𝑡

=

⎧⎨⎩4𝜉2𝑘 + 2𝜉𝑘𝑞 −
1

2
𝑞𝜏𝜏 +

3

2
𝑞2 +

∞∫︁
0

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)𝛽(𝜆, 𝑡)

𝜆− 𝜉𝑘
𝑑𝜆

⎫⎬⎭𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

, 𝑘 ≥ 1. (25)

Из формулы первого следа (21), учитывая (25), находим

𝑞𝑡 = −2
∞∑︁
𝑘=1

𝜕𝜉𝑘
𝜕𝑡

= (𝑞𝜏𝜏 − 3𝑞2) ·
∞∑︁
𝑘=1

𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

− 4𝑞
∞∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘
𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

− 8
∞∑︁
𝑘=1

𝜉2𝑘
𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

+

+ 2

∞∫︁
0

𝛽(𝜆, 𝑡)

{︃
∞∑︁
𝑘=1

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜉𝑘 − 𝜆

𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

}︃
𝑑𝜆. (26)



110 М.М. МАТЁКУБОВ, А.Б. ЯХШИМУРАТОВ

Дифференцируя по 𝜏 формулы следов (21), (22) и (24), получим

2
∞∑︁
𝑘=1

𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

= −𝑞𝜏 , 4
∞∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘
𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

=
1

2
𝑞𝜏𝜏𝜏 − 2𝑞𝑞𝜏 ,

−2
∞∑︁
𝑘=1

𝜉2𝑘
𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

=
1

16
𝑞𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏 −

1

2
𝑞𝑞𝜏𝜏𝜏 −

9

8
𝑞𝜏𝑞𝜏𝜏 + 𝑞2𝑞𝜏 .

Используя эти равенства и разложение (18) из (26) выводим

𝑞𝑡 =
1

4
𝑞𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏 − 5𝑞𝜏𝑞𝜏𝜏 −

5

2
𝑞𝑞𝜏𝜏𝜏 +

15

2
𝑞2𝑞𝜏 + 2

∞∫︁
0

𝛽(𝜆, 𝑡)
𝜕𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝜏
𝑑𝜆.

Из равенства (6) следует, что

𝑞𝑡 =
1

4
𝑞𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏 − 5𝑞𝜏𝑞𝜏𝜏 −

5

2
𝑞𝑞𝜏𝜏𝜏 +

15

2
𝑞2𝑞𝜏+

+2

∞∫︁
0

𝛽(𝜆, 𝑡)𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡)
𝜕

𝜕𝜏
(𝜓+(𝜏, 𝜆, 𝑡) · 𝜓−(𝜏, 𝜆, 𝑡)) 𝑑𝜆.

Следствие 4. Из результатов работы [25] выводим, что если начальная функция
𝑞0(𝑥) является действительной аналитической функцией, то длины 𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑛−1 лакун,
соответствующие этому коэффициенту, убывают экспоненциально. Так как длины ла-
кун, соответствующие коэффициенту 𝑞(𝑥, 𝑡), не зависят от 𝑡, значит, 𝑞(𝑥, 𝑡) — явля-
ется аналитической функцией по 𝑥.

Следствие 5. Из обобщенной обратной теоремы Г. Борга (см. [29]) следует, что если
𝑞0(𝑥) имеет период 𝜋

𝑛
, то решение задачи (19), (2)–(5) 𝑞(𝑥, 𝑡) является 𝜋

𝑛
-периодическим

по 𝑥.

Пользуясь случаем, авторы выражают благодарность проф. А.Б. Хасанову (Ургенчский
государственный университет, Узбекистан) за постановку задачи и обсуждение работы.
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