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РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ
ДРОБНОГО ПОРЯДКА С КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ

ТРЕТЬЕГО РОДА В МНОГОМЕРНОЙ ОБЛАСТИ

А.К. БАЗЗАЕВ

Аннотация. Рассматриваются разностные схемы для уравнения диффузии дробного
порядка в многомерной области с краевыми условиями третьего рода. Доказываются
устойчивость и сходимость разностных схем для рассматриваемой задачи.

Ключевые слова: разностные схемы, уравнение диффузии дробного порядка, апри-
орная оценка, принцип максимума, третья краевая задача, устойчивость и сходимость
разностной схемы.

Введение

Краевые задачи для дифференциальных уравнений дробного порядка возникают при
описании физических процессов стохастического переноса [1], при изучении фильтрации
жидкости в сильно пористой (фрактальной) среде [2]. Уравнения в дробных производных
описывают эволюцию некоторой физической системы с потерями, причем показатель про-
изводной указывает на долю состояний системы, сохраняющихся за все время эволюции.
Такие системы могут быть классифицированы как системы с "остаточной" памятью, за-
нимающие промежуточное положение между системами, обладающими полной памятью,
с одной стороны, и марковскими системами, с другой [3].

Работа посвящена рассмотрению разностных схем для уравнения диффузии дробного
порядка с краевыми условиями третьего рода в многомерной области. В работе [4] рас-
смотрены разностные методы решения краевых задач для дифференциальных уравнений
дробного порядка. Локально-одномерные схемы для дифференциальных уравнений диф-
фузии дробного порядка с краевыми условиями первого рода рассмотрены в работе [5],
локально-одномерные схемы для третьей краевой задачи для уравнения диффузии дроб-
ного порядка (в работе [6]).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В цилиндре 𝑄𝑇 = 𝐺× [0 < 𝑡 6 𝑇 ], основанием которого является 𝑝-мерный прямоуголь-
ный параллелепипед 𝐺 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑝) : 0 < 𝑥𝛽 < ℓ𝛽, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑝} с границей
Γ, 𝐺 = 𝐺 ∪ Γ, рассматривается третья начально-краевая задача:

𝜕𝛼0𝑡𝑢 = 𝐿𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (1)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘𝛽(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛽
= κ−𝛽(𝑥, 𝑡)𝑢− 𝜇−𝛽(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛽 = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇,

−𝑘𝛽(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛽
= κ+𝛽(𝑥, 𝑡)𝑢− 𝜇+𝛽(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛽 = ℓ𝛽, 0 6 𝑡 6 𝑇,

(2)
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12 А.К. БАЗЗАЕВ

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺, (3)
где

𝐿𝑢 =

𝑝∑︁
𝛽=1

𝐿𝛽𝑢, 𝐿𝛽𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥𝛽

(︂
𝑘𝛽(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛽

)︂
,

0 < 𝑐0 6 𝑘𝛽 6 𝑐1, κ±𝛽 > κ* > 0,

𝜕𝛼0𝑡𝑢 =
1

Γ(1 − 𝛼)

𝑡∫︀
0

𝑢̇(𝑥, 𝜂)

(𝑡− 𝜂)𝛼
𝑑𝜂 — дробная производная Капуто порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1 [7],

𝑢̇ =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
, 𝑐0, 𝑐1 − положительные постоянные, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑝, 𝑄𝑇 = 𝐺× [0 6 𝑡 6 𝑇 ].

В дальнейшем будем предполагать, что коэффициенты уравнения (1) — (3) облада-
ют таким количеством непрерывных производных, которое необходимо для обеспечения
нужной гладкости решения 𝑢(𝑥, 𝑡) в цилиндре 𝑄𝑇 .

2. РАЗНОСТНАЯ СХЕМА

Пространственную сетку выберем равномерной по каждому направлению 𝑂𝑥𝛽 с шагом
ℎ𝛽 = ℓ𝛽/𝑁𝛽, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑝:

𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = (𝑖1ℎ1, . . . , 𝑖𝑝ℎ𝑝) ∈ 𝐺, 𝑖𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁𝛽, ℎ𝛽 = ℓ𝛽/𝑁𝛽, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑝}.
На отрезке [0, 𝑇 ] также введем равномерную сетку с шагом 𝜏 = 𝑇/𝑗0:

𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0}.
В работе [4] предложен дискретный аналог дробной производной Капуто порядка 𝛼,

0 < 𝛼 < 1.

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑡𝑗∫︁
0

𝑢̇(𝑥, 𝜂)

(𝑡𝑗 − 𝜂)𝛼
𝑑𝜂 = ∆𝛼

0𝑡𝑗
𝑢+𝑂 (𝜏/𝑝) , (4)

где

∆𝛼
0𝑡𝑗
𝑢 =

1

Γ(2 − 𝛼)

𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑡1−𝛼
𝑗−𝑠+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠

)︀
𝑢
𝑠/𝑝

𝑡
, 𝑢𝑠𝑡 =

𝑢𝑠+1 − 𝑢𝑠

𝜏
.

Перейдем теперь к построению разностной схемы для дифференциальной задачи (1)–
(3). Уравнению (1) поставим в соответствие разностное уравнение

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑢 = Λ𝑦 + 𝜙𝑗+1, (5)

Λ𝑦 =

𝑝∑︁
𝛽=1

Λ𝛽𝑦, Λ𝛽𝑦 =
(︀
𝑎𝛽𝑦𝑥𝛽

)︀
𝑥𝛽
, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑝.

К уравнению (5) присоединим граничные и начальные условия. Запишем разностный
аналог для граничных условий (2):{︃

𝑎(1𝛽)𝑦𝑥𝛽 ,0 = κ−𝛽𝑦0 − 𝜇−𝛽, 𝑥𝛽 = 0,

−𝑎(𝑁𝛽)𝑦𝑥𝛽 ,𝑁𝛽
= κ+𝛽𝑦𝑁𝛽

− 𝜇+𝛽, 𝑥𝛽 = ℓ𝛽.
(6)

Условия (6) имеют порядок аппроксимации 𝑂(ℎ𝛽). Применяя известный прием повышения
порядка аппроксимации до 𝑂(ℎ2𝛽) на решениях уравнения (1) при каком-либо 𝛽, получим
разностный аналог краевых условий

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝛽=0

=
(𝑎(1𝛽)𝑦𝑥𝛽 ,0 − κ−𝛽𝑦0)

0.5ℎ𝛽
+

𝜇−𝛽

0.5ℎ𝛽
,
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∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝛽=𝑁𝛽

= −
(𝑎(𝑁𝛽)𝑦𝑥𝛽 ,𝑁𝛽

+ κ+𝛽𝑦𝑁𝛽
)

0.5ℎ𝛽
+

𝜇+𝛽

0.5ℎ𝛽
,

где
𝜇−𝛽 = 𝜇−𝛽 + 0.5ℎ𝛽𝑓𝛽,0, 𝜇+𝛽 = 𝜇+𝛽 + 0.5ℎ𝛽𝑓𝛽,𝑁𝛽

.

Итак, разностный аналог задачи (1) — (3) имеет вид:

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦 = Λ𝑦𝑗+1 + Φ,

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺,
(7)

где

Λ𝑦 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Λ𝑦 =
𝑝∑︀

𝛽=1

(𝑎𝛽𝑦𝑥𝛽
)𝑥𝛽
, 𝑥𝛽 ∈ 𝜔ℎ,

Λ−𝑦 =
𝑎(1𝛽)𝑦𝑥𝛽 ,0 − κ−𝛽𝑦0

0.5ℎ𝛽
, 𝑥𝛽 = 0,

Λ+
𝛽 𝑦 = −

𝑎(𝑁𝛽)𝑦𝑥𝛽 ,𝑁𝛽
+ κ+𝛽𝑦𝑁𝛽

0.5ℎ𝛽
, 𝑥𝛽 = ℓ𝛽,

Φ =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙, 𝑥𝛽 ∈ 𝜔ℎ,

𝜇−𝛽, 𝑥𝛽 = 0,

𝜇+𝛽, 𝑥𝛽 = ℓ𝛽,

𝜇−𝛽 = 𝜇−𝛽 + 0.5ℎ𝛽𝑓𝛽,0, 𝜇+𝛽 = 𝜇+𝛽 + 0.5ℎ𝛽𝑓𝛽,𝑁𝛽
.

3. АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА

Получим априорную оценку в сеточной норме 𝐶 для решения разностной задачи (7),
выражающую устойчивость разностной схемы по начальным данным, по правой части и
по граничным данным. Исследование устойчивости разностной схемы (7) будем проводить
на основании принципа максимума ([8], c. 226), для чего разностную задачу (7) перепишем
в виде

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦 =

𝑝∑︁
𝛽=1

(𝑎𝛽𝑦𝑥𝛽
)𝑥𝛽

+ 𝜙(𝑥, 𝑡), 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑝, (8)

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦0 =
(𝑎(1𝛽)𝑦𝑥𝛽 ,0 − κ−𝛽𝑦0)

0.5ℎ𝛽
+

𝜇−𝛽

0.5ℎ𝛽
, 𝑥𝛽 = 0, (9)

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦𝑁𝛽
= −

(𝑎(𝑁𝛽)𝑦𝑥𝛽 ,𝑁𝛽
+ κ+𝛽𝑦𝑁𝛽

)

0.5ℎ𝛽
+

𝜇+𝛽

0.5ℎ𝛽
, 𝑥𝛽 = ℓ𝛽, (10)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥). (11)
В ([8], c. 226) доказан принцип максимума и получены априорные оценки для решения

сеточного уравнения общего вида

𝐴(𝑃 )𝑦(𝑃 ) =
∑︁

𝑄∈Ш′(𝑃 )

𝐵(𝑃,𝑄)𝑦(𝑄) + 𝐹 (𝑃 ),

где
𝐴(𝑃 ) > 0, 𝐵(𝑃,𝑄) > 0, 𝐷(𝑃 ) = 𝐴(𝑃 ) −

∑︁
𝑄∈Ш′(𝑃 )

𝐵(𝑃,𝑄) > 0,

где 𝑃,𝑄 — узлы сетки 𝜔ℎ, Ш′(𝑃 ) — окрестность узла 𝑃 , не содержащего самого узла 𝑃 .
Обозначим через 𝑃 (𝑥, 𝑡′), где 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, 𝑡

′ ∈ 𝜔′
𝜏 узел (𝑝+1)-мерной сетки Ω = 𝜔ℎ×𝜔′

𝜏 , через
𝑆 — границу Ω, состоящую из узлов 𝑃 (𝑥, 0) при 𝑥 ∈ 𝜔ℎ и узлов 𝑃 (𝑥, 𝑡𝑗+1) при 𝑡𝑗+1 ∈ 𝜔′

𝜏 и
𝑥 ∈ 𝛾ℎ𝛽

для всех 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑝; 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0.
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Чтобы получить априорную оценку для решении разностной задачи (8)–(11), предста-
вим ее решение в виде суммы

𝑦 =
∘
𝑦 +

*
𝑦,

где
∘
𝑦 — решение однородных уравнений (8) с неоднородными краевыми условиями (9)–

(10) и однородными начальными условиями (11), а
*
𝑦 — решение неоднородных уравнений

(8) с однородными краевыми условиями (9)–(10) и неоднородными начальными условиями
(11).

Оценим для начала
∘
𝑦. Для этого запишем уравнение для

∘
𝑦 в канонической форме[︃

1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏𝛼
+

𝑝∑︁
𝛽=1

𝑎𝛽,𝑖𝛽+1 + 𝑎𝛽,𝑖𝛽
ℎ2𝛽

]︃
∘
𝑦
𝑗+1

𝑖𝛽
=

𝑝∑︁
𝛽=1

(︂
𝑎𝛽,𝑖𝛽+1

ℎ2𝛽

∘
𝑦
𝑗+1

𝑖𝛽+1+

+
𝑎𝛽,𝑖𝛽
ℎ2𝛽

∘
𝑦
𝑗+1

𝑖𝛽−1

)︂
+

2 − 21−𝛼

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
∘
𝑦
𝑗

𝑖𝛽
+

+
1

𝜏

1

Γ(2 − 𝛼)

[︁ (︀
𝑡1−𝛼
𝑗+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗

)︀ ∘
𝑦
0

𝑖𝛽
+
(︀
− 𝑡1−𝛼

𝑗+1 + 2𝑡1−𝛼
𝑗 − 𝑡1−𝛼

𝑗−1

)︀∘
𝑦
1

𝑖𝛽
+

+ . . .+
(︀
−𝑡1−𝛼

3 + 2𝑡1−𝛼
2 − 𝑡1−𝛼

1

)︀ ∘
𝑦
𝑗−1

𝑖𝛽

]︁
. (12)

К каноническому виду следует привести и граничные условия. В точке 𝑃 = 𝑃 (𝑥0, 𝑡𝑗+1)
имеем: [︃

1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏𝛼
+

𝑎(1𝛽)

0.5ℎ2𝛽
+

κ−𝛽

0.5ℎ𝛽

]︃
∘
𝑦
𝑗+1

0 =
𝑎(1𝛽)

0.5ℎ2𝛽

∘
𝑦
𝑗+1

0 +
2 − 21−𝛼

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
∘
𝑦
𝑗

0+

+
1

𝜏

1

Γ(2 − 𝛼)

[︃ (︀
𝑡1−𝛼
𝑗+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗

)︀ ∘
𝑦
0

0 +
(︀
−𝑡1−𝛼

𝑗+1 + 2𝑡1−𝛼
𝑗 − 𝑡1−𝛼

𝑗−1

)︀ ∘
𝑦
1

0+

+ . . . +
(︀
−𝑡1−𝛼

3 + 2𝑡1−𝛼
2 − 𝑡1−𝛼

1

)︀ ∘
𝑦
𝑗−1

0

]︃
+

𝜇−𝛽

0.5ℎ𝛽
. (13)

В точке 𝑃 = 𝑃 (𝑥𝑁𝛽
, 𝑡𝑗+1) имеем:[︃

1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏𝛼
+
𝑎(𝑁𝛽)

0.5ℎ2𝛽
+

κ+𝛽

0.5ℎ𝛽

]︃
∘
𝑦
𝑗+1

𝑁𝛽
=

𝑎(1𝛽)

0.5ℎ2𝛽

∘
𝑦
𝑗+1

𝑁𝛽
+

2 − 21−𝛼

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
∘
𝑦
𝑗

𝑁𝛽
+

+
1

𝜏

1

Γ(2 − 𝛼)

[︃ (︀
𝑡1−𝛼
𝑗+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗

)︀ ∘
𝑦
0

𝑁𝛽
+
(︀
−𝑡1−𝛼

𝑗+1 + 2𝑡1−𝛼
𝑗 − 𝑡1−𝛼

𝑗−1

)︀ ∘
𝑦
1

𝑁𝛽
+

+ . . . +
(︀
−𝑡1−𝛼

3 + 2𝑡1−𝛼
2 − 𝑡1−𝛼

1

)︀ ∘
𝑦
𝑗−1

𝑁𝛽

]︃
+

𝜇+𝛽

0.5ℎ𝛽
. (14)

Проверим, учитывая положительность выражений, стоящих в круглых скобках (соглас-
но лемме из [5]), выполнимость условий теоремы 3 ([9], гл. V. Дополнение, §2, ф. (16)).

В точке 𝑃 = 𝑃 (𝑥𝑖𝛽 , 𝑡𝑗+1) имеем:

𝐴(𝑃 ) > 0, 𝐵(𝑃,𝑄) > 0, 𝐷(𝑃 ) = 0,

в точке 𝑃 = 𝑃 (𝑥0, 𝑡𝑗+1) имеем:

𝐴(𝑃 ) > 0, 𝐵(𝑃,𝑄) > 0, 𝐷(𝑃 ) =
κ−𝛽

0.5ℎ𝛽
>

κ*

0.5ℎ𝛽
> 0,
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в точке 𝑃 = 𝑃 (𝑥𝑁𝛽
, 𝑡𝑗+1) имеем:

𝐴(𝑃 ) > 0, 𝐵(𝑃,𝑄) > 0, 𝐷(𝑃 ) =
κ+𝛽

0.5ℎ𝛽
>

κ*

0.5ℎ𝛽
> 0.

Таким образом, выполнены все условия 3 ([9], гл. V. Дополнение, §2, ф. (16)) и

𝐷(𝑥𝛽, 𝑡𝑗+1) = 0, 𝐷(0, 𝑡𝑗+1) =
κ*

0.5ℎ𝛽
> 0, 𝐷(ℓ𝛽, 𝑡𝑗+1) =

κ*

0.5ℎ𝛽
> 0.

На основании вышеуказанной теоремы 3 получаем оценку для
∘
𝑦:

‖
∘
𝑦
𝑗+1

‖ 6
1

κ* max
𝑥∈𝛾ℎ, 𝑡∈𝜔𝜏

(︀
|𝜇−𝛽(𝑥, 𝑡′)| + |𝜇+𝛽(𝑥, 𝑡′)|

)︀
, κ±𝛽 > κ* > 0. (15)

Переходим теперь к оценке функции
*
𝑦. Уравнение для

*
𝑦 перепишем в виде[︃

1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏𝛼
+

𝑝∑︁
𝛽=1

𝑎𝛽,𝑖𝛽+1 + 𝑎𝛽,𝑖𝛽
ℎ2𝛽

]︃
*
𝑦
𝑗+1

𝑖𝛽
=

=

𝑝∑︁
𝛽=1

1

ℎ2𝛽

(︂
𝑎𝛽,𝑖𝛽+1

*
𝑦
𝑗+1

𝑖𝛽+1 + 𝑎𝛽,𝑖𝛽
*
𝑦
𝑗+1

𝑖𝛽−1

)︂
+ Φ(𝑃𝑗+1), (16)

где

Φ(𝑃𝑗+1) =
2 − 21−𝛼

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
*
𝑦
𝑗

𝑖𝛽
+

1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏

(︀
𝑡1−𝛼
2 − 𝑡1−𝛼

1

)︀ *
𝑦
𝑗−1

𝑖𝛽
−

−1

𝜏

1

Γ(2 − 𝛼)

𝑗−1∑︁
𝑠=1

(︀
𝑡1−𝛼
𝑗−𝑠+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠

)︀(︂*
𝑦
𝑠

𝑖𝛽
−

*
𝑦
𝑠−1

𝑖𝛽

)︂
+ 𝜙𝑗+1.

Проверим выполнимость условий теоремы 4 (см. [9], стр.347)

𝐷
′
(𝑃(𝑗+1)) = 𝐴(𝑃(𝑗+1)) −

∑︁
𝑄∈Ш′

𝑗+1(𝑃(𝑗+1))

𝐵(𝑃(𝑗+1), 𝑄) =
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
> 0,

𝐴(𝑃(𝑗+1)) > 0, 𝐵(𝑃(𝑗+1), 𝑄) > 0, 𝑃(𝑗+1) = 𝑃 (𝑥, 𝑡𝑗+1)

для всех 𝑄 ∈ Ш′′
𝑗 , 𝑄 ∈ Ш′

𝑗+1 на основании леммы (см. [9], стр.347)∑︁
𝑄∈Ш′′

𝑗

𝐵(𝑃𝑗+1, 𝑄) =
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
> 0,

1

𝐷′(𝑃(𝑗+1))

∑︁
𝑄∈Ш′′

𝑗

𝐵(𝑃(𝑗+1), 𝑄) = 1, (17)

где
Ш′

(𝑃 (𝑥,𝑡𝑗+1))
= Ш′

𝑗+1 + Ш′′
𝑗 ,

Ш′
𝑗+1 − множество узлов 𝑄 = 𝑄(𝜉, 𝑡𝑗+1) ∈ Ш′

(𝑃 (𝑥,𝑡𝑗+1))
,

Ш′′
𝑗 − множество узлов 𝑄 = 𝑄(𝜉, 𝑡𝑗) ∈ Ш′

(𝑃 (𝑥,𝑡𝑗))
.

На основании упомянутой теоремы 4 (см. [9], стр.347) и в силу (17) получаем оценку

‖
*
𝑦
𝑗+1

‖𝐶 6 ‖
*
𝑦
0

‖𝐶 + Γ(2 − 𝛼)

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏𝛼 max
06𝑠6𝑗′

‖𝜙𝑠‖. (18)

Из оценок (15) и (18) следует окончательная оценка

‖𝑦𝑗+1‖𝐶 6 ‖𝑦0‖𝐶 +
1

κ* max
0<𝑡′6𝑗𝜏

(︂
|𝜇−𝛽(𝑥, 𝑡′)| + |𝜇+𝛽(𝑥, 𝑡′)|

)︂
+
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+ Γ(2 − 𝛼)

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏𝛼 max
06𝑠6𝑗′

‖𝜙𝑠‖. (19)

Таким образом, справедлива

Теорема 1. Разностная схема (7) устойчива по начальным данным и правой части,
так что для решения задачи (7) справедлива оценка (19).

4. Сходимость разностной схемы

Для погрешности 𝑧 = 𝑦 − 𝑢 справедлива оценка

‖𝑧𝑗+1‖𝐶 6 Γ(2 − 𝛼)

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏𝛼 max
06𝑠6𝑗′

‖𝜓𝑠‖. (20)

Так как 𝜓 = 𝑂(|ℎ|2 + 𝜏), |ℎ|2 = ℎ21 + ℎ22 + . . .+ ℎ2𝑝, то из (20) следует

‖𝑧𝑗+1‖𝐶 = 𝑂

(︂
|ℎ2|
𝜏 1−𝛼

+ 𝜏𝛼
)︂
.

При 𝛼 → 1, как и в [4], получаем известный результат

‖𝑧𝑗+1‖𝐶 = 𝑂
(︀
|ℎ|2 + 𝜏

)︀
.
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