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ДВУХМЕРНЫЕ АЛГЕБРЫ ДИНАМИЧЕСКИХ
СИММЕТРИЙ ОДУ

М.И. ТИМОШИН

Аннотация. В работе показана эффективность использования динамических сим-
метрий при исследовании интегрируемости дифференциальных уравнений. Построено
обобщение классификации С.Ли обыкновенных дифференциальных уравнений второ-
го порядка по двухмерным алгебрам точечных симметрий. Приведены интегрируемые
случаи обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка специального
вида. Отмечено, что часть найденных случаев интегрируемости обыкновенных диф-
ференциальных уравнений относится к уравнениям типа Абеля, и, по-видимому, пред-
ставляет самостоятельный интерес.

Ключевые слова: динамические симметрии, инварианты, двухмерные алгебры, урав-
нение Риккати, уравнение Абеля.

Введение

Понятие динамических симметрий приведено, например, в [1]. Дифференциальное урав-
нение в этом случае заменяется системой дифференциальных уравнений первого порядка:

𝑦′′ = 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) ⇔ 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑧,

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) . (1)

Затем рассматривается вопрос об инфинитезимальном преобразовании

𝑋 = 𝜉 (𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜇 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕

𝜕𝑧
, (2)

переводящем решение системы (1) в решение этой же системы. Для этого оператор (2)
должен удовлетворять условию

[𝑋,𝐴] = 𝜆 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐴, (3)

где 𝐴 = 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑧 𝜕
𝜕𝑦

+ 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝜕
𝜕𝑧

.
Важно отметить, что компоненты оператора (2) не удовлетворяют предложенной С.Ли

формуле продолжения

𝜇 =
𝑑𝜂

𝑑𝑥
− 𝑧

𝑑𝜉

𝑑𝑥
.

У оператора динамической симметрии (2) компоненты определяются только условием (3).
Известно, что оператор точечной симметрии

𝑋
2

= 𝜉 (𝑥, 𝑦)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂 (𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜂1 (𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝜕

𝜕𝑦′
+ 𝜂2 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′)

𝜕

𝜕𝑦′′
, (4)
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компоненты которого удовлетворяют формуле продолжения 𝜂𝑖 = 𝑑𝜂𝑖−1

𝑑𝑥
− 𝑦(𝑖) 𝑑𝜉

𝑑𝑥
, обладает

свойством продолжения инвариантов. Если для заданного оператора (4) известны инва-
риант 𝑣 = 𝑣 (𝑥, 𝑦) и дифференциальный инвариант 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) , то выражение

𝑤 =
𝑑𝑢

𝑑𝑣
=

𝑢′
𝑥 + 𝑢′

𝑦𝑦
′ + 𝑢′

𝑦′𝑦
′′

𝑣′𝑥 + 𝑣′𝑦𝑦
′

является дифференциальным инвариантом второго порядка оператора (4).
В работе [2] предлагается начинать процедуру нахождения симметрий с инвариантов,

при этом компоненты соответствующего оператора выписываются непосредственно с по-
мощью дифференцирования и арифметических действий. Если функции 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑦′),
𝑣 = 𝑣 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) являются инвариантами оператора (2), то естественно потребовать, чтобы
выражение

𝑑𝑢

𝑑𝑣
=

𝑢′
𝑥 + 𝑢′

𝑦𝑦
′ + 𝑢′

𝑦′𝑦
′′

𝑣′𝑥 + 𝑣′𝑦𝑦
′ + 𝑣′𝑦′𝑦

′′

также являлось бы инвариантом один раз продолженной динамической симметрии (2).
Удобнее записать компоненты оператора динамической симметрии в виде

𝑋 = 𝜉 (𝑥, 𝑦, 𝑦′)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂 (𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜇 (𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝜕

𝜕𝑦′
+ 𝜇1 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′)

𝜕

𝜕𝑦′′
(5)

и определить их, разрешая систему уравнений

𝑋𝑢 = 0, 𝑋𝑣 = 0, 𝑋
𝑑𝑢

𝑑𝑣
= 0. (6)

Таким образом, компоненты динамической симметрии определяются с точностью до функ-
ционального множителя.

При нахождении симметрий ОДУ второго порядка 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′) = 0 можно использо-
вать критерий инвариантности

𝑋𝐹 |𝐹=0 = 0. (7)
В общем случае критерий инвариантности (7), также как и критерий инвариантности
(3), не приводит к системе дифференциальных уравнений. Преимуществом критерия (7)
является то, что он позволяет говорить о динамической симметрии (5), удовлетворяющей
уравнениям (6) с точностью до функционального множителя.

Отметим, что все точечные симметрии можно рассматривать как частный случай ди-
намических симметрий, когда

𝑢 =

𝜕𝛽
𝜕𝑥

+ 𝜕𝛽
𝜕𝑦
𝑦′

𝜕𝛼
𝜕𝑥

+ 𝜕𝛼
𝜕𝑦
𝑦′
, 𝑣 = 𝛽 (𝑥, 𝑦) ,

где 𝛼 (𝑥, 𝑦) , 𝛽 (𝑥, 𝑦) — произвольные функции.
Желая сохранить возможность сведения критерия (7) к системе дифференциальных

уравнений, естественно ставить вопрос о динамических симметриях как о расширении
множества точечных симметрий, ограничиваясь функциями двух переменных.

В работе [3] рассматривался вопрос о динамических симметриях, порождаемых тремя
функциями двух переменных, содержащих в себе всё множество точечных симметрий.
Отмечалось, что оператор точечной симметрии

𝑋 = 𝜉 (𝑥, 𝑦)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂 (𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦
,

обладающий инвариантом 𝑣 = 𝜏 (𝑥, 𝑦) , в переменных (𝑣, 𝑦) принимает вид

𝑋 = 𝜒 (𝑣, 𝑦)
𝜕

𝜕𝑦
.
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Представив функцию 𝜒 (𝑣, 𝑦) в виде 𝜒 (𝑣, 𝑦) = 1
𝛼′
𝑦
, можно выписать первый дифференци-

альный инвариант в виде 𝑢 = 𝛼′
𝑣 +𝛼′

𝑦
𝑑𝑦
𝑑𝑣
. Таким образом, взяв первый дифференциальный

инвариант в виде 𝑢 = 𝛼+ 𝛽 𝑑𝑦
𝑑𝑣
, можно расширить множество точечных симметрий с помо-

щью трёх функций 𝜏 (𝑥, 𝑦) , 𝛼 (𝑣, 𝑦) , 𝛽 (𝑣, 𝑦) .
Практическое нахождение динамических симметрий рассматриваемого типа предлага-

лось осуществлять в несколько этапов:
A. Выполнив точечную замену переменных 𝑡 = 𝜏 (𝑥, 𝑦) , 𝑦 = 𝑦, перейти от уравнения

𝐹

(︂
𝑡, 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
,
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2

)︂
= 0

к уравнению

Φ

(︂
𝑥, 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑥
,
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2

)︂
= 0.

B. По инвариантам

𝑣 = 𝑥, 𝑢 = 𝛼 (𝑥, 𝑦) + 𝛽 (𝑥, 𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
,

разрешив систему (6), построить оператор динамической симметрии.

C. Приравняв в критерии инвариантности

𝑋Φ |Φ=0 = 0

коэффициенты при 𝑦′ к нулю, выписать определяющую систему дифференциальных
уравнений.

D. Найти решения определяющей системы уравнений.

В работах [2, 3] на примере уравнения

𝑦′′ = 𝑦′ + 𝑓 (𝑦) (8)

показана эффективность использования динамических симметрий для нахождения яв-
ных решений. С помощью найденных решений удалось выписать точные решения урав-
нения диффузии Колмогорова-Петровского-Пискунова, уравнения Семёнова (Фитц-Хью-
Нагумо), используемого в теории цепных химических реакций.

К сожалению предложенный подход оказался весьма трудоёмким. В связи с этим в
данной работе расматриваются двухмерные алгебры, образованные из дважды продол-
женного оператора точечной симметрии (4) и оператора динамической симметрии (5) с
инвариантами

𝑣 = 𝑥, 𝑢 = 𝛼 (𝑥, 𝑦) + 𝛽 (𝑥, 𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
, 𝑢1 = 𝛼′

𝑥 + 𝑦′(𝛼′
𝑦 + 𝛽′

𝑥) + 𝑦′
2
𝛽′
𝑦 + 𝑦′′𝛽.

1. Двухмерные алгебры динамических симметрий ОДУ

Софус Ли [4, 5], приводит классификацию ОДУ второго порядка на основе классифи-
кации двухмерных алгебр операторов преобразования плоскости :

I. 𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑥
, 𝑋2 = 𝜕

𝜕𝑦
, [𝑋1, 𝑋2] = 0, 𝑋1 ∨𝑋2 ̸= 0, 𝑦′′ = 𝑓 (𝑦′) ;

II. 𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑦
, 𝑋2 = 𝑥 𝜕

𝜕𝑦
, [𝑋1, 𝑋2] = 0, 𝑋1 ∨𝑋2 = 0, 𝑦′′ = 𝑓 (𝑥) ;

III. 𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑦
, 𝑋2 = 𝑥 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦 𝜕

𝜕𝑦
, [𝑋1, 𝑋2] = 𝑋1, 𝑋1 ∨𝑋2 ̸= 0, 𝑦′′ = 1

𝑥
𝑓 (𝑦′) ;

IV. 𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑦
, 𝑋2 = 𝑦 𝜕

𝜕𝑦
, [𝑋1, 𝑋2] = 𝑋1, 𝑋1 ∨𝑋2 = 0, 𝑦′′ = 𝑓 (𝑥) 𝑦′.

Выскажем достаточно очевидное наблюдение, облегчающее рассмотрение двухмерных
алебр динамических симметрий.
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Пусть дифференциальное уравнение

𝑦′′ = 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) (9)

допускает точечную симметрию (4). В этом случае конечное однопараметрическое преоб-
разование, порождаемое оператором (4), обладает следующими свойствами:

I. Преобразует решение уравнения (9) в решение этого же уравнения.

II. Преобразует гиперповерхность, определяемую уравнением (9), в себя.

Умножив оператор (4) на произвольный функциональный множитель 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′), полу-
чим оператор

�̂�
2

= 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′)

(︂
𝜉 (𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂 (𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜂1 (𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝜕

𝜕𝑦′
+ 𝜂2 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′)

𝜕

𝜕𝑦′′

)︂
. (10)

Конечное однопараметрическое преобразование, порождаемое оператором (10), уже не бу-
дет обладать первым свойством. Второе свойство при этом сохранится, так как операторы
(4) и (10) обладают одинаковым набором инвариантов.

При решении задачи о нахождении ОДУ второго порядка основную роль играют имен-
но инварианты, поэтому в этом случае можно рассматривать двухмерные алгебры не над
числовым, а над функциональным полем. Переход к функциональному полю существенно
облегчает задачу, поскольку позволяет перейти от рассмотрения полных систем диффе-
ренциальных уравнений к якобиевым.

Рассмотрим двухмерные алгебры, состоящие из оператора (4) и оператора динамиче-
ской симметрии (5).

Потребуем, чтобы оператор (5) в некоторой новой системе координат

𝑡 = 𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑦), �̇� =
𝑑𝑝

𝑑𝑡
, 𝑝 =

𝑑2𝑝

𝑑𝑡2
(11)

обладал инвариантами 𝑣 = 𝑡, 𝑢 = 𝛼(𝑡, 𝑝) + 𝛽(𝑡, 𝑝)𝑑𝑝
𝑑𝑡

.
Отметим, что преобразование (11) является точечным, следовательно, наиболее общий

вид оператора точечной симметрии (4) не изменится. Разрешая систему (6) и используя
старые обозначения 𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, придём к операторам

𝑋
2

= 𝜉 (𝑥, 𝑦)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂 (𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜂1 (𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝜕

𝜕𝑦′
+ 𝜂2 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′)

𝜕

𝜕𝑦′′
,

где

𝜂1 = 𝜂′𝑥 + 𝑦′(𝜂′𝑦 − 𝜉′𝑥) − 𝜉′𝑦𝑦
′2,

𝜂2 = 𝜂′′𝑥𝑥 + 𝑦′(2𝜂′′𝑥𝑦 − 𝜉′′𝑥𝑥) + 𝑦′
2
(𝜂′′𝑦𝑦 − 2𝜉′′𝑥𝑦) − 𝑦′

3
𝜉′′𝑦𝑦 + 𝑦′′(𝜂′𝑦 − 2𝜉′𝑥 − 3𝜉′𝑦𝑦

′);

�̃� = 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′)

(︂
𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜇 (𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝜕

𝜕𝑦′
+ 𝜇1 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′)

𝜕

𝜕𝑦′′

)︂
,

𝜇 = −
(︀
𝛼′
𝑦 + 𝛽′

𝑦𝑦
′)︀ 𝛽−1,

𝜇1 =
(︁
𝛼′
𝑦
2

+ 𝛼′
𝑦𝛽

′
𝑥 − 𝛼′′

𝑥𝑦𝛽 + 𝑦′
(︀
𝛽′
𝑥𝛽

′
𝑦 + 3𝛼′

𝑦𝛽
′
𝑦 − 𝛼′′

𝑦𝑦𝛽 − 𝛽′′
𝑥𝑦𝛽

)︀
+

+𝑦′
2
(︁

2𝛽′
𝑦
2 − 𝛽′′

𝑦𝑦𝛽
)︁
− 𝑦′′𝛽′

𝑦𝛽
)︁
𝛽−2.

Для определения ОДУ второго порядка, допускающего приведённые операторы, необ-
ходимо решить систему линейных уравнений с частными производными⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜉(𝑥, 𝑦)
𝜕𝜗

𝜕𝑥
+ 𝜂(𝑥, 𝑦)

𝜕𝜗

𝜕𝑦
+ 𝜂1(𝑥, 𝑦, 𝑦

′)
𝜕𝜗

𝜕𝑦′
+ 𝜂2(𝑥, 𝑦, 𝑦

′, 𝑦′′)
𝜕𝜗

𝜕𝑦′′
= 0,

𝜕𝜗

𝜕𝑦
+ 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝜕𝜗

𝜕𝑦′
+ 𝜇1(𝑥, 𝑦, 𝑦

′, 𝑦′′)
𝜕𝜗

𝜕𝑦′′
= 0.

(12)
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Система дифференциальных уравнений (12) является полной, поскольку предполагает-
ся, что операторы образуют двухмерную алгебру.

Перейдя к переменным

𝑥 = 𝑥, 𝑦 = 𝑦, 𝑢 = 𝛼(𝑥, 𝑦) + 𝛽(𝑥, 𝑦)𝑦′, 𝑢1 = 𝛼′
𝑥 + 𝑦′(𝛼′

𝑦 + 𝛽′
𝑥) + 𝑦′

2
𝛽′
𝑦 + 𝑦′′𝛽,

получим систему вида⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜉(𝑥, 𝑦)

𝜕𝜗

𝜕𝑥
+ 𝜂(𝑥, 𝑦)

𝜕𝜗

𝜕𝑦
+ 𝜂1(𝑥, 𝑦, 𝑢)

𝜕𝜗

𝜕𝑢
+ 𝜂2(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢1)

𝜕𝜗

𝜕𝑢1

= 0,

𝜕𝜗

𝜕𝑦
= 0,

(13)

где преобразованные компоненты 𝜂1(𝑥, 𝑦, 𝑢), 𝜂2(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢1) полиноминально зависят от но-
вых переменных 𝑢, 𝑢1.

Система (13) приводится к якобиевому виду, например, если 𝜉(𝑥, 𝑦) ̸= 0, то придём к
системе ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕𝜗

𝜕𝑥
+

𝜂1(𝑥, 𝑦, 𝑢)

𝜉(𝑥, 𝑦)

𝜕𝜗

𝜕𝑢
+

𝜂2(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢1)

𝜉(𝑥, 𝑦)

𝜕𝜗

𝜕𝑢1

= 0,

𝜕𝜗

𝜕𝑦
= 0.

(14)

Из якобиевости системы (14) следует, что

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜂1(𝑥, 𝑦, 𝑢)

𝜉(𝑥, 𝑦)

)︂
= 0,

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜂2(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢1)

𝜉(𝑥, 𝑦)

)︂
= 0. (15)

Приравнивая к нулю коэффициенты при 𝑢, 𝑢1 в системе (15), получим переопределён-
ную систему дифференциальных уравнений относительно функций 𝜉(𝑥, 𝑦), 𝜂(𝑥, 𝑦), 𝛼(𝑥, 𝑦),
𝛽(𝑥, 𝑦).

Анализ переопределённой системы с точностью до точечных преобразований позволяет,
наряду с четырьмя классами выписанными С. Ли, выделить обыкновенное дифференци-
альное уравнение вида

𝑦′′ + 𝑦′
𝑑𝜆

𝑑𝑦
= 𝑓(𝑦′ + 𝜆(𝑦)). (16)

Исследование системы (13) в общем случае позволяет сделать вывод о том, что в рас-
сматриваемом классе алгебр содержатся все указанные Софусом Ли уравнения и уравне-
ние (16). Других уравнений второго порядка в этом классе нет.

2. Разрешимые случаи уравнения 𝑦′′ + 𝑦′ 𝑑𝜆
𝑑𝑦

= 𝑓(𝑦′ + 𝜆(𝑦))

Прежде всего отметим, что если в уравнении (16) взять функцию

𝜆(𝑦) = 𝜆1 + 𝜆2𝑦,

то получим уравнение
𝑦′′ + 𝑦′𝜆2 = 𝑓(𝑦′ + 𝜆1 + 𝜆2𝑦),

допускающее двухмерную алгебру точечных симметрий

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋2 = 𝑒𝑥𝑝(−𝜆2𝑥)

𝜕

𝜕𝑦
.

Таким образом, в случае линейности функции 𝜆(𝑦) придём к дифференциальному урав-
нению, относящемуся к III типу классификации С. Ли. Сделав замену переменных

𝑥 =
𝑙𝑛 𝑡

𝜆2

, 𝑦 =
𝑢

𝑡
, 𝑦′ = 𝜆2

(︁
�̇�− 𝑢

𝑡

)︁
, 𝑦′′ = 𝜆2

2

(︁
�̈�𝑡− �̇� +

𝑢

𝑡

)︁
,
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придём к уравнению
𝜆2
2 �̈� 𝑡 = 𝑓(𝜆2�̇� + 𝜆1),

указанному С. Ли.
В случае квадратичной зависимости

𝜆(𝑦) = 𝜆1 + 𝜆2𝑦 + 𝜆3𝑦
2

уравнение
𝑦′′ + 𝑦′𝜆2 + 2𝑦′𝑦𝜆3 = 𝑓(𝑦′ + 𝜆1 + 𝜆2𝑦 + 𝜆3𝑦

2)

не допускает двухмерной алгебры точечных симметрий.
Легко выписать первый интеграл уравнения (16). Обозначив 𝑑Φ(𝑣)

𝑑𝑣
= 1

𝑓(𝑣)
, получим ин-

теграл в виде
Φ(𝑦′ + 𝜆(𝑦)) = 𝑥 + 𝐶1. (17)

К сожалению, оператор динамической симметрии известен с точностью до функцио-
нального множителя. Нахождение функционального множителя с помощью критерия (3)
равносильно задаче интегрирования уравнения (16). Поэтому невозможно использовать
динамическую группу для получения общего решения.

Очевидно, что решение уравнения (17) равносильно решению уравнения
𝑑𝑦

𝑑𝑣
=

𝑑Φ

𝑑𝑣
(𝑣 − 𝜆(𝑦)). (18)

При квадратичной зависимости 𝜆(𝑦) = 𝜆1 + 𝜆2𝑦 + 𝜆3𝑦
2 уравнение (18) становится урав-

нением Риккати. Перейдя в уравнении (18) к независимой переменной 𝑡 = Φ(𝑣), придём к
уравнению

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= Φ−1(𝑡) − 𝜆1 − 𝜆2𝑦 − 𝜆3𝑦

2.

С помощью стандартного преобразования уравнение Риккати приводится к каноническо-
му виду

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝑢2 = Φ−1(𝑡). (19)

Относительно интегрируемости уравнения (19) известна следующая теорема

Теорема 1. [6] Для того чтобы каноническое уравнение Риккати (19) было интегри-
руемо в квадратурах, необходимо и достаточно, чтобы Φ−1(𝑡) была представлена в виде

Φ−1(𝑡) =
𝑟1
𝐸2

+
𝐸 ′′

2𝐸
− 𝐸 ′2

4𝐸2
,

где 𝑟1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐸 = 𝐸(𝑡). При этом имеется три типа решений:

𝐴. 𝑟1 = 0, 𝑢 =
𝐸 ′

2𝐸
+

1

𝐸
(︀∫︀

𝑑𝑡
𝐸

+ 𝐶1

)︀ ;

𝐵. 𝑟1 = 𝑎2, 𝑢 =
𝐸 ′

2𝐸
+ 𝑎

𝑒𝑥𝑝
(︀
2𝑎

∫︀
𝑑𝑡
𝐸

+ 2𝑎𝐶1

)︀
+ 1

𝐸
(︀
𝑒𝑥𝑝

(︀
2𝑎

∫︀
𝑑𝑡
𝐸

+ 2𝑎𝐶1

)︀
− 1

)︀ ;

𝐶. 𝑟1 = −𝑎2, 𝑢 =
𝐸 ′

2𝐸
− 𝑎

tan
(︀
𝑎
∫︀

𝑑𝑡
𝐸

+ 𝑎𝐶1

)︀
𝐸

.

Если функция 𝜆(𝑦) = 𝜆1 + 𝜆2 𝑒𝑥𝑝 (𝜆3𝑦), то уравнение (18) легко линеаризуется заменой
𝑢 = 𝑒𝑥𝑝 (−𝜆3𝑦) и, следовательно, интегрируется в квадратурах.

Приведём некоторые типы уравнения (18), допускающие точечные симметрии вида
𝑋 = 𝜉(𝑣) 𝜕

𝜕𝑣
+ (𝜂1(𝑣) + 𝜂2(𝑣)𝑦) 𝜕

𝜕𝑦
или 𝑋 = (𝜉1(𝑦) + 𝜉2(𝑦)𝑣) 𝜕

𝜕𝑣
+ 𝜂(𝑦) 𝜕

𝜕𝑦
.
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1. 𝜆(𝑦) =
2(𝜆1 + 𝜆2𝑦 + 𝜆3𝑦

2)𝜆3

𝜆2𝜆5 − 𝑐 + 2𝜆5𝜆3𝑦
,

𝑑Φ

𝑑𝑣
=

𝜆3
5

(1 − 𝜆5𝑏𝑘(𝜆2
5𝑣 − 𝑐)2)(𝜆2

5𝑣 − 𝑐)𝜆3

,

𝜉(𝑣) = −𝜂2(𝑣)
(𝜆2

5𝑣 − 𝑐)

𝜆2
5

, 𝜂1(𝑣) = 𝜂2(𝑣)
(𝜆2𝜆5 − 𝑐)

2𝜆3𝜆5

, 𝜂2 = −(1 − 𝜆5𝑏𝑘(𝜆2
5𝑣 − 𝑐)2)

(𝜆2
5𝑣 − 𝑐)2

;

2. 𝜆(𝑦) = −𝑏 ln(𝑐− 𝑎𝑏 + 𝑦) + 𝜆1,
𝑑Φ

𝑑𝑣
= −𝜑1

𝑏
exp

(︁
−𝑣

𝑏

)︁
,

𝜉(𝑣) = 1, 𝜂1(𝑣) = 𝑎− 𝑐

𝑏
, 𝜂2 = −1

𝑏
;

3. 𝜆(𝑦) = −(15𝑝10(𝜆1𝑦 + 𝜆2))
− 1

3 + 𝑝9
5𝑝10

,
𝑑Φ

𝑑𝑣
=

3125𝑝1𝑝
4
10

(5𝑝10𝑣 + 𝑝9)5
,

𝜉1(𝑦) = − 𝑝9𝜆1

15𝑝10
, 𝜉2(𝑦) = −𝜆1

3
, 𝜂(𝑦) = 𝜆1𝑦 + 𝜆2;

4. 𝜆(𝑦) = −
4𝑝9

√︀
−𝑝10(𝜆2 + 𝜆1𝑦) ±

√
2

16𝑝10
√︀

−𝑝10(𝜆2 + 𝜆1𝑦)
,

𝑑Φ

𝑑𝑣
=

256𝑝2𝑝
3
10

(𝑝9 + 4𝑝10𝑣)4
,

𝜉1(𝑦) = − 𝑝9
8𝑝10

, 𝜉2(𝑦) = −1

2
, 𝜂(𝑦) =

𝜆1𝑦 + 𝜆2

𝜆1

;

5. 𝜆(𝑦) =
𝑏 exp

(︁
𝑏𝜆1𝑝3 exp

(︁
− 𝑦

𝑝3

)︁)︁
+ 𝜆2𝑎 exp

(︁
𝑎𝜆1𝑝3 exp

(︁
− 𝑦

𝑝3

)︁)︁
exp

(︁
𝑏𝜆1𝑝3 exp

(︁
− 𝑦

𝑝3

)︁)︁
+ 𝜆2 exp

(︁
𝑎𝜆1𝑝3 exp

(︁
− 𝑦

𝑝3

)︁)︁ −
exp

(︁
𝑦
𝑝3

)︁
𝜆1𝑝3

,

𝑑Φ

𝑑𝑣
=

𝑝3
(𝑏− 𝑣)(𝑎− 𝑣)

,

𝜉1(𝑦) =

(︂
𝑝3
𝑑𝜆

𝑑𝑦
− 𝜆(𝑦)

)︂
𝜉2(𝑦), 𝜉2(𝑦) =

exp
(︁

2𝑦
𝑝3

)︁
𝑝3(𝜆(𝑦) − 𝑎)(𝜆(𝑦) − 𝑏)

, 𝜂(𝑦) = 𝑝3𝜉2(𝑦);

6. 𝜆(𝑦) =
𝑎𝑝3𝜆1 exp

(︁
− 𝑦

𝑝3

)︁
− exp

(︁
𝑦
𝑝3

)︁
− 𝑎𝑝3𝜆2

𝑝3

(︁
𝜆1 exp

(︁
− 𝑦

𝑝3

)︁
− 𝜆2

)︁ ,
𝑑Φ

𝑑𝑣
=

𝑝3
(𝑣 − 𝑎)2

,

𝜉1(𝑦) =

(︂
𝑝3
𝑑𝜆

𝑑𝑦
− 𝜆(𝑦)

)︂
𝜉2(𝑦), 𝜉2(𝑦) =

exp
(︁

2𝑦
𝑝3

)︁
𝑝3(𝜆(𝑦) − 𝑎)2

, 𝜂(𝑦) = 𝑝3𝜉2(𝑦);

7. 𝜆(𝑦) =
exp

(︁
𝑦
𝑝3

)︁
𝜆1𝑝3

+
(𝑎− 𝑏𝜆2) cos

(︁
𝑏𝜆1𝑝3 exp

(︁
− 𝑦

𝑝3

)︁)︁
+ (𝑏 + 𝑎𝜆2) sin

(︁
𝑏𝜆1𝑝3 exp

(︁
− 𝑦

𝑝3

)︁)︁
cos

(︁
𝑏𝜆1𝑝3 exp

(︁
− 𝑦

𝑝3

)︁)︁
+ 𝜆2 sin

(︁
𝑏𝜆1𝑝3 exp

(︁
− 𝑦

𝑝3

)︁)︁ ,

𝑑Φ

𝑑𝑣
=

𝑝3
𝑣2 − 2𝑎𝑣 + 𝑎2 + 𝑏2

,

𝜉1(𝑦) =

(︂
𝑝3
𝑑𝜆

𝑑𝑦
− 𝜆(𝑦)

)︂
𝜉2(𝑦), 𝜉2(𝑦) =

exp
(︁

2𝑦
𝑝3

)︁
𝑝3(𝜆(𝑦)2 − 2𝑎𝜆(𝑦) + 𝑎2 + 𝑏2)

, 𝜂(𝑦) = 𝑝3𝜉2(𝑦);
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8. 𝜆(𝑦) = −−(3𝑝3𝑝6(𝜆1𝑦 + 𝜆2))
1
3 − 𝑝3𝑝5 + 𝑝2𝑝6

𝑝3𝑝6
,

𝑑Φ

𝑑𝑣
=

𝑝6𝑝2 + 𝑝3𝑝6𝑣 − 𝑝3𝑝5
𝑝26

,

𝜉1(𝑦) =
𝜆1(𝑝2𝑝6 − 𝑝3𝑝5)

3𝑝3𝑝6
, 𝜉2(𝑦) =

𝜆1

3
, 𝜂(𝑦) = 𝜆1𝑦 + 𝜆2;

9. 𝜆(𝑦) = (𝜆1𝑦 + 𝜆2))
1
5 + 𝜆3,

𝑑Φ

𝑑𝑣
=

(3𝑝1 + 𝑝2𝑣)3

27𝑝3
,

𝜉1(𝑦) =
3𝑝1
𝑝2

, 𝜉2(𝑦) = 1, 𝜂(𝑦) =
5(𝜆1𝑦 + 𝜆2)

𝜆1

;

10. 𝜆(𝑦) = −𝜆2 + 𝜆1(4𝜆3𝑦 + 𝜆4)
1
4 ,

𝑑Φ

𝑑𝑣
= 𝑎(𝑣 + 𝜆2)

2,

𝜉1(𝑦) = 𝜆2𝜆3, 𝜉2(𝑦) = 𝜆3, 𝜂(𝑦) = 4𝜆3𝑦 + 𝜆4;

11. 𝜆(𝑦) = 𝜆1 + 𝜆2

√︀
𝑦 + 𝜆3,

𝑑Φ

𝑑𝑣
= 𝑎,

𝜉1(𝑦) = −𝜆1, 𝜉2(𝑦) = 1, 𝜂(𝑦) = 2(𝑦 + 𝜆3).

В заключение отметим, что случаи 1, 5, 6, 7, 11 являются интегрируемыми случаями
уравнения Абеля и, по-видимому, представляют самостоятельный интерес.
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